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Bie  Euler'schen  Integrale  bei  unbesehrftnkter  Variabilität 

des  Argumentes.*) 

Von  Dr.  Hermann  Hankel, 

Privatdocent  an  der  Universität  zu  Leipzig. 


Die  Untersuchungen ,  welche  den  Gegenstand  der  folgenden  Abhand- 
lung ausmachen,  stützen  sich  auf  einige  einfache  Sätze  der  complexen 
Functionentheorie ,  wie  sie  von  meinem  hochverehrten  Lehrer,  Hrn.  Rie- 
mann  anfgefasst  wird.  Was  deren  weitere  Aunführung  betrifft,  so  ver- 
weise ich  auf  die  Abhandlungen,  die  mein  Freund,  Herr  Roch,  kürzlich 
„über  Functionen  complexer  Grössen'*  in  diesem  Journale  veröffentlicht 
hat;  indess  erscheint  es  mir  nothwendig,  einige  Principien  in  der  Form,  wie 
sie  im  Folgenden  häufig  Anwendung  finden  werden ,  zuvor  in  aller  Kürze 
SU  entwickeln : 

§  1. 

Hilfssätze  aus  der  complexen  Functionentheorie. 

Zur  Vereinfachung  der  Ausdrucks  weise  wird  im  Folgenden  an  der 
von  Kühn**)  gegebenen  Darstellung  festgehalten  werden,  nach  der  die 
complexe  Grösse  t^=zx^  yi  repräsentirt  wird  durch  einen  Punkt  mit  der 
Abscisse  x  und  der  Ordinate  y  in  einer  unendlichen  Ebene ,  die  man  ent- 
weder als  Fläche  mit  unendlich  entfernter,  etwa  kreisförmiger  Begrenzung, 
oder  als  eine  geschlossene  Fläche  —  etwa  unendlich  grosse  Kugel  —  an- 
sehen kann.  Diese  beiden  Vorstellungen,  von  denen  die  letztere  beson- 
ders instructiv  zu  sein  scheint,  unterscheiden  sich  für  endliche  Punkte 
nicht  von  einander;  jener  die  Ebene  begrenzende  unendlich  grosse  Kreis 
degenerirt  aber  bei  der  zweiten  Anschauung  in  einen  einzigen  Punkt,  den 
Unendlichkeitspunkt. 


*)  Vom  Verf.  besorgter  Auszug  ans  seiner  Habilitationsdissertation  (Leipzig^,  bei 
L.  Voss,  1863).  Wegen  der  zahlreichen  Uterarischen  Notizen  verweisen  wir  anf 
die  Schrift  selbst. 

**}  MediL  de  quant.  imag.  cotutr,  ei  rad,  imag.  exhib.  Novi  Comm.  Acad.  Imp.  Petrop. 
Bd.  d.     1753.    S.  170. 

ZcUsehrin  f.  Mathematik  a.  Physik.  IX,  1.  1 


2    Die  Euler'sfhen  Integrale  bei  unbeschr.  Variabilität  d,  Argumentes. 

Eine  Function  von  z  =  x  +  yi  nennt  nun  Hr.  Riemann  eine  Grösse 
tv,  die  sich  mit  z  der  partiellen  Differentialgleichung 

drv ,dw 

dy  dx 
gemäss  ändert.  Die  ganze  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabel en 
ist  somit  als  eine  ausgeführte  Theorie  dieser  Differentialgleichung  zu  be- 
trachten. Die  erste  Folgerung,  die  sich  aus  derselben  ziehen  lasst,  ist  die, 
dass  sich  eine  solche  Function  stets  nach  dem  Taylor*schen  Lehrsatze 
in  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  yon  {z  —  ü)  entwickeln  lässt, 
sobald  sie  in  einem  mit  mod[z  —  a)  um  a  beschriebenen  Kreise  überall 
einen  und  nur  einen  endlichen  bestimmten  Werth  hat.  Sind  daher  die 
sämmtlichen  Derivirten  dieser  Function  für  z^=a  gegeben,  oder  ist,  was 
hiermit  im  Wesentlichen  zusammenfällt,  die  Function  selbst  auf  einer  end- 
lichen Strecke  von  a  aus  bekannt,  so  ist  sie  dadurch  für  die  ganze  Kreis- 
fläche bestimmt.  Von  dieser  Kreisfläche  aus  kann  man  nun  die  Function 
nach  allen  Seiten  hin  fortsetzen  und  durch  Wiederholung  derselben  Ope- 
ration sie  für  alle  Theile  der  Ebene  bestimmen,  in  der  2  =  a:  +  yi  darge- 
stellt wird;  nur  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  bei  dieser  Fortsetzung 
kein  Punkt  überschritten  wird,  in  dem  die  Function  nicht  endlich  und  be- 
stimmt ist.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  eine  auf  einer  endlichen  Strecke 
gegebene  Function  durch  einen  gegebenen  Flächenstreifen,  in  dem  sie  stets 
endliche  Werthe  hat,  nur  auf  eine  Weise  fortgesetzt  werden  kann. 

Es  ist  aber  hiebei  keineswegs  ausgeschlossen,  dass,  je  nach  dem  die 
Fortsetzung  auf  dem  einen  oder  dem  anderen  Wege  geschieht,  für  densel- 
ben Punkt  sich  mehrere  Werthe  der  Function  ergeben  können.  Man  be- 
zeichnet eine  Function,  bei  der  dieser  Fall  eintritt,  als  mehrwerthig,  nennt 
aber  eine  Function  innerhalb  eines  Theiles  der  Ebene  einwerthig  oder 
monodrom,  wenn  sie,  in  einer  endlichen  Strecke  dieser  Ebene  als  gegeben 
gedacht,  immer  denselben  Werth  beibehält,  man  mag  sie  durch  einen  inner- 
halb des  Ebenenstückes  liegenden  Weg  fortsetzen,  durch  welchen  man 
will.  Jeder  mehrwerthigen  Function  kommen  gewisse  ausgezeichnete 
Punkte  zu  von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn. man  die  Function  um  sie 
herum  fortsetzt  und  wieder  zu  dem  Anfangswerthe  zurückkehrt,  dieselbe 
einen  anderen  Werth  angenommen  hat.  Diese  Punkte  nennt  Hr.  Rie- 
mann Verzweigungspunkte.  Ein  solcher  Verzweigungspunkt  ist  z.  B.  für 
{x  —  ^yS  wo  fi  eine  beliebige  complexe  Zahl  bezeichnet,  der  Funkt  x=^a\ 
lässt  man  x  von  einem  Punkte  x=^x^  ausgehen  und  geht  um  o;  =  a  her- 
um wieder  zu  x  =  x^  zurück,  so  wird  die  Function  bei  diesem  Umlaufe 
den  Factor  e*^"'  erhalten  haben.  Nur  wenn  ft  eine  reelle  ganze  Zahl  ist, 
wird  x='a  kein  Verzweigungspunkt  sein.  In  jedem  Ebenenstücke,  wel- 
ches den  Punkt  x^=a  weder  in  sich  enthält,  noch  nmschliesst,  ist  die 
Function  (x  —  c)^  monodrom.     Ebenso  ist  a:  =  a  für  log{x  —  a)  ein  Ver- 


Von  Dr.  Hermann  Hanrel. 

z weigUDgspnnkt ;  bei  jedem  Umlaufe  um  denselben  ändert  sich  log{x  —  a)  * 
nm  27t u 

£s  besteht  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  der  algebraischen  nnd 
transscendenten  mehrwerthigen  Functionen  darin,  dass  erstere  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Umläufen  ihren  ursprünglichen  Werth  wieder  er- 
langen, während  dies  bei  letzteren  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Sieht 
man  hier  ganz  von  ersteren  ab,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Untersuchung 
mehrwerthiger  Transscendenten  ungemein  erleichtert  werden  wird,  wenn 
man  sich  von  der  Vieldeutigkeit  der  Function  für  einen  und  denselben 
Werth  des  Argumentes  befreien  kann.  Zu  diesem  Zwecke  denkt  sich  Hr. 
Biemann  die  Ebene  in  bestimmten  von  den  Verzweigungspunkten  aus- 
gehenden Linien  zerschnitten,  so  dass  die  Function  innerhalb  des  nicht 
zerschnittenen  Theiles  der  Ebene  monodrom  ist,  d.  h.  man  denkt  sich  ge- 
wisse Linien  festgesetzt,  durch  welche  hierdurch  die  Variabele  niemals 
gehen  darf  nnd  die  als  Begrenzung  der  Ebene  angesehen  werden.  Zer- 
schneidet man  z.  B.  die  Ebene  der  x  in  einer  von  xi=:a  bis  ^  =  ao  gehen- 
den, sonst  willkürlichen,  nur  sich  selbst  nicht  schneidenden  —  nicht  ver- 
knoteten —  Linie,  so  kann,  so  lange  man  nur  im  Endlichen  bleibt,  x  nie- 
mals um  x  =  a  herumgehen  und  es  wird  (a;— ^a)^  für  jeden  Punkt  der 
Ebene  eine  bestimmte  Bedeutung  haben,  sobald  man  seinen  Werth  in  einem 
einzigen  Punkte  festsetzt.  Ebenso  wird  bei  derselben  Zerschneidung 
log  {x — a)  in  der  zusammenhängenden  Ebene  monodrom  bleiben.  Nimmt  man 
specieller  an,  die  Ebene  sei  in  der  megativen  reellen  Axe  zerschnitten 
nnd  logx  sei  für  reelle  positive  x  reell,  so  wird  die  im  Allgemeinen  will- 
kürliche ganze  Zahl  m  in  log{re^')  ^=logr  +  (tp  +  2mn)i,  wo  logr  stets 
reell  vorausgesetzt  ist,  so  bestimmt  werden  müssen,  dass  für  qor^O, 
log  {re^^)  reell  ist,  also  m  =  0.  Setzt  man  also  log(re^^  ==  logr  +  g>i,  so 
wird  der  Logarithmus,  da  tp  niemals  über  +  n  wachsen  kann,  in  dem  un- 
zerschnittenen  Theile  der  Ebene  überall  monodrom  sein.  Der  Logarith- 
mus eines  unendlich  dicht  über  der  negativen  reellen  Axe  gelegenen  Punk- 
tes, für  den  (ps=zn  ist,  wird  danach  logr-^ni  sein;  der  Logarithmus  eines 
unendlich  dicht  unter  derselben  Axe  gelegenen  Punktes  ^  =  —  n  ist  da- 
gegen logr  —  ff  t. 

Ist  nun  beide  mal  r  dasselbe ,  so  wird  der  Logarithmus  zweier  unend- 
lich nahen  Punkte  der  negativen  Axe,  deren  einer  über,  deren  anderer 
unter  der  Schnittcurve  liegt,  um  2zcf  verschieden  sein.  Es  wird  im  Folgen- 
den häufig  von  der  Zerschneidung  der  Ebene  von  o:  =  0  bis  o:  =  -f-  qo  auf 
der  reellen  positiven  Axe  Gebrauch  gemacht  werden.  Nimmt  man  dann 
log{ — x)  für  negative  reelle  x  als  reell  an,  so  ist  log(^ — re^*)z==logr 
+  {<p  —  7r)i  zu  setzen,  wobei  wiederum  logr  stets  reell  angenommen  wer- 
den soll.  Wenn  g>s=z  +  n,  so  ist  log{ — re^^)^=ilogr  in  der  That  reell; 
für  9  =  0  hat  man  log{ — re^^^zlogr  —  wi,  für  9  =  2jr,   log( — r^v**) 

1* 
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*  z=logr  -^^  ni.     Ganz    dieselben    Zerschneidangen    lassen   sich    auch    fUr 
( —  0:)'*  =  e^'^v^""*'  in  Anwendung  bringen. 

Die  Functionen  (x— o)'*  und  log{x  —  a)  haben  nur  einen  Verzwei- 
gungspunkt im  Endlichen.  Ebenso  giebt  es  auch  Functionen  mit  mehre- 
ren Verzweigungspnnkten  im  Endlichen,  wie  denn  {x  —  a)'^{x  —  b)^y  wo 
fi ,  V  keine  reellen  ganzen  Zahlen  sind ,  oder  log  {x  —  a)  {x  —  b)  einfache 
Beispiele  von  Functionen  mit  zwei  endlichen  Verzweigungspunkten  abge- 
ben. Um  {x — a)f^(x  —  b)*  monodrom  zu  machen,  wird  man  z.  B.  die 
Ebene  in  einer  von  x  =  a  nach  a:  =  oo  und  einer  von  a:  =  oo  nach  a;  =6 
gehenden,  nicht  verknoteten  Linie  zerschneiden  können.  Nur  in  dem  Falle, 
dass  {[i  +  v)  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  wird  das  System  der  Schnitte  ein 
anderes  sein  müssen.  Man  sieht  nämlich  ein,  dass  bei  einem  umlaufe  um 
X  =  a  oder  x  =  b  ein  anderer  Werth  erreicht  werden  würde,  nicht  so  aber, 
wenn  a  und  b  zugleich  umlaufen  werden,  insofern  die  Function  bei  einem 
solchen  Umlaufe  den  Factor  «2^^+*)«'=  1  erhält.  Es  genügt  also,  um 
{x  —  a)f^(x  —  by  in  diesem  Falle  monodrom  zu  machen,  dass  die  Ebene 
in  einer,  x^^a  und  x=ib  verbindenden,  nicht  verknoteten  Curve  zer- 
schnitten wird.  Ebenso  sieht  man ,  dass  (x  —  «y*  {x  —  b)^  {x  —  c)^ ,  wo 
keine  der  Zahlen  fi,  v,  ^,  wohl  aber  ihre  Summe  (^  +  ^  +  ^)  eine  reelle 
ganze  Zahl  sein  soll,  die  drei  Verzweiguugspunkte  x=sa^by  c  hat  und  dass 
sie  monodrom  wird,  wenn  man  die  Ebene  in  irgend  einer,  die  Punkte  a,  6,  e 
verbindenden,  nicht  verknoteten  Curve  zerschneidet. 

§2. 
Die  Euler'schen  Integrale. 

Durch  die  Aufgabe,  die  Reihe  der  Facultäten  zu  interpoliren,  ist  Eule r 
schon  im  Jahre  1738  auf  das  unendliche  Product: 

„  1  • . .2 . .  .n 

hm  —. p—r — r  «*,  n  =  00 

x(x  +  \) .  .,{x^n) 

geführt  worden.  Gauss  hat  später  von  Neuem  auf  dieses  Product  auf- 
merksam gemacht  und  den  strengen  Nachweis  gegeben ,  dass  dasselbe  für 
alle  reellen  Werthe  von  x  convergirt  und  nur  für  ganze  negative  at,  die  Null 
mit  eingeschlossen,  unendlich  gross  erster  Ordnung  wird.  Es  lässt  sich 
das  Princip  jenes  Beweises  auch  auf  beliebige  complexe  x  anwenden ,  so 
dass  die  durch  die  Gleichung : 

^r  ^       ,.  1 . . .  2.  •  .n 

^(-^)  =  ^""x(.4.|). ..(.  +  „)»' 

definirte  Function  r{x)  monodrom,  stetig,  für  alle  endlichen  Werthe  des  x 
von  Null  und  Unendlich  verschieden,  nur  für  .t=0, — 1, — 2^  ...ininf, 
unendlich  gross  erster  Ordnung  ist. 

Eine  einfache  Folgerung  aus  den  S.  2  angegebenen  Principien  ist  das 
schöne  von  Hrn.  Weierstrass  bemerkte  Theorem,  dass  der  Quotient 
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1  :  r(x)  in  eine  fltlr  alle  Werthe  von  x  convergirende  Reihe  nach  aufstei- 
den  Potenzen  von  x  entwickelt  werden  kann. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Function  r{x)  besteht  darin, 
dass,  wie  man  unmittelbar  aus  jenem  Producte  ableitet : 

r(x  +l)=zx  r{x) 
und  es  gebt,  da  jr(l)  =  1  ist,  hieraus  auch  sogleich  hervor,  dass  r{x)  für 
o:  :=  0,  —  1,  —  2,  . . .  unendlich  gross  erster  Ordnung  werden  muss.  Durch 
die  Bestimmung,  dass  r{x)  eine  mit  Ausnahme  aller  ganzen  negativen 
Zahlen  überall  von  Null  und  Unendlich  verschiedene ,  monodrome ,  stetige 
Function  darstellt,  für  welche  r{x  +  l)  =  x r(x) ^  wird  dieselbe  bis  auf 
einen  Factor  (p(x)  bestimmt,  der  eine  ebenfalls  monodrome,  stetige,  im  End- 
lichen von  Null  und  Unendlich  verschiedene  und  der  Gleichung  fp{x  +  l) 
=s  tp  (x)  genügende  Function  von  x  sein  muss.  In  $  3  meiner  Habilitations- 
schrift habe  ich  den  Nachweis  zu  fuhren  gesucht,  dass  die  Function  tp{x) 
=  ce^^"'  sei,  wo  c  und  k  Constanten  bedeuten.  Indess  ist  in  diesem  Be- 
weise eine  bestimmte  Voraussetzung  über  das  Verhalten  der  Function  für 
unendliche  Werthe  des  x  gemacht  worden,  die  den  jener  Functionalgleich- 
ung  genügenden  Functionen  im  Allgemeinen  nicht  nothwendiger  Weise  zu- 
kommen muss.  In  der  That  giebt  es  noch  andere  Fxponentialfunctionen, 
als  jene  einfache,  die  ebenfalls  den  angegebenen  Bedingungen  genügen 
und  sich  von  jener  durch  ihre  Eigenschaften  im  Unendlichen  unterscheiden. 
Ueberhaupt  scheint  es,  als  ob  die  Definition  von  r{x)  durch  ein  System 
von  Bedingungen,  ohne  Voraussetzung  einer  ezplicirten  Darstellung  der- 
selben, nur  in  der  Weise  gegeben  werden  kann,  dass  man  das  Verhalten 
Ton  r^x)  für  a;  =  00  in  dieselbe  aufnimmt.  Die  Brauchbarkeit  einer  sol- 
chen Definition  ist  aber  sehr  gering,  insofern  es  nur  in  den  seltensten  Fällen 
möglich  ist,  ohne  grosse  Weitläufigkeiten  und  selbst  Schwierigkeiten  den 
asymptotischen  Werth  einer  Function  zu  bestimmen. 

Von  Legendreist  bekanntlich  die  Definition  von  r{x)  durch  ein  be- 
stimmtes Integral: 

r(x)=  jr^'-^e'^dr 

0 
gegeben  worden,  welches  für  alle  a;,  deren  reeller  Theil  positiv  ist,  con- 
vergirt  und  in  das  obige  Product  transformirt  werden  kann;  für  solche  x 
aber,  deren  reeller  Theil  negativ  ist,  hört  dieses  Integral  auf  zu  conver- 
giren.  Ich  habe  nun,  von  der  Functionalgleichung  r{x  -(-  1)  =  a:  r{x)  aus- 
gehend, ein  bestimmtes  Integral  aufgestellt,  welches  für  alle  x  convergirt 
und  eine  monodrome  stetige  Function  von  x  ist  Für  solche  x,  deren  reller 
Theil  positiv  ist,  lässt  sich  dasselbe  ohne  Weiteres  auf  das  obige  Integral 
Legendre's  reduciren  und  wird  somit  für  alle  diese  Argumente  jenem 
unendlichen  Producte  gleich  werden,  durch  w^elches  Gauss  die  Gamma- 
function  definirt  hat     Es  folgt  daraus  nach  den  auf  S.  2  angedeuteten 
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Principien  der  Fnnctionentheorie  unmittelbar,  dass  dieses  stets  conver- 
girende  Integral  für  alle  Werthe  von  x  der  durch  das  Product  definirten 
Function  r{x)  gleich  sein  wird. 

Aus  diesem  allgemein  gültigen  Integrale  lassen  sich  dann  durch  Aen- 
dernngen  des  Integrationsweges  mit  Leichtigkeit  die  bisher  bekannten 
mannigfachen  Formen  des  Integrales  r(x)  oder  des  Quotienten  1 :  r{x) 
erhalten. 

Was  das  Eu  1er 'sehe  Integral  erster  Gattung,  die  von  Binet  mit 
B(p,g)  bezeichnete  Function  betrifft,  so  habe  ich  darauf  verzichtet,  für 
diese  Function  zweier  Variabelen  ein  stets  gültiges  einfaches  Integral  auf- 
stellen zu  können.  So  lange  indess  p  einen  positiven  reellen  Theil  hat, 
lässt  sich  ein  Integral  für  B{p^  q)  angeben,  das  für  jeden  Werth  von  q 
seine  Bedeutung  beibehält;  ebenso  giebt  es,  wenn  ( — p  —  q)  einen  positi- 
tiven  reellen  Theil  hat,  ein  Integral,  das  für  alle  entsprechenden  Werthe 
von  p  und  q  seinen  Sinn  nicht  verliert.  Dieses  Integral  liefert  durch  Spe* 
cialisirung  der  drei  willkührlichen  Constanten,  welche  dasselbe  enthält,  und 
verschiedene  Annahmen  des  Integrationsweges  mit  Leichtigkeit  die  ver- 
schiedenen Formeln ,  in  die  von  den  Analysten  häufig  durch  einen  grossen 
Aufwand  von  Rechnung  und  besondere  Kunstgriffe  das  Euler'sche  Inte- 
gral transformirt  worden  ist. 

Es  konnte  natürlich  nicht  meine  Aufgabe  sein,  alle  Integrale,  durch 
welche  r(a:),  B{p^  y),  oder  die  reciproken  Werthe  derselben  dargestellt 
worden  sind ,  zu  entwickeln  und  ich  habe  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die- 
jenigen beschränkt,  die  entweder  ihrer  Eleganz  oder  sonstiger  Eigenthüm- 
lichkeiten  wegen  von  besonderem  Interesse  zu  sein  schienen.  Ebenso- 
wenig habe  ich  neue  Transformationen  der  Eul  er 'sehen  Integrale  unter- 
nommen, da  es  ohnehin  scheint,  als  ob  bei  Anwendungen  die  allgemeinen 
Formeln  in  den  meisten  Fällen  die  zweckmässigsten  sein  werden.  Denn 
es  rechtfertigt  sich  der  bisherige  Gebrauch  der  verschiedenen  Formeln 
allein  dadurch,  dass  die  transformirten  Integrale  für  verschiedene  Gebiete 
des  Argumentes  gültig  sind ,  also  je  nach  den  Bedürfnissen  das  eine  oder 
andere  Integral  angewandt  werden  musste. 


§3. 

Darstellung  von  r(x)  durch  ein  bestimmtes  Integral  und 
Transformationen  desselben. 

Um  r{x)  durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen,  wird  es,  da  r(x) 
für  alle  negativen  ganzen  Zahlen  unendlich  gros»  wird,  zweckmässig  sein, 
1  :  r{x)  oder  1  :  r( — ar)  durch  ein  Integral  auszudrücken,  welches  stets 
endlich,  stetig  und  monodrom  bleiben  muss.  Um  nun  auf  die  Differenzen- 
gleichung 


Von  Dr.  Hermann  Hankel. 


^^*^^^i^h^l^«^l^«^^^N^k^^^ 


+         " 


r(-x)  '  r{i-x) 

das  geniale  Verfahren  Laplace^s  anzuwenden,  nach  welchem  das  Integral 
einer  solchen  Gleichung    j  i^udi  gesetzt  nnd  u  als  Function  von  i  bestimmt 

wird,  muss  man  bedenken,  dass  i*  im  Allgemeinen  eine  mehrwerthige  Fun- 
ction von  t  ist  und  also,  um  die  Untersuchung  in  genügend  allgemeiner  Weise 
zu  führen ,  die  Ebene  in  einer  von  ^  =  0  bis  ^  =  oo  gezogenen  Linie  zu 
durchschneiden  ist.  Ich  wähle  zu  diesem  Zwecke  die  Axe  der  reellen  po- 
sitiven i  und  bestimme  log{—i)  in  ( — i)*=5g *%(-')  reell  für  negative 
reelle  U     ( Vergl.  S.  3  am  Ende.)    Setzt  man  dann : 

i=F^=/'-"-"" 

SO  erhält  man  mittelst  obiger  Gleichung : 


> 


Tim 

und,  wenn  ( —  i)*  =  w,  also  x{ —  t)*^^  =  —  —  gesetzt  wird : 

Diese  Gleichung  verwandelt  sich  nun  durch  theilweise  Integration  in 

und    wird ,     indem     man    w    als    willkürliche    Grösse    ansieht ,     erfüllt, 

wenn  für  beide  Grenzen  des  Integrales  u  verschwindet  und  --  +  «  =  0,  d. 

öt 

h.  u  =  ce^^  ist.     Es  wird  aber  im  Allgemeinen  u  =^ce~'  nur  für  /  =  +  oo 

verschwinden  und  man  darf  deshalb 

-^dt 


cH^iye-^ 


setzen,  wo  von  f  =  +  oo  oberhalb  der  Abscissenaxe  in  einer  Curve,  welche 
die  positive  Achse  nicht  schneidet,  bis  ^=s  +  oo  unterhalb  der  Abscissen- 
axe zu  integriren  ist.  Um  die  Constante  c  zu  bestimmen,  kann  man 
x=  —  1  nehmen;  dann  wird  die  linke  Seite  der  Einheit  gleich  und  da  in 
diesem  Falle  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  monodrom  ist,  das 
Integral  von  I  =  +  QO  um  ( =s  0 ,  herum  nach  /  =  -f-  oo  zurück ,  gleich 
dem  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  ( =  0  genommenen  Integrale. 
Letzteres  ist  aber  = — 2ni  und  man  hat  daher  die  Gleichung  1  =  -r-  c •  2  xs t, 
also: 


■>  -rF3=/(-')--«-""- 


+  00 


8  Die  Ettler'schen  Integrale  bei  unbeschr.  Variabilität  d.  Argamentes. 

Dieser  Integralansdruck  genügt  nun  ausser  der  Function algleicbnng 
r(a:  +  \)  =  xr(x)  und  r(l)  =  1  auch  allen  anderen  Bedingungen.  Er 
ist  eine  stetige,  endliche ,  monodrome  Function  von  x ,  die  nur  verschwin- 
det, wenn  die  Integrationscurve  die  Tollständige  Begrenzung  eines  Theiles 
der  Ebene  bildet,  in  welchem  die  Function  endlich  bleibt.  Das  ist  aber 
nur  der  Fall,  wenn  x  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  in  welchem  Falle 
1  :r( — x)  verschwinden  soll.  Ist  überhaupt  der  reelle  Theil  von  a:>^  —  1, 
so  darf  man ,  ohne  dass  das  Integral  unendliche  Elemente  erhält ,  den  In- 
tegrationsweg unendlich  dicht  an  der  reellen  Axe  entlang  führen  und  zwar 
oberhalb  derselben  von  ^  =  -|-  oo  bis  /  =  0  und  unterhalb  von  ^  =  0  bis 
t=rz  -{-  CO»     Dann  erhält  man  durch  Zerlegung  des  Integrationsweges : 

0  0  0 

oder*) 

2)  r(x  +  l)=Jr'e-^dr,  «  >  -  1, 

0 
wobei  logr  in  r*=e*'^''  reell  zu  nehmen  ist.  Man  sieht  daher,  dass  die  in 
Gleichung  1)  definirte  Function  r{x)  für  a:  > —  1  auf  die  Legen dre 'sehe 
zurückführt.  Es  wird  daher  jene  in  1)  definirte  Function  r{x)  mit  der 
durch  das  unendliche  Product  bestimmten,  fär  alle  complexen  Werthe  des 
Argumentes  gleichbedeutend  sein. 

Man  kann  von  dieser  letzteren  für  o;  >>  —  1  gelteiiden  Gleichung  aus 
auch  rückwärts  zu  dem  obigen  Integralausdrucke  1)  gelangen ,  indem  man 
die  vorstehenden  Schlüsse  in  umgekehrter  Ordnung  auf  einander  folgen 
lässt.  Von  einer  anderen  Form  der  letzten  Gleichung  ausgehend,  ist  auf 
diese  Weise  mein  hochverehrter  Lehrer  Hr.  Scheibner  schon  vor  länge- 
rer Zeit  zu  einem  stets  convergirenden  Integrale  für  r{x)  gelangt. 

Führt  man  in  l)  a^  statt  t  als  Integrationsvariabele  ein,  wo  a  eine 
reelle  positive  Zahl  bezeichnet,  so  hat  man : 

3)  ^^_o-e-'^'  =  -^.T^^,  ->o. 

wobei  loga  in  a*+^  =  e^«+i)'<v«»  reell  zu  nehmen  ist. 

Die  Bedingung,  dass  a  reell  und  positiv,  kann  leicht  dahin  erweitert 
werden,  dass  der  reelle  Theil  von  a  positiv  sein  muss.  Betrachtet  man 
nämlich  beide  Seiten  der  vorstehenden  Gleichung  als  Functionen  von  a, 
so  sieht  .man  zunächst,  dass  das  Integral  im  Allgemeinen  endlich  und  stetig 


*)  Ich  bemerke,  dass  sich  im  Folgenden,  wenn  nicht  das  Gegentheil  bemerkt  ist, 
das  Zeichen  ^  stets  nur  auf  die  reellen  Theile  der  vorkommenden  Grössen  besiehen 
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bleiben  wird,  so  lange  nnr  der  reelle  Theil  von  a  positiv  ist;  nnter  dieser 
Bedingung  wird  auch  die  rechte  Seite  eine  stetige ,  monodrome  Fonction 
Ton  a  sein,  nnd,  da  die  beiden  Seiten  der  Formel  3)  für  reelle  positive  a 
als  einander  gleich  nachgewiesen  sind ,  so  folgt  ihre  Gleichheit  für  com* 
plexe  a  mit  positivem  reellen  Theile ,  also  allgemein  für  a  ^  0  aus  den 
Bemerkungen  auf  S.  2. 

Es  folgt  aber  weiter,  dass  sich,  wenn  der  reelle  Theil  von  o;  <^  0,  also 
(—  /)'  für  unendliche  /  verschwindet,  beide  Seiten  auch  noch  stetig  ändern, 
wenn  man  den  positiven  reellen  Theil  von  a  unendlich  klein  werden  Iftsst, 
da  in  diesem  Falle  die  Exponentialgrösse  e^'^  für  unendliche  reelle  t  nur 
endliche  Werthe  annehmen  kann.  Die  Gleichung  3)  bleibt  also  unter  der 
Voraussetzung  x<,0  auch  noch  gültig,  wenn  der  positive  reelle  Theil  von 
a  verschwindet. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  es  nun  leicht,  die  verschiedenen  Inte- 
grale für  r{x)  und  1 :  r(a:)  darzustellen,  die  bisher  auf  die  verschiedensten 
Weisen  abgeleitet  worden  sind. 

Ich  habe  schon  bemerkt ,  dass  sobald  x  >  —  1 ,  der  Integrationsweg 
unendlich  dicht  an  die  reelle  Aze  herangerückt  werden  darf.  Lässt  man 
dies  in  3)  geschehen  und  vertauscht  x  mit  {x  —  1) ,  so  erh&lt  man  die 
Gleichung : 


4)  (^^.e-'rär==m,    ->« 

^  J  o*        a>0 


wo  Jogr  und  Joga  in  r*-*  =  e(«->)«v  und  a*  =  «^«y«  für  reelle  positive  r 
und  a  reell  zu  nehmen  sind.  Setzt  man  in  4)  a  =  a+  ßi=:  f^e^^y  so  fin- 
det man  durch  Zerlegung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil  die  von 
Euler  gegebenen  Formeln: 

y^  r(x)  \ 

r»-^e-^''cotßrdrz=z-^co8(xip)  j 

0  ^  [ ^^^ 

y^  r(x'\  [  «>ö. 

r*-^e'^^8mßrdr  =  ^^sin{xip)    \ 
0  9  ) 

Ee  ist  nach  den  vorstehenden  Bemerkungen  erlaubt,  so  lange  o;  ^  0  in 
3)  tt  unendlich  abnehmen  zu  lassen;  die  Integration  durch  Null  hindurch 
ist  aber  nur  erlaubt,  sobald  .r  >  —  1.  Man  hat  also,  wenn  wieder  x  mit 
(a:  —  1)  vertauscht  wird  für  a  =  /}i : 

7)  yi— ie-^'rfr=^«-ft,     +1>«>0 

0 
and  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären : 
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l>a:>0, 


8)  ß'-^cosßrdr=^cos(x^') 
0 

9)  fr'-ismßrdr  =  ^sin(xj\ 


wobei  ß  als  positive  reelle  Grösse  angesehen  werden  soll. 

Diese  letzteren  Oleichangen  kann  man  auf  eine  nicht  uninteressante 
Weise  durch  Aendemng  des  Integration sweges  auch  direct  ans  3)  ableiten. 

Wird  in  3)  «>—  1  angenommen,  so  ist,  wie  schon  bemerkt,  die  In- 
tegration durch  Nnll  hindurch  erlaubt*  Ausserdem  aber  bleibt,  so  lange 
ar<0  und  a  reell  >0  ist,  ( —  t)*e-^*  auch  endlich  für  unendlich  wachsende  t 
mit  Ausnahme  von  ^= —  QO.  Man  darf  also  unter  der  Bedingung  O^or  >• —  I 
als  Integrationsweg  die  imaginäre  Axe  von  /  =  +  oo  i  durch  Null  hindurch 
nach  <  =  —  00  i  wählen.     Dann  wird  für  /  =  r  i  von  t  =  +  oo  i  bis  /  =  0 

n 


logi  —  i)^=log{—re  2  ),=:logr —--^i, 


also 


(— 0'  =  '^^"' 2-** 


zu  setzen  sein ;  für  <  =  —  ri  von  <  =  0  bis  ^  =  —  oo  i 

und  daher 

#  n 

gesetzt  werden  müssen  und  somit  nach  3) 


Q>x>  —  1 


u 

Man  kann  nun  der  Gleichung  3)  noch  eine  andere  zur  Seite  stellen : 
Es  ist  nämlich  klar,  dass  (—/)'«+*',  wo  a  reell  und  >0,  für  alle  unendlichen 
Werthe  von  /  mit  Ausnahme  von  /=  -^  oo  unendlich  klein  wird,  sobald  a:<C  0, 
dass  also  das  Integral 

—  OD 

wenn  es  zwischen  zwei  von  /  =  -f-  oo  verschiedenen  unendlichen  Punkten 
auf  einer  die  reelle  positive  Axe  nicht  schneidenden  Curve  genommen  wird, 
weil  in  diesem  Falle  die  Integrationscurve  ein  Ebenenstück  begrenzt, 
innerhalb  dessen  die  Function  stetig  und  endlich  ist.  Setzt  man  x^  —  I 
voraus ,  so  darf  man ,  wie  oben ,  durch  die  imaginäre  Axe  integriren  und 
erhält: 
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addirt  und  subtrahirt  man  10)  und  12),  so  erhält  man  die  beiden  vonEuler 
gegebenen  Integrale  8)  und  9). 

Vertauscht  man  in  3)  und  11),  x  mit  ( —  a;),  so  erhält  man  : 


nx)  I 

a  >0. 


Es  wird  nun,  sobald  ^>0  und  a  reell  ist,  in  beiden  Integralen  erlaubt 
sein,  als  Integrationsweg  eine  mit  der  imaginären  Axe  parallele  auf  ihrer  ne- 
gativen Seite  liegende  Gerade  zu  wählen.  Setzen  wir  daher  /  =  —  Ar  +  ^t» 
wo  k  eine  Im  Allgemeinen  complexe  Zahl  mit  positivem  reellen  Theile  be- 
deutet, so  erhält  man : 

k>0 


Legendrehat  diese  Integrale,  deren  erstes  für  a=l  schon  Laplace 
entwickelt  hat,  auf  eine  interessante  Weise  transformirt.  Integrirt  man 
nämlich  in  13)  und  14)  auf  einer  geraden  Linie  von  /  =  —  1  +  oo  t  bis 
i=.  —  1  —  00 1,  so  darf  man  fUr  den  Theil  des  Integrationsweges,  der  ober- 
halb —  1  liegt 


und 


^  COSfp 


^       ^         \co8g>/ 


von  9  =  -—  bis  9>  =  0;  für  den  anderen  Theil 

i=z  —  l—Uan(p  = e^^ 

cosq> 


und 

von  q>=0  bis  9==  —  setzen,  wo  log  cos  <p  in 


'^      '        \co*(p/ 
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(———I      ■— «  ^—xiOffC0StP 
COSfp/ 

als  Logarithmus  einer  positiven  Zahl  immer  reell  zu  nehmen  ist.    Man  er- 
hält auf  diese  Weise  die  beiden  Integrale : 
n 

K 


17)     /     co8*~'^fpcos{citan(p — x(p)dfp^=!> 


-a'-^tf-* 


rix) 

a>0 


18)     /     co**""*9pco«(a/ön9  +  a:qp)dg>=0 


0 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  das  Legen dre'sche;  addirt  oder  sub- 
trahirt  man  beide,  so  erhält  man  die  höchst  eleganten  Formeln : 

'    a:>0 


20)     1     cos  *"'  (p  sin  (« tan  <p)  sin  (xfp)dfp=  « *"*  ^"■* 


<i>0 


0 

Es  ist  hiemit  eine  Reihe  von  Transformationen  des  Euler*schen  In- 
tegrales zweiter  Gattung  auf  einem  so  einfachen  und  natürlichen  Wege 
entwickelt,  dass  die  ausserordentliche  Fru<!htbarkeit  dieser  Methode  wohl 
keinem  Zweifel  unterliegen  kann. 

§3. 

Die  ^allgemeine  Form  des  Euler'schen  Integrales  erster 

Grattung. 

Das  Eni  er 'sehe  Integral  erster  Gattung,  eine  Function  zweier  Varia- 
belen,  kann,  wie  schon  Euler  bemerkt  hat,  durch  ein  Product  von  Inte- 
gralen zweiter  Gattung  dargestellt  werden : 

d(l-r)M.=  :^:(^ 

0 

Sind  p  oder  y<  —  1,  so  hört  das  Integral  in  dieser  Form  auf  zu 

convergiren,  während   die  Gammafunctionen  auf  der  anderen  Seite  ihre 

volle  Bedeutung  beibehalten.     Es  lässt  sich  indessen  das  Integral  so  trans- 

formiren,  dass  es  auch  für  den  Fall  p  <  —  1  seinen  Sinn  beibehält. 

Die  Function 

(_y)P(l_y)f 

bat  die  Verzweigungspunkte  y  =  0,  1,  oo ;  verbindet  man  dieselbe  durch 
eine  zusammenhängende,  keine  Knoten  bildende  Curve,  etwa  die  reelle 
Axc  von  y  =  0  über  y  =  +  1  nach  y  =s  oo,  und  denkt  man  sich  die  Ebene 


/" 
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in  dieser  zerschnitten,  bestimmt  ferner  in  der  früber  angegebenen  Weise 
log{  —  y)  in  ( — ^)i»  =  «P'^<-y>,  so  dass  dieser  Logarithmus  für  negative 
reelle  y  reell  wird,  und  integrirt  von  ^  =  +  1  oberhalb  der  Schnittcnrre 
am  3f  =  0  hemm  nach  y  r=  +  1  unterhalb  derselben,  so  hat  man: 
+  1  1 

J{—  yy  (l  -  y)'  (fy  =  +  ^^SinP nJrP (1  —r)9  dr, 


also: 


+  1 
-hl 


ß 


Das  Integral  in  dieser  Gestalt  behält  nun  seinen  Sinn  für  alle  Werthe  von 
p,  nnr  wird  man,  sobald  p<  —  1  ist,  nicht  an  der  Abctssenaxe  entlang, 
sondern  in  einer  beliebigen  Curve  um  y  =  0  herum  zu  integriren  haben. 
Hingegen  kann  die  Limitation  q'^  —  1  hiebei  auf  keine  Welse  aufgehoben 
werden. 

Man  kann  dies  Integral  in  eine  formell  allgemeinere  Gestalt  bringen, 
wenn  man  an  Stelle  von  y  einen  Ausdruck  ersten  Grades  einer  neuen  Va- 
riabelen  x  setzt,  der  so  beschaffen  ist,  dass  er  für  y  =  0,  +1,  oo  der 
Reihe  nach  die  Werthe  x  =  a,  b,  c  annimmt,  wo  a,  6,  c  beliebige  complexe 
Constanten  sind.     Dadurch  bestimmt  sich  dieser  Ausdruck : 

b  —  c  X — a 

b  —  a  X — c 
nnd  transformirt  man  das  obige  Integral  durch  Einführung  von  op,  so  er- 
hält man: 

~b 

Es  erscheint  nicht  ohne  Interesse,  dieses  Integral  einer  Betrachtung 
zn  unterziehen ,  die  den  Werth  desselben  bis  auf  eine  Function  <p  (p)  be- 
stimmt,  welche  den  auf  S.  5  angegebenen  Bedingungen  genügt,  und  die 
daher  ohne  Betrachtung  des  asymptotischen  Werthes  des  Integrales  nicht 
weiter  bestimmt  werden  kann. 

Die  Function 

{x  —  ay  (ar  -  b^  {x — c)-T-9-^ 
in  der  a,  d,  c,  p,  q  beliebige  complese  Constanten  bedeuten ,  hat  die  drei 
Yerzweigungspunkte  a,  6,  c;  sie  wird  fhr  unendlich  grosse  Werthe  von  x 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung  und  ftndert  ihren  Werth  nicht  beim  Um- 
laufe um  den  Unendlichkeitspunkt  o:  s=:  oo.  Ebenso  wird  die  Function  nach 
einem  Umlaufe  um  alle  drei  Yerzweigungspunkte,  da  die  Summe  der  Ex- 


ß 
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ponenten  eine  ganze  Zahl  beträgt,  denselben  Wertb  wieder  annehmen,  nach 
dem  Umlaufe  um  einen  oder  zwei  dieser  Verzweigungspunkte  aber  einen  Fa- 
ctor erhalten,  der  so  lange  p,  q  oder  ( — p — q)  nicht  ganze  Zahlen  sind,  von 
der  Einheit  verschieden  ist.  Es  wird  also,  um  {x — a)v{x — b)^{x — c)"''~»~^ 
in  der  Ebene  monodrom  zu  machen,  gentigen,  die  drei  Verzweig- 
ungspunkte a,  6,  c  durch  .eine  sich  selbst  nicht  schneidende  und  nicht 
geschlossene  Curve  zu  verbinden  und  sich  in  dieser  die  Ebene  zerschnitten 
zu  denken.  Wir  wollen  dabei  die  Vereinbarung  treffen,  dass  a  und  c  stets 
die  Endpunkte  dieser  Curve  sein  sollen,  so  dass  a,  6,  c  auf  der  Curve  nach- 
einander folgen.  Dann  wird  es  möglich  sein,  die  Function  so  zu  bestimmen, 
dass  sie  ausserhalb  dieser  Curve  stets  monodrom,  endlich  und  stetig  ist. 

Das  Integral  dieser  Function  über  irgend  eine  geschlossene  Curve,  die 
innerhalb  des  unzerschnittenen  Theiles  der  Ebene  liegt,  also  die  Verbin- 
dungslinie von  a,  by  c  nicht  schneidet,  wird  stets  gleich  Null  sein.  Denn  eine 
solche  Curve  zerschneidet  die  Ebene,  die  nach  den  Bemerkungen  auf  S.  1 
als  eine  geschlossene  Fläche  angesehen  werden  soll ,  in  zwei  Theile.  In 
einem  dieser  Theile  werden  die  Verzweigungspunkte  enthalten  sein;  in  dem 
anderen  wird  die  Function  überall  —  mag  in  ihm  der  Unendlichkeitspunkt 
eingeschlossen  sein  oder  nicht  —  stetig,  endlich  und  monodrom  sein;  das 
Integral  über  die  Curve ^  als  Begrenzung  dieses  Theiles  betrachtet,  wird 
daher  stets  verschwinden  müssen. 

Wird  nun  im  Folgenden  stets  angenommen,  dass  q  einen  reellen  Theil 
hat,  der  grösser  als  — 1  ist,  so  darf  man  das  Integral,  ohne  dass  es  seinen 
Sinn  verliert  oder  unendlich  wird,  bis  zu  dem  Verzweigungspunkte  h  selbst 
fortsetzen.     Das  Integral 

b 
'  {x  —  a)v  {x  —  6)ff  {x  —  c)-i»-J-2 ^a-  ^ 

ausgedehnt  über  eine  Curve ,  die  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes  in  b  be- 
ginnt, in  einer  beliebigen  Weise  um  a  herum  geht  und  auf  der  anderen 
Seite  des  Schnittes  wiederum  in  b  endigt,  wird  nach  dem  eben  Bemerkten 
dem  Integrale  gleich  werden-,  das  über  eine  in  demselben  Funkte  b  be- 
ginnende, um  c  in  ähnlicher  Weise  herumgehende  und  auf  der  anderen 
Seite  wieder  in  b  endigende  Curve  ausgedehnt  ist. 

Sind  a,  6,  c  bestimmte,  von  einander  verschiedene  Grössen,  so  können 
diese  beiden  einander  gleichen  Integrale,  so  lange  ^>  —  1,  für  keinen 
Werth  von  p  unendlich  oder  unstetig  werden,  da  sie  über  eine  endliche 
Curve  ausgedehnt  sind ,  auf  der  die  zu  integrirende  Function  niemals  un* 
endlich  oder  unstetig  wird;  wohl  aber  giebt  es  Werthe  von  j9,  für  welche 
diese  Integrale  verschwinden.  Diese  Werthe  müssen  so  beschaffen  sein, 
dass  für  dieselben  einer  der  Punkte  a,  c  aufhört,  ein  Verzweigunspunkt  zu 
sein.     Dies  ist  aber  nur  möglich,  sobald  p  oder  (p  +  9  +  2)  positive  oder 
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negatiTe  ganze  Zahlen  sind.  Ist  nämlich  p  eine  ganze  Zahl»  so  ist  a;=sa 
kein  Verzweigangswerth  und  das  Integral  von  b  um  a  herum  nach  b  zurück 
ist  üher  eine  Curve  ausgedehnt,  welche  die  vollständige  Begrenzung  eines 
f  läehenstückes  bildet,  innerhalb  dessen  die  Function  monodrom  bleibt. 
Wenn  nun  p  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  so  ist  dieses  Integral  gleich  dem 
Integral  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  den  Punkt  xt=  a  herum, 
in  dem  die  Function  unendlich  gross  wird,  hat  also  einen  endlichen  Werth ; 
ist  aber  p  eine  ganze  positive  Zahl  (die  Null  mit  eingeschlossen),  so  ist  die 
Fnnction  innerhalb  des  von  der  Integrationscurve  eingeschlossenen  Ge- 
bietes überall  monodrom,  endlich  und  stetig;  das  Integral  wird  also  in  die* 
sem  Falle  verschwinden. 

Dasselbe  Integral  von  b  um  a  herum  nach  b  zurück,  kann  aber  ausser* 
dem  noch  in  einem  anderen  Falle  verschwinden.  Die  Integrationscurve 
zerschneidet  nämlich  die  Ebene  in  zwei  Theile ,  in  deren  einem  sich  der 
Punkt  a;  =  a,  in  deren  anderem  sich  der  Punkt  x^=c  befindet.  Es  wird 
daher  das  Integral  auch  verschwinden,  wenn  (p  +  9  +  2)  eine  ganze  ne- 
gative Zahl  ist,  in  welchem  Falle  die  Integrationscurve  die  vollständige 
(äussere)  Begrenzung  eines  Flächenstückes  bildet,  innerhalb  dessen  die 
Function  überall  monodrom,  endlich  und  stetig  ist. 

Ebenso  zeigt  sich,  dass  das  Integral  von  b  um  c  herum,  das  dem  um  a 
genommenen  Integrale  gleich  ist,  ebenfalls  nur  verschwinden  kann,  sobald 
p  eine  positive  ganze  oder  (p  +  ^  +  2)  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  in 
beiden  Fällen  die  Null  eingerechnet. 

Das  betrachtete  Integral  wird  daher,  sobald  a,  6,  c  constante,  von  ein- 
ander verschiedene  Werthe  sind,  für  alle  ganzzahligen  positiven  Werthe 
▼on  p  und  ( —  p  —  q  —  2)  unendlich  klein  werden ,  sonst  aber  stetig  und 
and  von  Null  und  Unendlich  verschieden  bleiben. 

Nachdem  die  Wurzelwerthe  des  Integrales,  als  Function  von  p  be- 
trachtet, gefunden  sind,  ist  es  nöthig,  das  Integral  in  Bezug  auf  seine  Ab- 
hängigkeit von  a,  c  einer  Prüfung  zu  unterziehen.  Nehmen  wir  zu  diesem 
Zwecke  an ,  a  nähere  sich  unendlich  dem  Verzweignngswerthe  b ,  so  wird 
sich  das  Integral  unendlich  dem  von  b  um  c  genommenen  Integrale 

ö  b 

nähern;  das  letztere  Integral  ist,  unbestimmt  genommen: 

b  —  c  p  +  q  +  iyx  —  c) 
und  es  ist  nun   die  Differenz  dieses  Ausdruckes  für  x^=^b  oberhalb  der 
Schnittcurve  und  unterhalb  letzterer  zu  bilden.   Beide  Werthe  werden  sich 
nur  durch  einen  Exponentialfactor  unterscheiden  und  es  wird  daher  diese 
Differenz  unendlich  wie  {x — i*)P+5+*  für  x  =  &,  und  zwar  unendlich  klein 


). 


ß 
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oder  anendlich  gross,  je  nachdem  (p  +  9  +  l)  ^  0  oder  ^  0  ist,  Das  In- 
tegral wird  daher,  mit  (a  —  6)-J^«-i  mnltiplicirt,  für  a  =  d  von  Null  und 
Unendlich  verschieden  bleiben.  Wenn  man  c  unendlich  dicht  an  b  heran 
rücken  läset,  so  findet  man  durch  ein  Ähnliches  Verfahren ,  dass  das  Inte* 
gral  unendlich  wird,  wie  {x  —  ft)-^-^  für  a:  =ss  6 ,  so  dass  also  das  Integral, 
mit  (6  —  c>P+*  mnltiplicirt,  von  Null  und  Unendlich  verschieden  bleibt. 
LKsst  man  a  unendlich  nahe  an  c  heranrücken,  indem  man  die  beiden  End- 
punkte der  Schnittcurve  einander  unendlich  nähert,  ohne  die  Curve 
selbst  unendlich  klein  werden  zu  lassen,  so  wird  sich  die  Function 
{x  —  ay{x  —  by(x — c)"''~<^*  einer  von  p  unabhängigen  Function  be- 
liebig annähern;  die  Ordnung,  in  der  das  Integral  für  as=c  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  wird,  ist  daher  von  p  unabhängig  und  wird  durch 
Specialisirung  des  Werthes  von  p  unten  erhalten  werden. 

Man  siebt  hieraus,  dass,  wenn  Q  eine  nur  von  ^,  a,  c  abhängige  Fun- 
ction bezeichnet: 
b 

\x-'a)P{x—b)9{x-'C)-i^-f-^dx,  ^>— 1 

ö 

=  ö(fl — fc)P+H-i  (6  —  c)-f-^  F(p) 

gesetzt  werden  kann,  wo  F{p)  eine  Function  von  p  bezeichnet,  welche  für 

alle  ganzzahligen  positiven  Werthe  von  p  und  ( — p  —  q  —  2)  unendlich 

klein  wird,  sonst  aber  fiberall  stetig,  von  Null  und  Unendlich  verschieden 

ist.     Diese  Bedingungen  werden  offenbar  erfüllt,  wenn 

^^^~r{'-p)r{p+q+2)  . 

gesetzt  wird,  wo  nun  (p{p)  eine  monodrome,  stetige,  überall  im  Endlichen 
von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  bezeichnet,  von  der  ausser- 
dem leicht  nachgewiesen  werden  kann,  dass  ipCp  +  l)^=  9>(p)-   ^^^  kann 

hienach : 

h 

f{x  —  a)P  {x  —  6)f  (x — cyp-^'^  dx 

b 

setzen,  wobei  man  von  Ezponentialfactoren  absieht,  die  von  der  willkühr- 
lichen  Bestimmung  der  vieldeutigen  Potenzen  abhängen. 

Um  nun  das  von  p  nicht  abhängige  Q  zu  bestimmen ,  kann  man  für  p 
einen  solchen  Werth  wählen,  dass  sich  das  Integral  direct  finden  lässt.  Ein 
solcher  ist  z.  B.  p  ss  —  l ;  dann  ist  a  kein  Verzweigungspunkt  mehr,  wohl 
aber  wird  in  ihm  die  Function  unendlich  und  man  hat: 


ß 


r- 


^ ^-> '       rfÄ=2«i(a  — 6)«(a— c)-r-i 


X  —  a 
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also  aus  der  vorstehenden  Gleichung 

Q=:z2ni.r{q  +  1)  .  {a  —  c)-«^^ 
so  dass  man  nun  in  folgender  GleichuDg  das  Resultat  aller  dieser  Betracht- 
ungen darstellen  kann : 
6 

C{x—ay{x—h)n{x'-cy^''^t^dx  ,  q>  —  l 

Die  Function  tp{p)  kann  nun  aber,  wie  schon  bemerkt,  direct  nicht  weiter 
bestimmt  werden. 

Das  von  mir  aufgestellte  Integral,  das  für  allep  gilt,  ist  wohl  die  all- 
gemeinste Form  des  Integrales  erster  Gattung,  und  man  kann  aus  demsel- 
ben leicht  alle  speciellen  Formen  ableiten,  die  entweder  die  von  Bin  et 
mit  ^(p,  q)  bes&eichnete  Function  oder  deren  reciproken  Werth  darstellen. 

Für  den  directen  Gebrauch  ist  es  zweckmässig,  anstatt  dieser  einzigen 
Gleichung  ein  Sjstem  von  A  Formeln ,  die  sich  aus  diesem  einen  Integrale 
durch  einfache  Vertausehungen  ergeben,  aufzustellen: 

1)  j \x—ay{x—b)9  {x—ey^-^dx  ,  q>  —  i 

b 

—  a)-F-«^«(a:— 6)f(x— c)i»rfx  ,  q>  —  \ 


.)  ^(. 


=  2wi(6--e)»+H-t(c_«)-f-i(tf_6)-^i.^ Ek^ ^ 

^         '  y         f        ^         '         n-^pyrip  +  q  +  i) 

b 


3,        ß 


b 


4)         ß^-a 


)-P--9-^(x—b)9(x—cytdx  ,  p>  — I 


b 


5)        J\x 


—  af{x — h)-v-^-^{x — c)tdx  ,— p— j_2>_i 


ZciUehrift  für  Malhematik  a.  PhTsik.  IX.  1.  2 
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b 

Es  ist  in  allen  diesen  Gleichungen  dieselbe  Zerschneidnng  von  a  über 
b  nach  c  vorausgesetzt  und  stets  von  b  um  a  oder  um  c  herum  nach  b  zu  in- 
tegriren.  Da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auch  für  unendliche 
Werthe  von  x  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  es  ohne  Weiteres  erlaubt,  diese 
Integration  auch  durch  den  Unendlichkeitspunkt  hindurch  gehen  zu  lassen. 


§4. 

Transformationen  des  Euler*8chen  Integrales  erster 

Gattung. 

Bleibt  man  bei  Gleichung  1)  des  $  3  stehen,  so  sieht  man,  dass,  wenn 
ausser  q>  —  1  auch  p>  —  1  vorausgesetzt  wird,  der  Integrationsweg  un- 
endlich dicht  an  der  a,  b  verbindenden  Schnittcurve  entlang  genommen 
werden  kann  und  man  findet  auf  die  schon  bei  dem  Integrale  zweiter  Gat- 
tung angewandte  Weise: 
b 
V{x — a)v  {x — by{x — c)-P-*-2  ax  P  >  -- 1 


a 
—  2 i sinp  %  j{x  —  ay  {x  —  6)«  {x  —  c)-P-«-* rfx 


und  somit: 


P>-1 


o 
1)  j{x  —  a)P{x—b)'i(x  —  c)-P-«-2rf.T 

^(,l,)-,-.(c-„)-,-i(a-6)H^»^(f.+  ')^(;  +  ^). 
^  ^  ^  1(^  +  5^  +  2) 

Setzt  man  hierin  a=:0,  6  =  1,  so  findet  man: 

1 

rxP{\-xY i_ r{p  +  i)r{q+i)      p>^i 

^        J{x  —  c)P-^^^  (l_c)l'+lcH-i       r{p  +  q  +  2)       '         q>-\ 

0 

In  dieser  von  Abel  auf  ganz  andere  Weise  entwickelten  Formel  ist  die 
Ebene  in  einer  a;=0,  1,  c  der  Reihe  nach  verbindenden  Curve  zu  zer- 
schneiden. Lässt  man  c  in  das  Unendliche  rticken,  so  wird,  indem  man 
beiderseits  mit  ci»+fl+*  multiplicirt,  die  gewöhnliche  Euler^sche  Gleichung 
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J     ^       ^  rijp+q+i)     '  q>-i 

erhalten,  wobei  der  Exponentialfactor,  den  man  der  rechten  Seite  aller  Vor- 
stehenden Gleichangen  hinzufügen  darf,  in  der  entsprechenden  Weise  be- 
atimmt  werden  mnss. 

Lässt  man  in  1)  b  in's  Unendliche  wachsen ,  so  erhält  man ,  nachdem 
beiderseits  mit  6«  diyidirt  ist: 

a 

Setzt  man  noch  specieller  a=0;  c=  —  1,  wo  nnn  die  Ebene  anf  der 
reellen  Axe  von  a:=0  bis  x=  +  oo  und  von  a:= — oo  bis  ar  =  —  1  zu 
zerschneiden  ist,  so  hat  man : 

^  J(l  +  x)P+H^^^-      np+q+2)      '    q>^l 

0 

eine  ebenfalls  von  Euler  herrührende  Formel« 

Benutzt  man  die  Formel  5)  des  S  3,  worin  — p  —  q>l  sein  soll  und 

lässt  in  ihr  b  in*s. Unendliche  wachsen,  so  hat  man: 

6)   ßx-a)Pix-c)idx==2:,iic-a)rH+i  ^=^^*^),_p_y>.i. 

Wenn  man  hierin  die  Integration  von  a:=+00f  bis  a?= — oot  auf  der 
imaginären  Axe  vornimmt,  indem  man  a>>0,  e<0  voraussetzt,  so  hat  man : 

p  +  q>l,  c<0,  a>0. 
In  dieser  interessanten,  von  Cauchy  gegebenen  Formel  ist,  wenn  a  und  c 
etwa  als  reell  vorausgesetzt  werden,  die  Ebene  von  x= — ai  bis  x= —  oot 
und  von  ar=:  -|-  oo  t  bis  x=  —  ci  in  nicht  verknoteten,  die  reelle  Axe  nicht 
treffenden  Linien  zu  zerschneiden. 

Ich  gebe  noch  die  Ableitung  einer  Transformation  des  Eul  er 'seien 
Integrales,  bei  welcher  die  Integrationsvariabele  keine  Curvenstrecke,  son- 
dern die  einer  solchen  entsprechende  Winkelgrösse  ist. 

Setzt  man  in  1)  des  S  3  a=s=0,  6  =  1,  so  ist  es  erlaubt,  die  Integration 
in  dieser  Gleichung  auf  einer  durch  den  Punkt  x  =  l  mit  der  imaginären 
Axe  parallel  gezogenen  unendlichen  Geraden  vorzunehmen.     Setzt  man 
dann  c  =  oo  und  vertauscht  p,  q  mit  — J9,  —  g,  so  erhält  man : 
/•  dx  jr(l— ^) 

®)  J(x-i)f(-x).=*'"r(^)jX2— p-:=^'    ^<'- 

Der  gedachte  Integrationsweg  von  a:=l  parallel  mit  der  imaginären  Axe 

2* 
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«  ■^>^v^w»v^^»^ 


bis  :c=  1  +  00 1  und  ebenso  von  or = 1  —  oo  i  bis  o:  =  1,  darf  dann  anch  hier 
noch  angewandt  werden ,  sobald  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
für  unendliche  x  endlich  bleibt,  also  wenn  p+^>0.  Die  Verzweigungs- 
punkte  sind  a:=0,  1,  oo  und  man  denke  sich  dann  die  Ebene  in  der  posi- 
tiven Axe  zerschnitten.  Setzt  man  nun  fUr  den  Theil  des  Integrations- 
weges von  ip  =  l  bis  x=l  +  ooi 

so  hat  man  von  9=0  bis  92=—  zu  integriren  und 

(— a:)P=^— YäPCv-«)!,  (x— l)«=<aiif9e"' 2*' 

zu  setzen.  In  dem  Integrale  von  a:=l  —  oot  bis  a:=  +  l  setze  man 
analog 

«  =  1  — itanw=z ^2«-4p)* 

COSfp 

integrire  also  von  9=-—  bis  9=0  und  setze: 

wobei  ftlr  cos^q>j  ian^ip  diejenigen  Potenzen  dieser  positiven  reellen  Grosse 
s&u  nehmen  sind,  die  für  reelle  p  und  q  reell  werden.  Setzt  man  diese  an- 
gegebenen Werthe  in  dem  obigen  Integrale  8)  ein,  so  erhält  man  leicht: 

ff 

9)    j  cos9-^q>coi9g,co8[{p  +  iq)i€—pq>]dq>=zn  ^/^^  Jg~^_^y 
0 

Unter  denselben  Bedingungen  kann  man  nun  dieser  Gleichung  eine 
andere  zur  Seite  stellen.  Zerschneidet  man  nttmlich  die  Ebene  von  x=+i 
über  a:=0  nach  d;== —  oo  in  der  reellen  Axe,  so  wird  das  Integral 

Bein,  wenn  es  von  x=  +  l  über  irgend  eine,  jene  Schnittcurve  nicht 
treffende;  nach  x=:l  zurückkehrende  Curve  ausgedehnt  wird,  unter  der 
obigen  Voraussetzung  p  +  ^^0  wird  man  hiefür  die  durch  a:=l  mit  der 
imaginären  Axe  parallel  gezogene  Gerade  substituiren  dürfen.  Dann  ist 
für  den  ersten  Theil  des  Weges  von  a:=l  bis  x=l  +  001 

für  den  zweiten  Theil  von  ar=  + 1 —  001  bis  a:=  +  1 


^-''^'H^J '''"''  (^-o'^'««'«» 
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und  man  findet  auf  dieselbe  Weise : 


0 
Hieraus  folgt : 

9 

Jz=cos\qn  I  co8^^^q>coi9q}COspq>d(p 
0 

z=^tin\qn  j  eosf-^fpcot^fpiinpfpdtp 

0 

und  nun  aus  der  Gleichung  9) : 

n  r{p+q  —  l) 

2    rip)r{q)  ' 

so  dass  man  die  beiden  von  Caucby  gegebenen  Formeln: 

«        r{p  +  q  —  l)^ 


11)         /  eotP^^<pcoi^q>cospq>dip' 


'2cosiqn    r{p)  r{q) 


3» 

12)     /oo,>-Vco/»ympy  tfy=,  J^^,  "^np^'m 


0 
erh&lt 


9<l 
P  +  i>0 


IL 

Die  Kegelsclinitte  und  die  höheren  Cnrven  als  Besnltate 
einer  Ortsbestimmnng. 

Von    F.    E.    ECKABDT, 

stad«  math.  in  Leipzig. 


1.  Es  ist  bekannt,  dass  das  Doppelschnittsyerh&ltniss  aller  über  den-* 
selben  vier  Punkten  eines  Kegelschnittes  stehenden  Büschel  gleich  ist. 
Durch  diesen  Satz  nun  und  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichheit  des 
Doppelschnittverhältnisses  eine  Relation  ersten  Grades  ist  zwischen  den 
Richtjungsconstanten  der  entsprechenden  Strahlen  beider  Büschel,  wird  man 
leicht  zu  folgender  Aufgabe  einer  Ortsbestimmung  geführt: 

Es  sind  zwei  feste  Punkte  x^yi  und  a;,y,  gegeben.  Jeder 
ist  der  Scheitel  eine»  Strahlenbüschel»  und  zwar  so,  dass 
irgend  einem  Strahl  des  ersten  Büschels  ein  Strahl  des  zwei- 
ten derart  entspricht,  dass  zwischen  der  Rieh tungsconstante 
m  des  ersten  und  der  m^  des  zweiten  Strahles  eine  Relation 
ersten  Grades: 

1)  Jmnii  +  Bm  +  Cm^  +  2>  =  0 

besteht.     Man  sucht  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der 
entsprechenden  Strahlen. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen 

y~yi—m{x—xx) 

dieser  Strahlen  die  Werthe 

y—Vi y—vt 

X  —  Xx  X  —  Xf 

folgert  und  in  1)  sttbstituirt,  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  des  Ortes, 
nämlich : 

^(y— yi)(y— yt)  +  ^(y— yi)(^-^t)+^(y-y,)(^— a:,) 

+  i>(a:  —  Xx)  {x  —  o:,)  =  0 
oder  entwickelt : 
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2)  Ay'  +  {B  +  C)xy+Dx'^y[A{y,+y,)  +  Bx,  +  Cx,] 

— a:  [^y,  +Cy^  +  D  (ar,  +  a:,)]  +  ^y,  y,  +  By^  ar,  +  Cy,  x^  +  j9d?i  a:,=0. 
Es  ist  dies,  wie  za  erwarten  war,  die  Gleichung  eines  durch  die  beiden 
festen  Punkte  gehenden  Kegelschnittes. 

Ehe  ich  dazu  übergehe,  aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  einige  specielle 
Fälle  abauleiten,  will  ich  mehrere  kleinere  Untersuchungen  vorausschicken, 
die  dabei  von  Nutzen  sein  werden. 

2.  In  dem  Folgenden  wollen  wir  die  beiden  festen  Punkte  stets  mit  A 
und  B  bezeichnen.  Wenn  sich  dann  der  veränderliche  Strahl  des  ersten 
Büschels  immer  mehr  der  Linie  A  B  nähert ,  so  nähert  sich  der  zugehörige 
Strahl  des  zweiten  Büschels  immer  mehr  der  Tangente  in  Bj  und  wenn  der 
erstere  mit  AB  zusammenfällt,  geht  der  letztere  in  die  Tangente  über. 
Diese  Bemerkung  giebt  uns  das  Mittel  an  die  Hand,  die  Gleichung  der 
in  A  oder  B  an  die  Curve  gelegten  Tangente  zu  finden. 

Es  ist  nämlich  die  Richtungsconstante  von  AB\ 

yi—yt 

m — . 

Xf         Xf 

Dieser  entspricht  als  Richtungsconstante  der  in  B  gelegten  Taugente: 

«  ^       D  +  Bm^      B{y,^y,)  +  D{x,--x,) 
C+Am  A(j/,^y,)  +  C{x,  —  x^)  ' 

woraus  die  Gleichung  dieser  Tangente  selbst  folgt: 

3a) 
(y-yt)['^(yt  — yt)  +  C(«,— ar,)]  +  (x  — a:,)[ff(yi-y,)  +  ^(«^i— ^t)]  =  0. 
Ebenso  wird  die  Tangente  in  A : 

3b) 
(y— y.)[^(yi— yt)+^(^i-^t)]+(^-a:0[C(y.-~y,)  +  ^(^i-^.)]=O. 

3.  Fällt  in  der  Gleichung  1) 

Amnii  +  Bm  +  Cm^  +  D=0 
m  =  mi  aus,  so  sind  die  beiden  einander  zugehörigen  Strahlen  parallel, 
schneiden  sich  also  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  des  Kegel- 
schnittes, oder  mit  anderen  Worten:  Ihre  Richtung  ist  die  Richtung  einer 
Asymptote.  Man  erhält  also  die  Richtungsconstanten  der  bei- 
den Asymptoten  des  Kegelschnittes  2),  indem  man  in  1)  m  =  mi 
substituirt.     Dies  giebt 

4)  Am*  +  {B  +  C)m  +  D=0 

und  somit  als  Gleichung  der  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zu 
den  Asymptoten  gezogenen  Parallellinien: 

^y«  +  (B-|-C)a:y  +  />a:«=0. 

Diese  Linien,  und  somit  auch  die  Asymptoten  selbst,  sind  reell  oder 
imaginär,  d.  h.  der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem 

{B  +  Cy^4AD^^.:r 
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entspricht  die  Parabel.  Die  beiden  dnreh  den  Anfang  gezogenen,  die 
Curve  im  Unendlichen  treffenden  Oeraden  fallen  dann  zusammen  und  bil- 
den einen  Durchmesser  der  Parabel. 

Für  ^=:0  ist  die  F-Axe,  für  2>=0  die  Z-Axe  einer  Asymptote 
parallel. 

4.  Werden  die  beiden  in  A  und  B  an  die  Curve  gelegten 
Tangenten  einander  parallel,  so  ist  JB  ein  Durchmesser  des 
Kegelschnittes.  Damit  also  AB  ein  Durchmesser  sei,  muss  man  haben: 

^  (yi  -yt)  +  C  {x^  — «,)      A  (y.  —yt)  +  B  (ar,  —  a:,)' 
Dies  giebt  entwickelt: 

(B^q[A{y,--y,y+{B+C)(y,-y,){x,-x,)  +  D((€,—x,y]  =  0 
und  somit  wird  die  gesuchte  Bedingung: 

5)  B  =  C. 

Wird  dieses  in  die  Gleichung  1)  eingeführt ,  so  erhält  diese  eine  in  Bezug 
auf  m  und  m|  symmetrische  Form,  n Amiich : 

Amnii  +  B{m  +mi)  +  D=0. 
Man  kann  hiernach ,  ohne  die  Curve  zu  ändern ,  die  beiden  Fundamental- 
punkte mit  einander  vertauschen.     Auf  diese  Bemerkung  hätte  man  übri- 
gens direct  durch  die  Eigenschaft  des  Durchmessers,  den  Kegelschnitt  zu 
halbiren,  geführt  werden  können. 

Es  ist  aber  AB  auch  ein  Durchmesser,  wenn 

^(yi— y.)'+(^+0(yi-y.)(^i-«t)+i>(^i-^t)*=o. 

Substituiren  wir  hierin 

yi— yf_^ 
^i — *i 

so  geht  diese  Bedingung  über  in 

Am*  +  {B  +  C)m+D=0 
die  in  Gleichung  4). 

Um  zu  erklären,  wie  wir  aufwiese  Gleichung  kommen,  bemerken  wir,  dass 
die  Richtung  der  Asymptoten  nur  von  den  Grössen  A,  B,  C,  2>,  nicht  aber  von 
oTi,  o:,,  ^1,  y,  abhängt.  Nehmen  wir  nun  AB  zn  einer  der  beiden  Asymptoten 
parallel,  so  würden  wir  verlangen ,  dass  eine  zu  einer  Asymptote  parallele 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  A ,  B  schneide.  Dies  kann  sie 
aber  im  Allgemeinen  nicht,  sie  kann  es  nur  dann,  wenn  die  Cnrve  in 
zwei  Gerade  zerfällt,  deren  eine  AB  ist.  Dadurch  wird  aber  AB  zum 
Durchmesser. 

Der  Durchmesser  wird  zu  einer  Axe  des  Kegelschnittes,  wenn 
er  mit  den  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  rechte  Winkel  bildet.  AB 
wird  also  zur  Axe,  wenn  man  ausser  Bi=zC  noch  hat 
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d.  i.         ^[(yi— yt)'-(a^i— ^f)*]=(^— ^)(yi— ytX^i— a:,), 

oder  wenn  man 

yir-yt 

=:  tu 

Beut: 

6)  Cm«— (^~2>)m  — C=0. 

IMese  Oleichwig  stellt  die  Riehtongsconstanten  zweier  senkrecht  anf  einan* 
der  stehenden  Geraden  dar,  wie  an  erwarten  war. 

5.  In  dem  Folgenden  sollen  die  Gleichungen  von  1)  bis  6)  aar  Ent- 
Wickelung  einiger  sich  aaf  Kegelschnitte  beaiehender  Bätae  benntat  wer- 
den. Soll  die  Gleichung  2)  die  Gleichung  eines  Kreises  darstellen,  so 
muss  der  CoefBcient  von  xy  yersch winden  und  der  von  x^  dem  von  ^  gleich 
sein.     Man  muss  also  haben : 

Die  Gleichung  1)  wird  in  diesem  speciellen  Falle  zu 

Amtni  +  Bm  —  Bm^  +  ^==0, 
oder 

m— iiii A 

l«4-i?im|  B' 

Dies  aber  ist  der  Ausdruck  des  bekannten  Satzes : 

Die  über  demselben  Bogen  eines  Kreises  stehenden  Peri- 
pheriewinkel sind  einander  gleich. 

Ist  ^  P  ein  Durchmesser  des  Kreises,  so  muss  der  Gleichung  &)  infolge 
Bs=sC  sein,  also  da  auch  die  Gleichung  7)  bestehen  muss : 

B=C—0. 
Die  Gleichung  1)  reducirt  sich  dann  zu 

mtiti  s=—  1, 
d.  h.  die   über  dem  Durchmesser   stehenden  Periphiewinkel 
eines  Kreises  sind  Rechte. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken ,  dass  die  Entwickelungen  dieses  S  recht- 
winkelige Coordinaten  voraussetzen,  während  alle  vorherigen,  mit  Ans» 
nähme  der  Gleichung  6)  auch  bei  schief  winkeligen  Coordinaten  ihre  Giltig» 
keit  behalten. 

0.  Soll,  rechtwinkelige  Coordinaten  vorausgesetzt,  die  Gleichung  2) 
eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellen,  so  muss 

sein.     Soll  ausserdem  ^j?  ein  Durchmesser  sein,  so  kommt  dazu  noch  die 
Bedingung 

B=C. 
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Damit  reduciii;  sich  die  Gleichung  1)  zu 

Amnii  +  Bm  +  Bmi  —  u^s=sO, 
oder: 

m  +  w,    ^A 
1  —  mi»!  '~B* 
hierin  ist  der  Satz  ausgedrückt : 

Verbindet  man  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einem  dritten  Punkt  der- 
selben, so  is  t  fü  ralleLagen  dieses  dritten  Punkt  es  dieSumme 
der  Winkel  constant,  welche  jene  zwei  Verbindungslinien 
mit  irgend  einer  Geraden  bilden. 

Sei  femer  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
Coordinatenaxen  parallel  sind,  so  muss  sein : 

^  =  i>  =  0.     (VgLS8.) 
Die  Gleichung  1)  wird  dann  zu 

Bm  +  Cm,  =  0, 
d.h. 

—  =  Const, 
m, 

Hierin  ist  der  Satz  enthalten : 

Verbindet  man  einen  Punkt  einer  Hyperbel  mit  zwei 
festen  Punkten  derselben  und  bildet  die  erste  Verbindungs- 
linie mit  den  Asymptoten  resp.  die  Winkel  «,/),  die  zweite  da- 
gegen die  Winkel  «,,  ft,  so  ist  der  Werth  -7-5-7-^  constant. 

Dieser  Satz  Iftsst  sich  übrigens  auch  darstellen  als  eine  Kelation  zwi- 
schen den  Abschnitten,  welche  jene  zwei  Verbindungslinien  auf  den  Asymp- 
toten bilden. 

Für  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird  der  eonstante  Quotient  einfacher 
^^tga.cota. 

Wenn  ausserdem,  eine  gleichseitige  Hyperbel  vorausgesetzt,  der  Punkt  B 
dem  Punkt  A  diametral  gegenüberliegen  soll,  so  muss  ausser 

noch 

B=z€ 
sein.     Dadurch  reducirt  sich  die  Gleichung  l)  zu 

m  +  m,  c=:  0 

M  =  —  llti  , 

d.  h.:  Verbindet  man  zwei  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einem  beliebigen 
dritten  Punkt,  so  bilden  die  Verbindungslinien  mit  jeder  der 
Asymptoten  gleiche  Winkel. 

Rückt  der  hier  beliebige  Punkt  nach  A^  so  wird  seine  Verbindungs- 
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iioie  mit  A  die  Tangente  in  A^  seine  Verbindungslinie  mit  B  dagegen 
der  Darcbmesser  von  A\  daher 

Die  Tangente  irgend  eines  Punktes  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  bildet  mit  den  Asymptoten  dieselben  Winkel,  wie 
sein  Durchmesser. 

Bleiben  wir  noch  bei  dem  allgemeinen  Fall  einer  Hyperbel  stehen, 
deren  Asymptoten  den  Axen  parallel  sind  und  bestimmen  die  Oleichungen 
der  in  A  und  B  an  die  Curve  gelegten  Tangenten,  so  erhalten  wir  nach 
Gleichung  3) : 

IxkA'.By  («,  —  arO  +  Cx  (y,  — y,)  =  By^  {x^  —  a:,)  +  Cx,  (y,  — y,). 
In  Bi  Cy{x^ — JC,)  +  J?a;(y,— yi)  =  (7y,(a:,  — ar,)  +  Bx^iiy^—yt). 
Daraus  folgen  die  Richtungsconstanten  dieser  beiden  Tangenten 

B     Xi  — apg  C    X|  — Xf 

ihr  Product  also  (^^~^^^ \  d.  h. 


\x^ — x^ 


Die  Richtnngsconstante  einer  Hyperbelsehne  ist  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zu  den  Richtungs- 
constanten der  in  ihren  Endpunkten  gelegten  Tangenten. 

7.  Für  die  n&chsten  Untersuchungen  wollen  wir  eine  Vereinfachung 
eintreten  lassen,  indem  wir  die  beiden  Punkte  A  und  B  in  die  X-Axe  Ter* 
legen.  Dann  wird  yi  =  y,=0,  und  die  Gleichungen  2),  und  3)  nehmen 
folgende  Formen  an : 

Af^  +  {B'{-G)xy  +  Dx*—y{Bxt+Cx^)^I>x(x^+x^  +  Dx^Xt^=zO 

By  +  J)x  =  l)xi 

Cy  +  DsD^DXf. 

Ist  AB  ein  Durchmesser  der  Curve  und  die  Y-Axq  dem  zvl  AB  conjugirten 
Durchmesser  parallel,  so  muss  ausser 

J9=±C 
auch 

J9+C  =  0 
sein,  also 

J9s=Cs=0. 
Die  Gleichung  1)  wird  alsdann  zu 

Amnti  +  D  =  0 

d.  h.:  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  eines  auf  zwei  con. 
jugirte  Durchmesser  bezogenen  Kegelschnittes  mit  den  End- 
punkten eines  dieser  Durchmesser,  so  ist  das  Produkt  aus 
den  Richtungsconstanten  der  Verbindungslinien  dasselbe 
für  jede  Lage  jenes  Punktes* 

Die  Richtungsconstanten  der  beiden  in  A  und  B  gelegten  Tangenten 


28   Die  EegeUcbn.  u.  d.  höh.  Carven  als  Resultate  einer  OrtsbeBtimmang. 


DD                                                                                          p  I  p 
sind  —  —   und  —  — .     Die  Summe  ihrer  Reciproken  wird  dann =r— . 

Sind  aber  M  und  M^  die  Richtnngsconstanten  der  beiden  Asymptoten,  so 

ist  bekanntlich  J!f+JBf4=  — ^^^4^;  itfJllf,  =  ^,  also  1  +  1-  =  —  :?^, 

A  AM       M^  Iß 

derselbe  Werth,  welcher  oben  für  die  Summe  der  Reciproken  aus  den 
Richtungsconstanten  der  in  A  und  B  gelegten  Tangenten  gefunden  wurde. 
Dies  giebt  der  Satz: 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  eines  Kegelschnit- 
tes schneidet  dessen  Asymptoten  unter  Winkeln,  für  welche 
die  Summe  der  Cotangenten  eben  so  gross  ist,  als  die  Summe 
der  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  bildet  mit  den  in 
jenen  Punkten  gelegten  Tangenten. 

Wir  wollen  endlich  die  Bedingung  suchen,  unter  welcher  die  jetzt  mit 
der  ^T-Axe  coincidirende  Linie  AB  eine  Normale  des  Kegelschnittes  in  A 
ist.  Dann  muss  offenbar,  rechtwinkelige  Coordinaten  Yorausgesetzt,  die 
Tangente  in  A  zur  F*Axe  parallel  sein,  welches  nur  stattfindet,  wenn 

^  =  0. 
Alsdann  wird  die  Gleichung  1)  zu 

Amntx  +  Cm^  +2>  =  0, 
oder 

C        D 
A       Amt 
Sind  ebenso  m  und  tni  zwei  zu  einander  gehörige  Richtungsconstanten,  so 
ist  auch 

C         D 

'^^'^A-Jir,^ 

woraus  folgt 


D/1         1  \ 
m  —  m  =  — —  1 •]. 


Wird  also  in  einem  Punkte  Ä  eines  Kegelschnittes  die 
Normale  gelegt,  welche  die  Curve  nochmals  in  B  schneidet, 
und  werden  zwei  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes,  Jlf  und 
iV,  sowohl  mit  A  als  auch  mit  B  verbunden,  so  ist  das  Ver* 
h&ltniss 

tgMÄB—igNAB 
cotMBA—coiNBA 
constant 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  wird,  da  bei  ihr  Asss  —  B  ist,  dies 
constante  Verhältniss  der  Einheit  gleich. 

8.  Ich  habe  in  dem  Vorigen  versucht,  durch  die  Ableitung  mehrerer 
Sätze  den  Nutzen  zu  zeigen ,  welchen  die  Lösung  der  in  S  1  behandelten 
Aufgabe  in  vielen  Fällen  haben  kann;  ich  wende  mich  jetzt  davon  ab  und 
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gehe  SU  einer  anderen  Aufgabe  über,  welche  man  als  eine  Ergänznyg  der 
erledigten  betrachten  kann,  da  sie  Yon  der  Eigenschaft  der  Unreränder- 
lichkeit  des  von  vier  festen  Tangenten  eines  Kegelschnittes  nnd  einer  fünften 
beweglichen  Tangente  gebildeten  Doppelschnittverhältnisses  aasgehend, 
den  Kegelschnitt  nicht  als  Ort  eines  Punktes,  sondern  als  Enveloppe  einer 
Geraden  anffasst.     Die  Aufgabe  ist  folgende  : 

Es  sind  awei  gerade  Linien,  die  wir  im  Folgenden  an 
Axen  machen  werden,  gegeben.  Es  bewegt  sich  eine  dritte 
Gerade  so,  dass  zwischen  den  Abschnitten  o  und  «i,  welche 
sie  auf  jenen  zwei  Geraden  bestimmt,  eine  Kelation  ersten 
Grades 

8)  Aaat  +  Ba+  Ca^  +  D  =  0 

besteht.  Man  soll  die  Enreloppe  dieser  dritten  Geraden  be- 
stimmen. 

Die  Gleichung  der  veränderlichen  Geraden  in  einer  ihrer  Lagen  ist 
ay  +  a,a?  =  a«i, 
oder  nach  Substitation  des  aus  8)  folgenden  Werthes  von  «i,  nftmlich: 

_      ^tt  +  2> 
"*""      Aa  +  C 
a(Au  +  C)y—{Ba  +  D)x:=^u{Bu  +  D\ 
oder  wenn  nach  Potenzen  von  a  geordnet  wird : 

^{Ay  +  B)  +  u(Cy  —  BiD  +  D)  —  Dx^(^. 
Da  diese  Gleichung  die  Veränderliche  a  im  zweiten  Grade  enthält,  die 
Coef&cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  a  aber  gerade  Linien  dar- 
stellen, so  erkennt  man,  dass  die  veränderliche  Gerade  einen  Kegelschnitt 
umhfillt,  dessen  Gleichung  ist: 

—  A{Ay  +  B)Dx^(Cy—BX'^D)\ 
oder: 

9)  A{BC—AD)xyr=:i{fiy-\'Bx  +  D)\ 

Man  erkennt  hieraus  ausserdem,  dass  der  Kegelschnitt  auch  die  beiden 

Axen  berührt  und  zwar  in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Geraden 

Cy  +  ^«  +  2>  =  0, 

welche  also  diePolaredesAnfangspunktesist,  geschnitten  werden. 

Die  Berührungspunkte  werden  übrigens  auch  erhalten,  wenn  man  in  8) 

resp.  O|=0  oder  «3=0  setzt;  man  bekommt  alsdann 

D         ,  D 

«  =  «-;     «=--^. 

Indem  man  ferner  in  8)  resp.  a  s^oo,  a=OD  setzt,  erhält  man  die  Ab- 
schnitte, welche  die  zu  einer  Axe  parallelen  Tangenten  auf  der  anderen 
bestimmen;  nämlich: 

C  B 
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Die  Berührungspnnkte  dieser  Tangenten  ergeben  sich  leicht  als 

C  BC—ÄD 

BC^AD  B 


^  AB      '      '  r 

9.  Die  Oleichnng  8)  lässt  sich  leicht  identisch  TerKndern  und  liefert 
dann  in  der  veränderten  Form  einen  geometrischen  Satz.     Es  ist  nämlich 

^aai  +  Ba  +  C«! +  2)=0 
identisch  mit 

BC—AD 


(«+Ä(«.+i)=^ 


Es  ist  aber  —  -j  der  Abschnitt,  welchen  die  zuOY  parallele  Tangente 

auf  der  ^T-Axe  bildet  and  —  -7  das  umgekehrte.     Unsere  Formel  liefert 

A 

daher  den  Sats : 

Wird  in  ein  Parallelogramm  OACB  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben und  an  diesen  eine  beliebige  Tangente  gelegt, 
welche  die  Seiten  OA  und  OB  in  den  Punkten  aund6schnei- 
det,  so  ist  das  Product  Aa.Bb  constant. 

In  der  Gleichung  8)  kann  xiian  auch  statt  des  Abschnittes  O}  den  Ab- 
schnitt ß  einführen,  welchen  die  veränderliche  Tangente  auf  der  su  OX 
parallelen  Tangente  bildet.  Es  ist  nämlich ,  wie  aus  zwei  ähnlichen  Drei- 
ecken folgt: 

Ba 


*i 


A{„-ß)' 


was  in  8)  substituirt,  liefert: 

Baß  + — — o  +  Z>i3  =  0. 

Dies  kann  aber  identisch  geschrieben  werden : 

und  liefert  den  bekannten  Satz : 

Wenn  eine  veränderliche  Tangente  eines  Kegelschnittes 
zwei  feste  parallele  Tangenten  schneidet,  so  bestimmt  sie 
auf  diesen  Abschnitte,  deren  Product  constant  ist. 

Wenn  der  Berührungspunkt  der  X-Axe  und  der  Berührungspunkt  der 
zn  ihr  parallelen  Tangente  gleichweit  von  der  F-Aze  abstehen ,  so  sind, 
einem  bekannten  Satze  zufolge,  die  Coordinatenaxen  zu  zwei  conjugirten 
Durchmessern  parallel.     Dies  geschieht  also,  sobald 

D  BC—AD 

B~  AB      ' 
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oder 

Damit  verschwindet,  wie  es  sein  muss,  auch  der  Coefficient  von  xy  in  der 
Gleichung  9). 
Wenn 

so   werden   die   vom  Anfangspunkte  aas  an  den  Kegelschnitt   gelegten 
Tangenten  gleichlang,  dieser  Punkt  liegt  also  dfinn  in  einer  der  Hauptaxen* 
Wird  i?=0,  so  berührt  die  JT-Axe  den  Kegelschnitt  in  unendlicher 
Entfernung,  ist  also  eine  Asymptote  desselben. 
Die  Gleichung  8)  wird  dann 

AucL^  +  Ctft  +  ^  =  0, 
oder 

__       C         D 
A        Aai 
Sind  a  und  a/  die  Abschnitte  für  eine  zweite  veränderliche  Tangente, 
80  ist  ebenso 

^,^_  C ^^ 

A        Aoi 


und  somit 


oder 


'  —  «'  =  — -/^---^^ 

A  V«!     «,7 


«1  —«I 
Dies  lässt  sich  so  aussprechen : 

Treffen  zwei  veränderliche  Tangenten  einer  Hyperbel 
eine  Asymptote  derselben  iu  A  und  B^  eine  feste  Tangente 
aber,  welche  jener  Asymptote  in  dem  Punkte  0  begegnet,  in 
Punkten  a  und  6,  so  besteht  ein  constantes  Verhältniss  zwi- 
schen dem  Produkt  Oa  .Ob,AB  und  der  Linie  ab. 

Sollen  beide  Axen  Asymptoten  der  Hyperbel  sein,  so  muss  man  so- 
wohl ^=0,  als  auch  C=0  haben.  Die  Gleichung  8)  reducirt  sich  da- 
mit zu 

Aaa  +  Z>=0, 
d.h.:  Das  Dreieck,  welches  irgend  eine  Tangente  einer  Hy- 
perbel  mit   den    Asymptoten   bildet,    hat    einen    constanten 
Inhalt. 

10.  Damit  die  Gleichung  O)  eine  Parabel  darstelle,  muss 
{BC—iADy  —  B'C^^O 
sein;  d.  h. 

A{AJ)'^BC).ADz=:0, 
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Die  linke  Seite  wird  aber  Null,  einmal  wenn 

Dann  aber  zerfällt  die  Gleichung  8)  in  zwei  Factoren  und  die  Curve  wird 
eine  gerade  Linie,  eigentlich  aber  zwei  in  den  Axen  liegende  Punkte. 
Ebenso  giebt  die  Gleichung 

D  =  0, 
die  obiger  Bedingung  auch  genügt,  kein  Besultat ;  es  bleibt  daher  nur  die 
Bedingung : 

10)  A  =  0. 
Damit  wird  die  Gleichung  8) : 

11)  ^«  +  Cat  +  2>  =  0. 

Für  eine  andere  Tangente,  deren  Abschnitte  a  und  «/  sind,  ist  ebenso 

also  folgt  durch  Subtraction : 

«— «'  _        C 
tti — 0|  B 

Dieses  ist  aber  der  Ausdruck  des  bekannten  Satzes : 

Zwei  variabele  Tangenten  einer  Parabel  bilden  auf  zwei 
festen  Tangenten  derselben  Abschnitte,  deren  Verhältniss 
constant  ist. 

Die  Gleichung  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden 
Durchmessers  ist 

Cy  —  ^a?==0. 
Soll  dieser  zur  Axe  werden,  so  muss  er  den  Winkel  der  beiden  Tangenten 
halbiren  und  man  muss  haben : 

Damit  aber  wird  die  Gleichung  11) : 

D 
«  +  «,=_-. 

Dies  liefert  den  Satz : 

Die  Summe  der  Abschnitte,  welche  eine  verttnderliche 
Parabeltangente  auf  zwei  festen  sich  in  der  Axe  begegnen- 
den Tapgenten  bildet,  ist  constant. 

Für  die  Scheiteltangente  ist  in  diesem  Falle  o=/},  also 

2> 

Da  aber  —  ---  das  Stück  auf  einer  der  beiden  Coordinaten- Axen  zwischen 
ü 

dem  Anfangspunkt  und  dem  Berührungspunkte  ist,  so  folgt: 

Die  Scheiteltangente  halbirt  das  Stück  einer  Tangente 

zwischen  dem  Berührungspunkte  und  der  Parabelaxe. 

12.  Die  in  $  1  gegebene  Entstehungsweise  eines  Kegelschnittes  ist 
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einer  interessanten  Erweiternng  f&hig,    welche  sich  auf  Cnrven  ganz  be- 
liebigen Grades  bezieht« 

Es  seien  n  Punkte  gegeben  Ttfi,  M^ . . , ,  Mn»  Ausserdem 
werde  ein  Punkt  M  angenommen  und  mit  jenen  n-Punkten 
verbanden.  Die  Richtungseonstanten  dieser  Verbindungs- 
linien seine  m|,  m,,  ....m«*  Bewegt  sich  alsdann  der  Punkt 
Also,  dass  zwischen  diesen  Grössen  m  eine  Relation  ersten 
Grades  besteht,  so  beschreibt  M  eine  Curven^^'^  Gr«des. 

Ich  beschränke  mich  hier  blos  auf  Curven  dritten  Grades.     Dann  ist 
die  allgemeinste  Form  der  erwähnten  Relation 
12)      ^m,mtm,+  Bmtmf+Cm^mg  +  Dm^mg  +  Enii  +Fm^  +Gm^  +  H=o. 

Indem  man  ans  den  Gleichungen 

y_y,  =  m,(iP==ar,) 
.    y  —  Va  =  »»,(«•-«,) 

y  — yi  =  «t(*  — ^t) 

folgert 


m, 

y 

—  Vi 

X 

—  ar, 

•M 

^y 

—  Vt 

m, - 

X' 

—  *f 

m. 

=1- 

—  Vi 

und  diese  Werthe  in  12)  eingesetzt,  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuch- 
Ortes  in  der  Form 

^(y-yi)(y-yt)(y-yt)  +  ^(y-yi)0/-yt)(*-a^i)  +  ^(y-yi)(y-y8)(a?-a:,) 

+^(y-yf)(y-yt)(«^-*t)+My-yi)(^-^t)(*-*i)+^(y-yf)(^-^i)(a?-a?3) 
+^(y-yi)(«'-*i)(*"*t)+^(*-a?i)(»-«t)(ap-«,)=o, 

oder  entwickelt: 

-yM'«(yi+yt+yt)+5^.+^«f+i>«t]-*y[^(yi+yf)+c(y,+y,) 

+Cy,+ir(a?«+ir,+a?,)]+y[irf(y,y^+y,ya+y,ys)  +  j?x,(y,+y,) 

+*l^yiyt+^yiyt+^yfy8+^yi(^i+*«)+^yf(^«+«i) 

+<?yB(«i+*t)+^(^i^t+^i*»+^t*i)]— ^yiyty«— ^i^ayiyt 

— Ca^tyiya— -ö^iyty»— ^^t*iyi— -'^^i^syt— ^^i^tyi— -^^i^ii«?8=o. 

Es  könnte  noch  ein  Bedenken  entstehen ,  ob  die  Gleichung  13)  auch 
wirklich  eine  allgemeine  Curve  dritten  Grades  ausdrücken  kann.  Nun 
aber  enthält  die  Gleichung  12)  7  unabhängige  Grössen;  die  drei  Fnndmen- 
talponkte  dazu  geben  LO  willkürliche  Constanten.  Man  kann  daher,  da 
man  zur  Bestimmung  einer  Curve  dritten  Grades  9  Bedingungsgleichungen 
braacht,  die  allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Curve  stets  auf  die  Form 
13)  bringen  und  dabei  sogar  noch  einen  der  Werthe  B^  Cy  Dy  £,  Fy  G  be- 
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liebig  wählen.  Man  kann  leicht  beweisen,  dass  dies  auch  für  jede  höhere 
Curve  gilt  und  dass  dabei  noch  mehrere  Constanten  beliebig  angenommen 
werden  können. 

13.  Auch  hier  wer(fen  wir  durch  eine  in  $  2  ähnliche  Betrachtung  sehr 
leicht  zur  Gleichung  der  in  if|,  M^  und  M^  an  die  Curve  zu  legenden  Tan- 
genten geführt.  Es  ist  z.  B.  die  Tangente  in  M^  derjenige  Strahl 
des  dritten  Büschels,  welcher  zum  Strahl  M^M  des  ersten 
Büschels  und  dem  Strahl  M^M  des  zweiten  Büschels  gehört. 
Führt  man  die  Rechnung  aus ,  so  wird  die  Tangente  in  M^  ausgedrückt 
durch 

(y — yt)  [^  (yi — Vt)  (yi — ys) + ^  {vi — yO  (*i — «?b(+C'  (y^  — yj)  {x^ — ar^ 

+^(3?i— ar,)  (x,  —2?,)]  +  (a?— a?i)  [D  (yi— y,)  (y,  ~y«)+^(yi— yt)  (*i— ««) 
+  <?  (yi  -  ys)  (^1  -x;)+H{x,  -a:,)  (x,  -ar,)]=0 , 
und  ebenso  die  Tangenten  in  M^  und  M^i 

(y— yf)[^(yt— yt)(yt— y8)+^(yt— yi){^f— a^«)+^(yt-y8)(^i— *i) 

+  F(jr,— ar,)(a',— a-,)]  +  (jr— ar,)[6'(yt— y,)(y,— y,)  +  ^(y,— yi)(a?,— a?,) 

(y— y8)['^(y«— yi)(yt— yt)+^(y3+yi)(^8— ^t)+^(y«— yt)(^8— *i) 

+  C(ar,-ar,)(a?,— a:,)]  +  (x— a?,)[Ä(y,— y,)(y,— y,)  +  .F(y,— y,)(ar,— ar,) 

Ein  interessantes  und  sehr  einfaches  Resultat  wird  erhalten,  wenn 
Mx  M^M^  in  einer  Geraden  und  zwar  in  der  -T-Axe  liegen,  also  y|=y,==y, 
=0.     Dann  reduciren  sich  die  vorigen  Gleichungen  zu 

Ey+Hx^=  Hx^ 

Fy  +  Hx=:z  ffxi 

Gy+ffx^=z  Ux^. 
Diese  Linien  bilden  mit  der  X'A:s.q  Winkel,  deren  Cotangenten  gleich 

E         F        Q 
—  — ,  — 7p,  —  —  sind.     Die  Summe  dieser  Cotangenten  ist  alsdann 


H        ' 
Dieses   ist  aber  zugleich  die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel, 
welche  die  Asymptoten  mit  der  X'Axe  bilden.     Man  hat  daher  den  inte- 
teressanten  Satz: 

Legt  man  in  den  drei  Punkten,  in  welchem  eine  gerade 
Linie  einer  Curve  dritten  Grades  schneidet,  die  Tangenten^ 
so  bildet  sie  mit  diesen  Winkel,  für  welche  die  Summe  der 
Cotangenten  eben  so  gross  ist,  als  die  Summe  der  Cot  an  gen« 
ten  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  Asymptoten  einschliesst. 

Dieser  Satz  ist  aber  einer  bedeutenden  Erweiterung  fähig;  er  gilt 
nämlich  allgemein  für  jede  algebraische  Curve,  nämlich : 

Legt  man  in  denn-Punkten,  in  welchen  eine  gerade  Linie 
eine  Curve  ii^®°  Grades  schneidet,  die  Tangenten,  so  bildet 
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sie  mit  diesen  Winkel,  für  welche  dieSamme  derCotangen- 
ten  eben  so  gross  ist,  als  die  Summe  der  Cotangenten  der 
Winkel,  welche  sie  mit  den  n-Asjmptoten  einschliesst 

Der  Beweis  in  dieser  allgemeinen  Form  ist  sehr  einfach,  ich  über- 
gehe ihn. 

14.  Von  besonderem  Interesse  ist  bei  der  oben  erwähnten  Entstehungs- 
weise  der  Curven  dritten  Grades  der  Fall,  in  welchem  zwei  der  Punkte 
M^M^M^^  z«  B.  M^  und  M^  zusammenfallen.     Setzt  man  dann  in  Gleichung 
12)  114  =  m,  =  m  und  so  lässt  sich  dieselbe  etwas  kürzer  schreiben : 
Am^m^  +  Bm^  +  Cmm^  +  Dm  +  Em^  +  F^=^  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  jeden  Werth  von  m  nur  ein  Werth 
von  iit|  existirt,  dass  also  jede  durch  den  Punkt  M  gehende  Gerade  die 
Curve  nur  einmal  trifft.  Diese,  sowie  einige  andere  leicht  aufzustellende 
Betrachtungen  zeigt,  dass  der  Punkt  M  ein  Doppelpunkt  der 
Curve  ist. 

Ein  solcher  Doppelpunkt  kann  in  der  Curve  in  drei  Gestalten  auf- 
treten ;  als  Knoten ,  als  Spitze  und  als  isoHrter  Punkt.  Es  ifl#  leicht  zu 
entscheiden ,  '  welches  von  diesen  dreien  in  einem  vorliegei^dem  Falle 
eintritt. 

Fasst  man  MM^  als  einen  Strahl  des  Büschels  vom  Scheitel  M^  auf, 
80  entsprechen  ihm  zwei  Strahlen  des  Büschels  vom  Scheitel  My  welche,* 
wie  man  leicht  bemerkt,  die  Curve  in  drei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden.  Man  erkennt  in  ihnen  die  Tangenten  des  Doppelpunktes. 
Diese  sind  aber  reell  und  verschieden  im  Falle  eines  Knotens,  reell  und 
zusammenfallend  im  Falle  der  Spitze,  imaginär  im  Falle  eines  isolirten 
Punktes.  Seien  x  und  y  die  Coordinaten  von  My  so  ist  die  Kichtungscon- 
stante  von  MM^ : 

^  _y  — yi 

tfit  — -  • 

X  —  arj 

Die  beiden  Tangenten  in  M  haben  dann  Richtungsconstante ,  welche  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

ni\[A{:i,-^y,)+B{x-x,)]+m[C{^^y,)  +  D{x^x,)]+E{y^y,) 
4-^(0?— iir,)=0 
sind  und  reelle  verschiedene,  reelle  gleiche  oder  imaginäre  Werthe  haben» 
je  nachdem 

y  —  tti 

oder  wegen =  N 

X  ~~-  x^ 

jV«,[(7»— 4^^]-J-2.'V[CZ>— 2^-^— 2^^-h2>*— 45i?'^0ist. 
Dieser  Gleichung  zufolge   kann   man  durch   angemessene  Wahl  des 
Punktes  M^  bei  gegebener  Lage  des  Punktes  M  und  bei  gegebenen  Grössen 
der  Coefficienten  A^  ß^  C,  ...  F  den  Punkt  M  nach  Belieben   zu  einem 

3» 
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Knoten,  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  isolirten  Punkt  machen,  sofern  nur 

{CD  —  2AF—2BEy—(C*^4AE)(D*—^BF)>0, 
oder 

{AF—Bi:y'::>(BC—A])){DE--CF) 
ist.     Ist  dagegen 

(AF'-BJSy=(^BC—AD)(DE-'CF), 
so  hat  man  zu  unterscheiden,  ob 

C*~4AE:^0. 
Im  ersteren  Falle  kann  M  nur  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  Knoten, 
im  letztern  nur  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  isolirten  Punkte  gemacht 
werden.     Ist  endlich 

{AF'-B£)'<(BC^AD){DE—CF), 
so  kann,  je  nachdem 

C*  —  4AE>0y 
ist,  der  Punkt  M  nur  ein  Knoten  oder  ein  isolirter  Punkt  werden« 

Ich  schliesse,  indem  ich  noch  die  Bemerkung  zufüge,  dass  der  im  vori- 
gen S  bew^sene  Satz  auch  seine  Giltigkeit  beibehält,  wenn  die  beliebig 
liegende  Sehne  durch  einen  Doppelpunkt  geht.  In  diesem  Falle  führt  man 
die  beiden  wirklichen  Tangenten  des  Doppelpunktes  ein ,  d.  h.  die  Gera- 
den, welche  die  Curve  in  drei  zusammenfallenden  Punkten  schneiden. 


III. 

Biegung  eines  Bingea  durch  gleichmäsaigen  Druck 
von  Aussen. 

Von  Dr.  R.  Hoppe, 

Docentr  an  der  Universität  Berlin. 


Wird  ein  homogener  kreisförmiger  Ring  darcb  einen  gleichmäHsigen 
nach  der  Axe  gerichteten  Druck  comprimirt,  so  steht  der  Druck  zwar  bei 
unveränderter  Gestalt  mit  der  Elasticität  des  Ringes  im  Gleichgewicht,  doch 
hört  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  anf,  wenn  der  Druck  ein  gewisses 
Mass  überschreitet,  und  der  Ring  nimmt  alädann  eine  ovale  Gestalt  an. 
Die  Berechnung  der  letzteren  führt  unter  einigen  sogleich  näher  anzuge- 
benden Voraussetzungen  auf  Differentialgleichungen,  die  sich  leicht  mit 
Hülfe  elliptischer  Functionen  integriren  lassen,  während  jedoch  die  Be- 
stimmung der  Integrationsconstanten  etwas  mehr  Schwierigkeit  verursacht. 
Um  die  transcendenten  Gleichungen  aufstellen  zu  können,  durch  die  deren 
Werthe  bestimmt  sind,  ist  die  Ermittelung  der  Periodenlänge  erforderlich. 
Die  im  Folgenden  gegebene  Lösnixg  musste  deshalb  bis  zur  Berechnung 
des  Moduls  fortgeführt  werden.  Bei  diesen  Umständen  ist  es  indess  be- 
merkenswerth ,  dass  sich  wenigstens  die  Grösse  des  Druckes,  bei  dem  die 
Biegung  beginnt,  in  völlig  entwickelter  Form  angeben  lässt. 

Angenommen  wird,  dass  der  Querschnitt  des  Ringes,  d.  i.  der  durch 
die  Axe  gehende  ebene  Schnitt,  keine  Aendernng  erleidet;  ferner,  dass  der 
Dmek  nicht  auf  der  Oberfläche,  sondern  auf  eine  gewisse  derselben  paral- 
lele Mittellinie  im  Innern  des  Ringes  wirkt;  endlich  dass  die  Spannung 
oder  der  Widerstand  gegen  die  Compression  der  Verkürzung  der  Längen- 
einheit proportional  ist. 

Sei  nun 

der  Querschnitt  des  Ringes;  X,  fi  die  Coordinaten  eines  Elementes  in  ra- 
dialer und  axialer  Richtung;  a  der  Bogen  der  Mittellinie  im  indifferenten 
Zustande;  s  derselbe  während  der  Biegung;  5,  der  entsprechende  parüUele 
Bogen,  welcher  durch  das  Element  dldudö  geht;  q  der  Krümmungsradius 
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▼on  5;  c  der  Radius  von  6\  q  die  Spannung;  E  der  Elasticitfttscoefficient; 
X,  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Bogenelementes  ds.  Dann  sind 
die  Composanten  des  Druckes  Pds^  der  auf  das  Element  ds  wirkt,  in  den 
Richtungen  der  x  und  y : 

—  Pdy,      Idx, 
daher  die  Gleichgewichtshedingung  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten : 

Q=l  I  jqdkdfiddSi^phdxdy^dySx) 

und  zwar  hat  man  wegen  der  Parallelität  der  Bogen  s  und  ^|  und  nach  dem 
Gesetze  der  Spannungen: 

d,.=(i+i)d,=(i+i)(, +!).•. 

woraus  hervorgeht: 

/n--      \ 

\      c      ; 

ds 
9dSi  =  8ds  +  A6— . 
9 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

M=rrqdXdii;      N  =  rfqkdXdfiL, 
so  erhält  man  nach  den  nöthigen  Transformationen: 
Q=  rMdds+   Cnö  — 

=  —ßxd{Mx  +  N'y)—fiyd{My  —  rx)  =  pC(dxiy—dy8x\ 

wo  die  Accente  Differeniialquotienten  in  Bezug  auf  8  bezeichnen.  Da  ix 
und  iy  ganz  unabhängig  sind,  so  ergeben  sich  die  zwei  Gleichungen: 

d{Mx  +  N'y—Py)  =  0 

d{My  —N'x  +  Px)  =  0. 

Da  der  Anfangspunkt  der  xy  gleichgültig  ist,  so  kann  man  die  Integrale 
schreiben : 

Mx'  +  N'y—Py  =  0 

My  —N'x  +  Px  =  0, 
woraus  hervorgeht : 

M=  ^P{xy  — yx) 
N':==P{xx  +yy). 
Letztere  Gleichung  integrirt,  giebt : 

N=::P       ^^  —  A, 
2 

Die  Ausdrücke  ven  M,  N  werden  nach  Einführung  des  Werthes  von  q: 
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1) 


2) 
WXlilt  man  die  Mittellinie  so,  class 

1 
wird,  und  setzt 

so  kommt: 

c  c 

und  zwar  ist  letztere  Grösse  stets  positiv,  so  dass  man  setzen  kann : 

Demgemäss  ist  jetzt 

Ftthrt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  1) ,  2)  ein  und  setzt  zur 
Abkürzung: 


80  kommt: 


— 7-=zaf  +  f  —  aba, 


oder  wenn 

x  =  rcosgf;         y::=r8inq> 
gesetzt  wird : 

3)  <^-7)  =  ''^' 

4)  — r  =  r*  —  aba 

und  nach  Elimination  von  a  : 

9 
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Mnitiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  rdr  und  beachtet,  dass  allgemein 

(I  ^  g  ds 

ist,  so  lautet  sie : 

2a*bd(f*(p')  —  2a*rdr  +  2a*rrd{rr)  =  {T^'^aba)rdr 
und  giebt  nach  Integration: 

5)  2ö'ftr«9=i(r'— (i6a)*  +  a';''  +  a*6«(l.-J/f)  — a'rV*. 

wo  ß  die  neue  Integrationsconstante  bezeichnet.     Zur  Elimination  von  qf' 
führen  wir  für  r  die  neue  Variabele  v  ein,  ind^m  wir  setzen : 

6)  H  =  a6(«  +  ^i^). 

Indem  man  zunächst  in  der  vorigen  Gleichung  für  /*  seinen  identi- 
schen Werth 

1  — r«y'« 

setzt,  ergiebt  »ich  daraus:  . 

wo  das  Vorzeichen   von  v   willkürlich   festgesetzt  ist     Ffihrt  man  diesen 
Werth  ein,  so  findet  man : 

wo  V  den  Werth 

hat.     Sämmtüche  Variabelen  lassen  sich  nun  gemäss  den  Gleichungen  3), 
8),  6),  7)  in  V  ausdrücken,  und  zwar  ist 

rdv 


9) 


yv 

^  r    V       dv 

^-PJ  \a+ß  +  {a-ß)v'  l+v'Jyr 
Hier  sind  a,  b  gegebene  Grössen,  während  a,  ß  der  Bedingung  gemäss 
bestimmt  werden  müssen ,  dass  a  über  den  ganzen  Ring  ausgedehnt  eine 
gegebene  Länge  2nc  hat,  und  dass  q>  für  dieselben  Integralgrenzen  in  2» 
übergeht.  Diese  Grenzen  können  sich  nur  aus  der  Periodicität  von  v  in  0 
ergeben.  Um  den  gemeinsamen  Modul  der  drei  elliptischen  Integrale  zu 
finden,  muss  V  in  zwei  Factoren  zweiten  Grades  zerlegt  werden,  so  jedoch, 
dass  der  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Coefficienten  und  den 
zwei  Integrationsconstanten  erhalten  bleibt.  Zu  diesem  Zwecke  führen 
wir  für  er,  ß  zwei  neue  willkürliche  Grössen  m,  n  ein,  indem  wir  setzen: 
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10) 


=  7(-^Ä)  +  (-i^> 


11)  |,=2!?l±:!!(i  +  ,) 

fit 

m  a 

12)  i  =  '^~?^ 

1  —  n 


dann  werden  die  Factoren  yod 

r  = 

2m 


r=^TÜ 


folgende : 

T=2n  —  i  +  2mv  *-  p* 
rr=(l  — 0(1  +  »*) +2(1 +  /){«  — mi;). 
Berechnet  man  hieraas  den  Modnl  /r,  bo  findet  man  ihn  mit  Hülfe  der  Abr 
kttrzangen 

j»  =  j/««^2niii*/+  (1— 2»)m*/« 

«  —  m*/  —  p 

n  —  m*l  +  p 
_il—l)p  —  n  +  {m*  +  n)l  +  mU* 
'^"(l— /)p+n--^(iii«+n)/— m«/* 
folgendermassen  ausgedrückt: 


vnd  der  periodische  Aasdrack  von  v  in  a  ist : 

1q^  »—  *  ^«      _l  +  ykeosamu\ 

13)  "-j^ii^-Pi-^ico,«««) 

a  f    2m 
Ist  also  N  die  Anzahl  der  Perioden,  welche  u  durchläuft,  bis  0  auf 
Beinen  Anfang  zurückgelangt,  so  hat  man 

14)  ^^jf^lj/ßP 

Da  die  ganze  Zahl  iV  bei  stetiger  Aenderung  des  Druckes  nicht  yariiren 
kann,  so  betrachten  wir  zu  ihrer  Bestimmung  den  Fall ,  wo  letzterer  den 
grOssten  Werth  hat,  bei  welchem  noch  keine  Biegung  stattfindet.  Hier 
Bind  ^  und  0'  constant ,  folglich  nach  Gleichung  d)  und  4)  auch  r  und  ^l* 
Daraus  erhellt,  dass  der  Anfangspunkt  der  orf  im  Mittelpunkte  des  Kreises 
*  liegt,  dass  also 

ist.    Die  Gleichungen  3),  4)  geben  demnach : 

15)  '•==1-": — 
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6  c*       2a 

*"~a(6  +  c)«        c' 

Infolge  dessen  findet  man  weiter  ans  Gleichong  5),  0)  and  7): 

7"*  =  ? +  (0+7) 

cß  +  2a 

b      __ßv 
b  +  c~l  +  v*' 

Die  directe  Bestimmnng  von  m  und  n  würde  zu  hohen  Gleichnngen  führen. 
Wir  benutzen  deshalb  den  Umstand,  dass  der  Modnl  im  vorliegenden  Falle 
▼erschwinden  mnss,  was  unter  anderem  ans  Gleichung  13)  ersichtlich  ist. 
Da  diese  nur  för  p  =  0  oder  A  =  0  einen  constanten ,  von  0  verschiedenen 
Werth  für  r  giebt,  die  Annahme  p  =  0  aber  mit  den  übrigen  Gleichungen 
nicht  vereinbar  ist,  so  ist  zun  Hebst  A  nnd  Ar  =  0,  woraus  hervorgeht : 

(1  — 2«  — m*)m*/«  =  0. 
Die  Lösungen  m=0  und  /=0  entsprechen  nicht  den  gefundenen  Werthen  ; 
daher  ist 

Hieraus  folgen  nach  Gleichung  12),  11),  10),  13],  6)  und  O)  die  Werthe: 


l+m»V  1  — m«   bj 

^    l+m*     a       1— m« 
a  =  2- 


16) 


(1  —  m»)»  b 
V  =  m 

2am 
■~"l— m» 


welche  mit  den  bereits  bekannten  in  vollkommener  Uebereinstimmung  sind. 
Jetzt  ergiebt  eich  weiter  aus  Gleichung  15)  und  16) : 

bcm*  +  2a{b  +  c)m  —  ftc  =  0, 

woraus  sich  erst  m,  nnd  demzufolge  n  und  ß  bestimmen.     Führt  man  ihre 
Werthe  in  Gleichung  14)  ein,  wo  K  in  4^  übergeht,  so  findet  man: 

b      ^a*b\b  +  cj 
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Diese  Gleicfanng  lllsst  sieb  nichts  für  i^  =  1 ,  dagegen  für  jedes  grössere  N 
darch  irgend  einen  Werth  yon  6,  d.  i.  durch  einen  Werth  des  Druckes  er- 
fallen.  Da  aber  letzterer  desto  grösser  sein  würde,  je  grösser  N  ist,  so 
kann  in  Wirklichkeit  N  nnr  seinen  kleinsten  Werth  2  haben;  es  müsste 
denn  der  dem  grössern  N  entsprechende  Dmck  plötzlich  eintreten.  Der 
Eing  theilt  sich  demnach  immer  bei  Beginn  seiner  Biegung  in  zwei  con- 
grnente  und  symmetrische  Bogen,  deren  jeder  einer  vollen  Periode  von 
«  =  4^  entspricht.  Den  Werth  des  Druckes,  bei  dem  sich  der  Ring  zu 
biegen  anfängt,  erhält  man  durch  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 

welche  nur  einen  Werth  für  b  giebt. 


IV. 

Beweise  und  Erörterungen  einiger  Sätze  über  Kegel- 
schnitte, welche  durch  vier  Funkte  gelegt  werden. 

Von  Dr.  Chr.  Wiener, 

Professor  an  der  polytechnischen  Schale  zu  CAflsrahe. 


1.  Hülfssatz.  Wenn  man  in  einer  geraden  Punktreihe  zu 
zwei  festen  Punkten  und  jedem  anderen  je  einen  vierten 
Punkt  sucht,  80  dass  das  in  beliebiger,  aber  übereinstimmen- 
der Weise  gebildete  Doppelverhältniss  der  Abschnitte  un- 
veränderlich ist,  so  bilden  alle  vierten  Punkte  eine  mit  der 
ursprünglichen  Reihe  projectivischo  Punktreihe,  und  in 
diesen  beiden  sind  die  zwei  festen  Punkte  die  Doppelpunkte. 
Sind  also  in  Fig.  4,  Tafel  I,  a,  b  die  festen  Punkte  in  der  ersten  Punkt- 
reihe acbd^  sind  die  Punkte  c\  ä  der  zweiten  Reihe  derart  gelegen,  dass 

ac    c  c ad  ^  dt d 

^  ab'cb      ab'db^ 

so  ist  diese  Reihe  mit  der  ersten  projectivisch,  und  a  fällt  in  a,  b'  in  b. 

Erster  Beweis.    Aus  dem  beliebigen  Doppelverhältnisse  folgt,  dass 
üccb  projectivisch  mit  adib^  oder 

accb  n  adJb^ 
wobei  die  Punkte  sich  in  der  geschriebenen  Reihenfolge  entsprechen.  Sieht 
man  jetzt  a,  b  als  die  zugeordneten  Punkte  an,  so  ist 

ca    c  a da    i a ^ 

'cb'71i~Tb'''JV 
daraus  folgt: 

ca    da c  a    d a 

7b'db~7b'db' 
oder: 

acbd  n  acbd. 
Rückt  c  nach  a ,  so  mnss  wegen  jenes  Doppelverhältnisses  auch  c    nach  a 
rücken,  so  dass  d  in  a  fällt,  ebenso  b'  in  6,  daher  ist  auch 

acdb  n  a'  c  ab'. 
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Zweiter  Beweis.  Ea  Bei  in  Fig.  5,  Tafel  I,  a,  fr,  c,  d  und  der  dem 
€  entsprechende  Punkt  c  gegeben ;  es  soll  <f  nach  der  Bedingung  unseres 
Sataes  gefunden  werden«  Drehe  die  aweite  Punktreihe  um  a  nach  ad|,  so 
dass  afr|  =  ad,  ac^'  =s  aCj  ad^=ad,  Sehneide  bbt  mit  cd^  in  m,  ziehe 
CMt  welches  a^i  in  d^'  schneidet.  Macht  man  ad  ^=zadi\  so  ist  d^  der  ge- 
suchte Punkt,  weil ab^d^d^'  nabcc\  femera bddz=zabxd^ d,',  also  der  Voraus^ 
setsung  entsprechend  a b di  %abcc\  Verschiebt  man  m  auf  b &|,  so  bekommt 
man  alle  anderen  entsprechenden  Punkte  e,  e\  /,  /".  • .  I^ückt  m  nach  6|, 
so  fallen  die  entsprechenden  Punkte  daselbst  zusammen ,  rückt  m  nach  fr, 
so  fallen  sie  in  a  zusammen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  u  und  fr  die  Doppel- 
punkte der  beiden  Reihen  sind.  Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  acbd  mit 
acbi  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  ac^b^d^  projectivisch  ist.  Da  sie  a  ge- 
meinschaftlich haben,  müssen  sie  auch  perspectivisch  liegen,  oder  es  müssen 
sieh  fr  fr],  cc/,  ddl  in  Einem  Punkte  o  schneiden.  Projicirt  man  die  Figur 
so  auf  eine  durch  frfr|  gelegte  Ebene,  dass  a  ins  Unendliche  fällt,  so  ent* 
steht  als  Projection  Fig.  6,  Tafel  I,  worin  cdi^c^d^*  Darin  folgt  aus  der 
Construction  des  d^  aus  c  und  aus  da  ^^ d^dx: 

iL—  — 
ce       dd^' 

Sehneide  cc/  das  frfr|  in  o,  dd{  in  o  so  ist 

ob      ,  db 

0  fr  =S  fr  fri 7  ,  0  fr  =  fr  fr«  -—> , 

cc  da 

woraus  ofr  =  o'frj  oder  o  und  d  fallen,  zusammen.     Daher  schneiden  sich 
auch  in  Fig.  5,  Tafel  I,  cc/,  frfri ,  dd(  in  Einem  Punkte  o,  und 

acbd  n  acbd. 

BesondererFall.  Ist  jenes  Doppelv  er  hältniss  gleich  1 ,  so  tritt  die 
harmonische  Theilung  ein,  für  welche  ebenfalls  der  Satz  gilt  Sind  ausser- 
dem die  festen  Punkte  zugeordnet,  so  befinden  sich  bekanntlich  die  beiden 
Punktreihen  in  Involution;  anderenfalls  dagegen  nicht. 

Dieser  Fall  lässt  sich  leicht  besonders  beweisen.  Soll  in  Fig.  7, 
Tafel  I,  c  so  gegen  c  liegen,  dass  cfr  durch  a  und  c  harmonisch  getheilt 
wird,  so  drehe  man  acfr  um  a  nach  ac,  fr|,  schneide  cb^  mit  C|fr  in  m,  ziehe 
Ci'mc'  4^frfri,  so  sind  c  und  c/  die  vierten  harmonischen  Punkte.  Die  Ge- 
rade cc/  schneidet  fr  fr/  in  o,  so  dass  ofri  =  fr|fr,  weil  Cxm  ^=imc.  Da  c  ein 
beliebiger  Punkt,  so  geht  dd^  auch  durch  o,  oder  die  Beihen  acfrd..., 
ac^b^di'. ,  ,f  acbd. ..  sind  projectivisch;  a  und  fr  sind  Doppelpunkte  der 
ersten  und  dritten. 

2.  Satz.  Die  Polaren  eines  Punktes  für  alleMurch  vier 
feste  Punkte  gelegte  Kegelschnitte  gehen  durch  ein  und 
denselben  Punkt. 

Beweis.  Seien  a,  fr,  c,  d  in  Fig.  8^  Tafel  I,  die  vier  Punkte  der 
Kegelschnitte,  m  der  Punkt,  um  dessen  Polaren  es  sich  handelt.  Um  eine 
Polare  zu  verzeichnen,  denke  einen  Kegelschnitt  durch  a,  fr,  c,  //gelegt.  Die 


46    Beweise  u.  Erörterungen  einiger  Sätze  über  Kegelschnitte,  welche 


i^^^^k^^^k^^N^^^^l^ 


raden  ma  und  md  scbneiden  denselben  in  awei  Punkten;  nehme  den  einen 
e  beliebig  an,  so  ist  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  bestimmt  und  der 
sechste  f  kann  durch  das  Pascar&che  Sechseck  geAinden  werden,  in  wel- 
chem die  Durchschnittspunkte  g^  hy  i  der  gegenüberstehenden  Seiten  1,  4; 
2,  5;  3,  6  in  einer  Geraden  liegen  müssen.  Theile  nun  ea  harmonisch  mit 
m  in  Syfd  harmonisch  mit  m  in  g>,  so  ist  ig>  die  Polare  von  m.  Bewegt  sich 
e  auf  m  ä,  so  bewegt  sich  auch  f  auf  mrf,  wobei  ef  stets  durch  i  geht.  Da- 
her ist  die  Punktreihe  der  e  perspectiyisch  mit  der  der  f.  Nach  dem 
besonderen  Falle  des  ersten  Satzes  ist  aber  auch  die  Punktreihe  der  s 
projectirisch  mit  der  der  e,  der  fp  mit  der  der  /*;  also  sind  die  der  e  und.  ip 
unter  einander  projectivisch.  Alle  vier  Punktreihen  haben  m  gemein,  da- 
her liegt  die  der  $  perspectivisch  mit  der  der  q) ,  und  alle  Projectionsstrah- 
len,  welche  die  Polaren  sind,  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  Ar. 

Um  k  zu  finden,  sucht  man  die  Polaren  für  die  zwei  einfachsten  Fälle. 
Man  lasse  e  und  f  nach  m  rttcken;  die  Sehne  iefmrd  dann  Tangente  und 
ist  die  Polare  des  Berührungspunktes.  Sodann  lasse  e  nach  e'  und  f  nach 
f  auf  bc  rücken,  so  zerfällt  der  Kegelschnitt  in  die  zwei  Geraden  bc  und 
ad,  welche  sich  in  /  schneiden.  Schneide  af'  mit  de  in  it,  so  ist  In  die 
Polare  zu  m.     Der  Schnitt  von  im  und  In  ist  der  gesuchte  Punkt  k» 

3.  Satz.  Die  Durchschnittspunkte  einer  Schaar  durch 
vier  feste  Punkte  gelegter  Kegelschnitte  mit  einer  Geraden 
bilden  zwei  Reihen,  welche,  wenn  man  die  Punkte  desselben 
Kegelschnittes  als  entsprechend  ansieht,  projectivisch  und 
involutorisch  sind. 

Beweis.  Seien  in  Fig.  0,  Tafel  I,  a,  6,  c,  d  die  vier  festen  Punkte, 
A  die  Gerade.  Nimmt  man  auf  ihr  einen  Punkt  e  des  Kegelschnittes  ani 
so  kann  der  sechste  Punkt  e'  desselben  auf  A  durch  das  PascaFsche  Sechs- 
eck gefunden  werden.  Die  Seiten  2  und  5  schneiden  sich  in  /*,  1  und  4  in  A,  fh 
schneidet  3  in  ^,  so  dass  ag  als  sechste  Seite  das  e  liefert.  Bewegt  sich  e  auf 
A^  so  beschreibt  h  eine  Punktreihe  auf  1,  welche  mit  der  Reihe  der  e  von  d 
ans  perspectivisch  ist,  dann  beschreibt  g  eine  von  dem  festen  f  aus  mit  der 
Reihe  der  h  perspectivische  Punktreihe ,  und  damit  e  eine  von  a  aus  per- 
spectivische  Reihe,  so  dass  die  Punktreihe  der  e  mit  der  der  /  projectivisch 
ist.  Beide  sind  auch  involutorisch,  weil  sich  e  und  e  doppelt  entsprechen. 
Denn  nimmt  man  den  fünften  Punkt  statt  in  e  in  e  an,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt derselbe  wie  vorher,  weil  er  durch  die  5  Punkte  a,  6,  c,  d,  e'  be- 
stimmt ist;  er  liefert  daher  als  sechsten  Punkt  e. 

Erörtefnng.  a)  Um  den  Mittelpunkt  m  der  Involution  zu  finden, 
lasse  den  einen  Punkt  ins  Unendliche  rücken  und  suche  nach  der  eben 
benutzten  Construction  den  zugehörigen  Punkt  m,  wie  Fig.  7,  Taf:  I,  zeigt. 
Bedenkt  man,  dass  der  durch  a,  b,  c,  d  gelegte  Kegelschnitt  auf  drei  Arten 
in  ein  System  zweier  Geraden  zerfallen  kann,  so  erhält  man  3  Paare  ent- 
sprechender Punkte  ^,  e ;  /*,  /";  g,  g'  als  Durchschnitte  der  drei  Paare  gegen- 


durch  vier  Punkte  gelegt  werden.     Von  Dr.  Chb.  Wiener.       47 


flberstehender  Seiten  des  vollständigen  Viereckes  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden. Um  endlich  die  Doppelpunkte  /  und  n  der  Involution  zn  finden) 
bedenke  man,  dass 

ml*  =5 mn*  =  mc  X  m/, 
and  snehe  wie  in  Fig.  10,  Tafel  I,  danach  /  and  n.  Es  sind  dieses  die  Be- 
rührungspunkte der  Kegelschnitte  mit  der  gegebenen  Geraden.  Indem 
der  eine  Schnittpunkt  von  /  fiber  m  nach  n  läuft ,  läuft  der  entsprechende 
von  /  über  oo  nach  n.  Zwei  entsprechende  Schnittpunkte  theilen,  wie 
bekanntlich  bei  jeder  Involution,  die  Strecke  In  harmonisch. 

b)  Untersuchen  wir,  welche  Art  von  Involution  in  den  verschiedenen 
Fällen  eintritt,  ob  gleichliegende  oder  ungleichliegende.  Man  muss  unter- 
scheiden, ob  man  durch  die  Punkte  a,  6,  c,  d  ein  Viereck  ohne  einspringende 
Winkel  (Fig.  11,  Tafel  I)  bilden  kann,  oder  nicht  (Fig.  12,  Tafel  I).  Geht 
A  ansserhalb  des  Viereckes ,  aber  so  nahe  an  einem  Eckpunkte  a  vorbei, 
dass  die  davon  ausgehenden  drei  Geraden  in  unmittelbarer  Reihenfolge 
geschnitten  werden,  so  findet  im  ersten  Falle  (Fig.  11,  Tafel  I)  ungleich- 
liegende, im  zweiten  (Fig.  12,  Tafel  I)  gleichliegende  Involution  statt.  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  drei  Paare  gegenüberstehender  Seiten,  welche 
also  in  keinem  Eckpunkte  des  Viereckes  zusammentreffen,  mit  Ey  £f\  F,  F'\ 
Gy  G^y  so  gehen  von  a  und  b  die  gegenüberstehenden  Seiten  /*,  F'  und  Gy  G' 
aus.  Im  ersten  Falle  liegen  F  und  F'  beide  innerhalb  des  Winkels ,  wel- 
chen G  und  G^  mit  ab  bilden.  Deswegen  wird  die  Gerade  A  in  entgegen- 
gesetzter Reihenfolge  der  Punkte  von  ihnen  geschnitten.  Die  Reihenfolge 
ist  tggf^^'i  die  Involution  ist  daher  eine  ungleichliegende.  Hat  das 
Viereck  aber  einen  einspringenden  Winkel ,  bei  d  (Fig.  12,  Tafel  I),  so  ist 
F  ausserhalb  und  F'  innerhalb  des  Winkels,  welchen  G  und  G'  mit  ab  bil- 
den, woraus  eine  gleichliegende  Involution  folgt.  Lässt  man  d  durch  ^ 
auf  ac  nach  ä  gehen,  so  kehrt  sich  die  Lage  der  Involution  um ,  indem  in 
der  Grenzlage,  wobei  drei  der  gegebenen  vier  Punkte  in  einer  Geraden 
liegen,  die  eine  Punktreihe  auf  A  zn  dem  einzigen  Punkte  /"wird.  Es 
fallen  in  f  die  drei  Punkte  ^  ^,  e  zusammen ,  wobei  e  statt  e  als  zu  dieser 
Reihe  gehörig  betrachtet  werden  muss,  was  auch  schon  von  vornherein  ge- 
schehen darf. 

Bewegt  sich  nun  A^  so  wird  durch  seinen  Durchgang  durch  einen  der 
vier  Punkte  die  Involution  umgekehrt  Denn  durch  jeden  Punkt  gehen 
drei  nicht  gegenüberstehende  Gerade,  wovon  jedenfalls  zwei  gleich  (mit 
oder  ohne  Strich)  bezeichnet  sind  und  Punkte  derselben  Reihe  bestimmen. 
Von  diesen  zwei  Punkten,  die  sich  in  ihrer  Reihe  unmittelbar  auf  einander 
folgen ,  und  daher  auch  von  der  ganzen  Reihe  wird  die  Richtung  umge- 
kehrt, während  die  der  anderen  ungeändert  bleibt.  Dadurch  wird  auch 
die  Art  der  Involution  umgekehrt.  Beim  Durchgang  durch  einen  der  vier 
Punkte  wird  die  eine  Reihe  zu  einem  Punkte.  Geht  die  Schnittlinie  A 
durch  ein  Nebeneck  s,  9,  z  des  vollständigen  Viereckes,  in  welchem  sich 
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also  swei  gegenüberstellende  Seiten  schneiden ,  so  wechseln  die  mit  glei- 
chen Buchstaben  bezeichneten,  also  fticb  entsprechenden,  Punkte  ihre 
Stelle  in  der  Reihe  aller  sechs  Punkte,  wodurch  die  Richtung  keiner  Punkt- 
reihe umgekehrt  wird.  Beim  Durchgang  ist  das  Nebeneck  ein  Doppel- 
punkt. —  £s  ergiebt  sich  daher,  dass  die  Involution  eine  gleichliegende  ist, 
wenn  das  Viereck  keinen  einspringenden  Winkel  hat  und  eine  ungerade 
Anzahl  Eckpunkte  auf  jeder  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegt,  oder 
wenn  das  Viereck  einen  einspringenden  Winkel  hat  und  eine  gerade  An- 
zahl Eckpunkte  auf  jeder  Seite  liegt;  in  den  anderen  Fällen  ist  die  Invo- 
lution nngleichliegend«  Setzen  wir  zur  Uebersicht  die  Schnittpunkte  in 
ihrer  Reihenfolge  hin,  wobei  wir  die  gleichliegende  Involution  mit  +»  die 
ungleichliegende  mit  —  bezeichnen  wollen. 

1.  Das  Viereck  hat  kein  einspringendes  Eck. 

Durcbganfl^  der  A  durch  das  Beihaafol^  der 

Haupteck :  Nebeneok :  Punkte : 

^  —fffgfee 

.      ^  f  ff  efg^ 

„ -  egffge 

^  "^ -egffge 

, ! +  ^gf^gf 

; -  eefggt 

^ •     -  ee'fgg'r 

2.  Das  Viereck  bat  ein  einspringendes  Eck. 

Durchgang  A^r  A  durch  daa  Reihenfolge  der 

Haupteck:  Nobeneck:  Punkte: 

+  ro'fge 
^  —  r g  ^  ^gf 

.  —fg^^gf 

\ +  ^gf^gf 

—  eg  ge  f  f 

"^ -egge' ff 

^  ^ -egg'efr 

+  e'gfe  g  f 

Aus  diesen  beiden  Reihen  ergiebt  sich  —  und  zwar  beweisend,  weil 
dieselben  die  zwei  wesentlich  verschiedenen  Fülle  enthalten  —  das  allge- 
meine Kennzeichen  fttr  beide  Arten  von  Vierecken,  dass  die  in  unserem 
Satze  erhaltene  Involution  au  feiner  Schnittlinie  itf  dann  i:^n- 
gleichliegend  ist,  wenn  man  A  ohne  Durchgang  durch  einen 
der  vier  Punkte  nach  einem  Nebenecke  bewegen  kann,  an- 
dernfalls gleichliegend.  Man  kann  sich  von  der  AllgemeingttUig- 
keit  dieses  Kennzeichens  auch  dadurch  Überzeugen ,  dass  man  betrachtet, 
dass  A  von  einem  Nebeneck  zu  einem  anderen  nur  nach  Durchgang  durch 
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eine  gerade  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  gedreht  werden  kann ,  dass  also 
die  Art  der  Involution  beim  Durchgang  durch  die  Nebenecken  stets  die- 
selbe bleiben  muss,  und  dass  man  diese  Art  der  Involution  für  jede  der  zwei 
Arten  des  Viereckes  in  einer  besonderen  Lage  des  A  bestimmt. 

4.  Satz.  Wenn  man  durch  vier  Punkte  eine  Schaar  Kegel- 
schnitte und  an  sie  die  Tangenten  durch  diese  vier  Punkte 
legt,  so  sind  die  so  gebildeten  Tangentenbüschel  projecti- 
▼isch,  wenn  sich  die  Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt 
entsprechen. 

Beweis.  Seien  a,  fr,  c,  (/  in  Fig.  13,  Tafel  I,  die  vier  Punkte,  so 
kann  der  durch  sie  gelegte  Kegelschnitt  auf  dreierlei  Weise  in  ein  System 
sweier  Geraden  zerfallen.  Beweisen  wir  nun ,  dass  die  Tangentenbtischel 
für  a  nnd  b  projectivisch  sind.  Die  drei  Paare  von  Geraden  /*,  G^  H  und 
F'y  G\  E'  sind  die  ersten  sich  entsprechenden  Tangenten.  Nehmen  wir 
einen  beliebigen  fünften  Punkt  e  «n,  durch  welchen  der  Kegelschnitt  gehen 
soll,  und  seien  /  und  J'  die  durch  a  und  b  an  ihn  gelegten  Tangenten ,  so 
muss  bewiesen  werden,  dass  die  Büschel  /*,  G^  J7,  /  und  F\  G\  H\  J'  pro- 
jectivisch sind*  Man  kann  nun  das  Viereck  ab  cd  stets  derart  in  Perspec- 
tive setzen,  dass  es  ein  Rechteck  wird.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur 
den  Projectionsmittelpnnkt  auf  einen  Kreis  zu  legen ,  der  über  der  Ver- 
bindungslinie der  Durchschnittspunkte  gegenüberstehender  Seiten  afr,  cd 
und  bCyda  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  und  die  Projectionsebene  parallel 
mit  der  Ebene  dieses  Kreises  zu  nehmen,  ab  cd  in  Fig.  14,  Tafel  I,  sei  dieses 
Rechteck.  Die  Büschel  F^  G,  H  und  F\  G\  H'  werden  dann  gleich.  Die  Hal- 
birungslinieJlf  der  Seiten  a6und  cd  wird  ein  Hauptdurchmesser  der  Projec- 
tion  jedes  durch  ab  cd  gelegten  Kegelschnittes.  Ein  durch  e  gehender  enthält 
dann  auch  den  symmetrischen  Punkt  e\  und  die  Tangenten  /  und  J'  liegen 
ebenfalls  symmetrisch  gegen  K.  Daher  sind  die  Strahlenbüschel  F^  G^  iT,  / 
nnd  ^,  ^,  H\  J'  in  Fig.  14,  Tafel  I,  gleich  und  in  Fig.  13,  Tafel  I,  mit 
jenen  und  daher  auch  unter  einander  projectivisch.  Dann  sind  endlich 
alle  durch  die  vier  Punkte  a,  &,  c,  d  gelegte  Tangentenbüschel  projec- 
tivisch. 

5.  Satz.  Wenn  man  durch  vier  Punkte  eine  Schaar  Kegel- 
schnitte legt,  welche  mit  einem  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Strahlenbüschel  projectivisch  ist,  derart,  dass  das  Tangen- 
tenbüschel für  einen  der  vier  Punkte  mit  dem  Strahlen- 
büschel projectivisch  ist,  und  man  schneidet  das  letztere 
und  die  Schaar  Kegelschnitte  durch  eine  Gerade,  so  können 
nur  drei  Paare  entsprechender  Punkte  zusammenfallen, 
wenn  auf  dieser  Geraden  einem  Punkte  eines  Strahles  die 
zwei  Punkte  desjenigen  Kegelschnittes  entsprechen,  wel- 
cher von  der  entsprechenden  Geraden  des  Tangenten- 
bttschels  berührt  wird. 

Ztittchrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  IX  .  1.  4 


50    Beweise  u.  Erörterungen  einiger  Sätze  über  Kegelschnitte,  welche 


Beweis.  Seien  a,  b^  c,  d  in  Fig.  15,  Tafel  I,  die  vier  Pankte,  A  die 
schneidende  Gerade.  Nimmt  man  auf  derselben  einen  beliebigen  Punkt 
e  als  fünften  Punkt  des  Kegelschnittes  an,  so  ist  dieser  bestimmt,  und  man 
verzeichnet  seine  Tangente  durch  d  vermittelst  des  Pascal*schen  Sechs- 
eckes, in  welchem  eine  Seite  sur  Tangente  wird.  Verbindet  man  den 
Schnittpunkt  f  der  Seite  3  und  6  mit  dem  Schnittpunkte  g  der  Seite  2  und 
5,  schneidet  fg  mit  der  Seite  1  in  A,  so  ist  Acfe  die  Tangente.  So  kann 
man  zu  der  Reihe  der  Schnittpunkte  e  der  Kegelschnitte  mit  A  die  Eeihe 
der  Schnittpunkte  i  der  Tangenten  finden.  Da  der  Tangentenbttschel 
mit  dem  gegebenen  Strahlenbüschel  projectivisoh  sein  soll,  so  sind  es  auch 
die  Reihen  der  Schnittpunkte  b  des  Strahlenbüschels  und  s  des  Tangen- 
tenbüschels mit  A.  Die  Behauptung  ist  nun ,  dass  keine  mit  der  Reihe  der 
$  projectivische  Punktreihe  der  e  mehr  als  drei  entsprechende  Punkte  mit 
der  Reihe  der  e  gemeinschaftlich  haben  kann. 

Fällt  die  Punktreihe  e  mit  der  f  ganz  zusammen,  d.  h.  ist  der  Strah- 
lenbüschel mit  dem  Tangentenbfischel  perspectivisch  und  ist  A  ihr  Durch- 
schuitt,  so  hat  für  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  e  und  s  die  TangeiUe 
ausser  dem  Berührungspunkte  d  noch  diesen  Punkt  ei  mit  dem  Kegel- 
schnitte gemein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  der  Kegelschnitt  die  Tangente 
ganz  enthlilt.  Derselbe  kann  dies  aber  nur  auf  drei  Arten ,  indem  er  je- 
desmal in  ein  Paar  von  Geraden  zerfällt.  Die  durch  d  gehenden  Geraden 
da,  d6,  de  liefern  dann  die  drei  entsprechenden  Doppelpunkte  e,  fi,  «t^ti  ^t'»* 

Ist  aber  die  Reihe  $  mit  s  nur  projectivisoh,  so  können  möglicherweise 
wieder  drei  Punkte  b  mit  den  entsprechenden  e  zusammenfallen ,  weil  ja 
drei  Punkte  einer  projectivischen  Reihe  beliebig  sind.  Sollte  noch  ein 
viertes  Punktepaar  zusammenfallen,  so  müssten  die  vier  den  b'  entsprechen- 
den Punte  8  mit  den  vier  entsprechenden  e,  die  mit  b'  zusammenfallen,  pro- 
jectivisoh sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich.  Denn  aus  der  Construction 
der  Reihe  b  aus  e  folgt,  dass  die  Reihe  f  mit  e  perspectivisch  aus  a  und  die 
Reihe  g  mit  e  perspectivisch  aus  d  ist.  Daher  sind  die  Reihen  f  und  g 
projectivisch  unter  einander,  und  die  Verbindungslinien  fgh  entsprechen- 
der Punkten  sind  dann  bekanntlich  Tangenten  an  einem  Kegelschnitte, 
welcher  auch  die  Geraden  3  und  2  berührt.  Die  Tangenten  fgh  schneiden 
die  Linie  1  in  einer  Punktreihe  h,  welche  im  Allgemeinen  mit  den  Reihen 
f  und  g  keine  vier  projectivische  Punkte  enthält.  Denn  wäre  dies  der  Fall, 
so  würden  dieselben  vier  Linien  fgh  einen  Kegelschnitt  berühren,  der  ausser- 
dem noch  —  einen  ganz  besonderen,  nachher  zu  betrachtenden  Fall  ausge- 
nommen —  die  Geraden  3,  2  und  1  berühren  müsste.  Dieser  Kegelschnitt 
ist  aber  der  schon  vorhin  betrachtete,  weil  er  mit  ihm  sechs  Tangenten, 
deren  fünf  schon  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  gemeinschaftlich  hat,  oder 
es  müsste  1  eine  Tangente  an  jenen  Kegelschnitt  sein.  Dies  findet  aber 
im  Allgemeinen  nicht  statt,  da  der  Punkt  b  und  damit  auch  die  Gerade  1 
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nach  Fesdegung  des  Kegelschnittes  noch  willkürlich  ist.  Somit  hat  im 
Allgemeinen  die  Panktreihe  h  keine  vier  projectivischen  Punkte  mit  den 
Reihen  /"und  g\  nnd  deswegen  hat  anch  die  Reihe  e,  welche  mit  der  h  aas 
d  perspectivisch  ist,  keine  vier  projectivischen  Punkte  mit  « ,  welche  mit  f 
nnd  g  projectivisch  ist.  Und  somit  kann  die  Reihe  s'  keine  vier  Punkte 
mit  e  gemein  haben. 

Besondere  Fälle.  Ist  aber  1  eine  Tangente  an  jenen  Kegel- 
schnitt, so  ist  bekanntlich  die  ganze  Reihe  h  mit  g  projectivisch ,  und  da- 
her auch  die  ganze  Reihe  e  mit  der  e.  Da  ausserdem  beide  Reihen  drei 
Punkte  ^1«!,  esCf«  ^s^s  gemein  haben,  so  müssen  sie  ganz  zusammenfallen. 
So  lange  die  Reihen  e  und  s  ausgedehnt  sind,  fallen  die  entsprechenden 
Punkte  e  und  e  nur  dann  zusammen,  wenn  eine  Tangente  ausser  dem  Be- 
rührungspunkte d  noch  diesen  Punkt  mit  dem  Kegelschnitte  gemein  hat, 
d.  h.  ganz  in  ihn  füllt,  wenn  also  der  Kegelschnitt  aus  einem  Paare  gerader 
Linien  besteht  Soll  aber  ein  Paar  Gerader  durch  die  vier  gegebenen  und 
einen  beliebigen  Punkt  e  der  A  gehen,  also  zugleich  durch  fünf  Punkte ,  so 
müssen  stets,  wie  auch  e  liegen  mag,  drei  dieser  fünf  Punkte ,  also  drei  der 
gegebenen  vier  Punkte,  in  einer  Geraden  liegen.  Diese  drei,  z.  B.  a,  6,  c 
bestimmen  dann  die  eine ,  der  vierte  d  mit  jedem  e  auf  A  je  die  zweite  Ge- 
rade des  Kegelschnittes.  Zugleich  ist  dann  1  wirklich  Tangente  an  jenen 
Kegelschnitt,  da  es  mit  dessen  Tangente  2  zusammenfällt.  Die  Pnnktreihe 
%  ist  dann  mit  i  und  e  zugleich  projectivisch;  wenn  sie  dann  mit  e  drei 
Punkte  gemein  hat,  fällt  sie  ganz  mit  ihr  und  zugleich  mit  t  zusammen. 

Es  kann  aber  auch  dadurch  die  ganze  Punktreihe  e  mit  e  zusammen- 
fallen, dass  jede  zu  Einem  Punkte  wird.  Dies  geschieht,  wenn  einer  der 
vier  Punkte,  z.  B.  d,  auf  A  liegt.  Dann  bleibt  der  eine  der  beiden  Durch- 
aehnifttspunkte  jedes  Kegelschnittes  mit  A  in  dem  Punkte  d  und  der  andere 
beaehreibt  die  einfache  Panktreihe  e»  Mit  dieser  ist  die  Reihe  f  von  a  aus 
perspectivisch;  die  Reihe  g  geht  in  den  einen  Punkt  i  zusammen;  die  Ge- 
raden fg  bilden  einen  Strahlenbüsehel  von  t  aus  und  erzeugen  eine  mit  f 
und  e  projeetivische  Panktreihe  K  Daher  ist  auch  der  Tangenfenbüschel 
di  sowie  der  gegebene  Strahlenbüsehel  und  die  Punktreihe  t  mit  der  Reihe 
e  projectivisch.  Wenn  dann  die  Reihen  e  nnd  t  drei  Paukte  gemein  ha- 
ben ,  fallen  sie  ganz  ineinander.  —  Es  ist  jetzt  nur  noch  zu  untersuchen, 
ob  dann  1  eine  Tangeute  an  den  die  Geraden  fgh  einhüllenden  Kegel- 
sehnitt  ist«  Welche  Form  nimmt  dieser  Kegelschnitt  an?  Zu  den  von  ihm 
eingehüllten  Tangenten  gehört  der  Strahlenbüsehel  i,  in  welchen  die  Ver- 
bindangslinien  der  sich  entsprechenden  Punkte  f  und  g ,  welche  letztere  in 
f  insammenfallen,  übergehen.  Ausserdem  entspricht,  wie  die  Construction 
zeigt,  jedem  Punkte^  der  Geraden  2  derselbe  Punkt  e,«,  der  Geraden  8,  so 
dass  auch  der  Büschel  egfg  den  Kegelschnitt  berührt.  Es  entspricht  also 
jedem  Punkte  f  auf  3  der  Punkt  f  auf  2,  und  umgekehrt'  jedem  Punkte  g  auf  2 
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'  der  Punkt  e,  c,  auf  3,  so  dass  die  ausgedehnten  Panktreihen  auf  2  und  8 
>  sich  nicht  entsprechen,  und  daher  weder  sie  noch  die  durch  dieselben  be- 
stimmten StrahleDbüschel  e,  f g  und  f  projectivisch  sind.  Ein  von  den  Bflscheln 
f  nnd  e^  t^  eingehüllter  Kegelschnitt  wird  za  einer  durch  die  swei  Mittel* 
punkte  der  Büschel  begrenaten  Strecke.  Alle  in  der  Ebene  dieses  Kegel* 
Schnittes  liegenden  Geraden,  ob  sie  Tangenten  an  denselben  sind  •—  d.  h« 
durch  einen  der  zwei  Punkte,  welche  ihn  begrenzen,  gehen  —  oder  nicht,  wer- 
den jetzt  von  den  Verbindungsgeraden,  je  zweier  entsprechender  Punkte  der 
gegebenen  Punktreihen,  also  hier  von  den  Strahlenbüscheln,  in  Punktreihen 
getroffen,  welche  mit  jenen  projectivisch  sind.  Es  tritt  demnach  hier  eine 
Ausnahme  für  den  Satz  ein,  auf  welchen  wir  uns  oben  in  unserem  Beweise 
gestützt  haben,  und  welchen  Steiner  in  seiner  „systematischen Entwicke« 
lung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten,  1832'^  S.  42  unter  $  43,  I, 
2  so  ausspricht:  „Alle  möglichen  Geraden,  welche  von  irgend  vier  festen 
Geraden  nach  einem  und  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten  wer- 
den, sind,  sammt  den  vier  festen  Geraden,  Tangenten  irgend  eines  be- 
stimmten Kegelschnittes."  Steiner  beweist  diesen  Satz  nicht  für  sich; 
wir  wollen  ihn  folgendermassen  beweisen,  woraus  sich  ergeben  wird ,  dass 
derselbe  nur  im  Allgemeinen  richtig  bt,  indem  er  eine  Beschränkung  durch 
einen  besonderen  Fall  erleidet.  Seien  in  Fig.  16,  Tafel  I,  ^j,  ^„  ^3,  ^4 
die  vier  festen  Geraden,  werde  irgend  eine  andere  Gerade  C  in  einem  ge- 
wissen Doppelverhältnisse  geschnitten ,  so  bestimmen  diese  fünf  Geraden 
einen  Kegelschnitt,  den  sie  berühren.  Soll  eine  weitere  Linie  B  in  den 
Punkten  ^i ,  ^t  >  ^1 1  ^4  in  demselben  Doppelverhältnisse ,  oder  projectivisch 
mit  (7,  geschnitten  werden,  so  wird  behauptet,  dass  sie  denselben  Kegel- 
schnitt berührt.  Denn  würde  sie  ihn  nicht  berühren,  so  ziehe  man  von 
einem  beliebigen  der  vier  Schnittpunkte  b^  eine  zweite  Tangente  A  an  den, 
Kegelschnitt,  welche  von  den  vier  festen  Geraden  in  den  Punkten  a^  ^t 
Ot,  a«  und  zwar  io  demselben  Doppelverhältnisse,  wie  jene  Tangente  (7,  also 
auch  wie  By  geschnitten  wird ,  so  dass  die  Punktreihe  der  a  mit  der  der  b 
projectivisch  ist.  Da  ausserdem  zwei  entsprechende  Punkte  derselben,  ii| 
und  ^1,  aufeinander  fallen,  so  müssen  sie  perspeotivisch  liegen,  oder  die 
drei  übrigen  Projectionsstrahlen  ^,,  ^,,  A^  müssen  sich  in  einem  Punkte» 
dem  Projectionsmittelpunkte,  schneiden.  Es  müssen  dann,  da  diese  Gera* 
den  Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt  sind ,  von  diesem  Punkte  aus 
drei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  gezogen  werden  können.  Dies  ist 
aber  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  wird  es  jedoch  in  dem  besonderen 
Falle,  dass  der  Kegelschnitt  in  einen  Punkt  oder  eine  Strecke  übergeht  und 
dass  drei  beliebige  der  festen  Geraden  durch  einen  und  denselben  der  beiden 
•Grenzpunkte  gehen.  Dann  lassen  sich  unendlich  viele  Tangenten  durch  die- 
sen Punkt  an  den  Kegelschnitt  legen.  Dieser  Fall  tritt  aber  nur  dann  ein, 
wenn  alle  vier  festen  Geraden  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  Alle  6e* 
raden  ^,  welche  von  den  vier  festen  Geraden  in  demselben  Doppelverhftlt- 
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nisse  geschnitten  werden ,  herühren  daher  im  Allgemeinen  einen  bestimm- 
ten Kegelschnitt,  den  besonderen  Fall  aasgenommen,  dass  die  vier  festen 
Geraden  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  —  Dies  ist  der  Fall  in  Fig.  15, 
Tafel  I,  sobald  d  auf  A  liegt,  indem  dann  die  vier  Geraden  fgh  durch  den 
Punkt  t  gehen.  Die  Gerade  1  kann  dann  von  ihnen  in  einer  mit  f  und  e 
projectivischen  Punktreihe  getroffen  werden,  ohne  Tangente^an  den  in  die- 
sem Falle  durch  die  swei  Punkte  t  und  e^s^  bestipumten  Kegelschnitt  zu 
sein. 
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L  Auflösung  ein«r  geometrisolien  Aufjg^be.  Von  Dr.  Chr.  Wiener, 
Professor  an  der  polytechnischen  Schale  zu  Carlsmhe. 

Aufgabe.  Einen  ebenen  Büschel  ronrier  Strahlen  durch 
eine  Oerade  so  su  schneiden,  dass  auf  derselben  in  swei  nicht 
nebeneinander  liegenden  Winkeln  jenes  Büschels  gegebene 
Strecken  enthalten  sind. 

Seien  in  Fig.  1,  Taf.  I,  /»  und  v  die  zwei  nicht  nebeneinander  liegenden 
durch  den  Büschel  o  gebildeten  Winkel,  so  soll  die  Oerade  J  so  gesogen 
werden,  dass  At  :=  m,  Ar/  s=  n  ist« 

Auflösung.  Trage  in  den  ron  f»  und  y  und  einem  swischenliegen- 
den  Winkel  gebildeten  Raum  die  Strecke  aiO,  =3  m  +  »  ein,  so  dass  aj  auf 
dem  äusseren  Schenkel  Ton  fn  und  a^  auf  dem  Ton  y  liegt,  mache  a^  b^  =  m, 
so  dass  6|  üf  =:  n,  und  ziehe  die  beliebige  Oerade  a,  «|  durch  a|,  welche  mit 
dem  Büschel  die  Schnittpunkte  aj,  /*,  g,  a^  liefert.  Da  jede  mit  J  parallele 
Oerade  in  den  Winkeln  fi  und  v  Strecken  enthält,  welche  sich  wie  m :  n 
verhalten,  und  da  sie  ausserdem  mit  a^fga^  projectivisch  ist,  so  suche  man 
nach  diesen  beiden  Bedingungen  ajff,  zu  theilen.  Denkt  man  sich  den 
einen  Theilnngspunkt  von  Oi  gegen  Of,  den  anderen  Ton  a^  gegen  a,  rücken, 
so  dass  immer  die  Abstände  von  aj  und  Cf  sich  wie  m :  n  verhalten ,  und 
suche  diejenige  Lage  beider  zu  bestimmen,  in  welcher  OiO^  sammt  seinen 
beiden  Theilungspnnkten  mit  a^fga^  projectivisch  ist.  Dann  sind  auch 
beide  perspectivisch,  weil  zwei  entsprechende  Punkte  in  den  Schnittpunkt  a^ 
zusammenfallen.  Die  Projectionsstrahlen  der  zwei  nächsten  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  welche  von  f  und  g  nach  den  zwei  Theilungspnnkten 
der  ^1  Ot  gehen,  müssen  sich  dann  in  einem  Punkte  des  letzten  Projections- 
strahles  a,0|  schneiden.  Indem  der  bewegliche  erste  Theilnngspunkt  in 
aj,  6|,  C|  ist,  wobei  a^  6|=6|C|S3iit,  befindet  sich  der  zweite  in  o,,  6s,  c^,  wobei 
0,6,  =  6,c,  =  n.  Beide  beschreiben  daher  ähnliche  Pnnktreiben,  und 
deren  Projectionen  von  f  und  g  aus  auf  0,1x1,  d.  i.  «ißiyt  und  «tj^iyt  sind 
projectivisch.  Sie  sind  ausserdem  nngleichliegend ,  weil  es  die  ähn- 
lichen Reihen  auf  a^  a,  sind  und  die  Projectionsmittelp unkte  in  demsel- 
ben Winkelraume  der  projicirten  aiOf  und  der  Projectionslinie  oa^  liegen; 
sie  müssen  folglich  zwei  Doppelpunkte  haben.  Diese  suche  man  in  i^  i^  und 
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ti  it  nach  dem  bekannten  nnd  in  der  Figur  angewendeten  Verfahren  ver- 
mittelst eines  Kreises.  Die  Projectionsstrahlen  8ff  und  8t  g  entsprechen 
sich  und  schneiden  daher  anf  a^a^  ünssere  Stilcke  ab«  die  sich  wie  min 
verhalten;  ferner  fallen  dj  und  öf  in  Einem  Pankte  von  atcri  zusammen; 
dieser  ist  deswegen  das  Projectioscentrnm ,  von  dem  ans  a^fga^  und  a,a, 
mit  seinen  Theilungspnnkten  projectivisch  sind. 

Der  Schnittpunkt  h'  Ton  di  b^  mit  a^  «j  und  der  Strahl  o  h'  entsprechen 
dem  6,,  so  dass  ob'  die  zu  legende  Gerade  A^  so  in  6/  schneidet,  dass 
A6/:  6//  =  m  :  n.  Trage  nun  auf  einer  durch  o  gehenden  Geraden,  z.  B. 
anf  o Hl  op=zm^  oq  =:n  auf,  ziehe  qr^ob\  so  ist  pr  die  Richtung  von  A. 
Denn  der  Büschel  der  ftinf  Strahlen  von  o  bildet  auf  pr  eine  Punktreihe, 
welche  mit  der  auf  a^a^  projectivisch, '^ber  auch  ähnlich  ist,  da  die  Ab- 
atftnde  dreier  entsprechender  Punkte  in  gleichem  Verhältnisse  stehen. 
Die  äusseren  Stücke  von  pr  erhalten  deswegen  ebenfalls  das  Verhältniss 
von  m  :  n.  Ziehe  dann  in  bekannter  einfacher  Weise  mit  pr  die  Geraden 
Ji  und  ^derart  parallel,  dass  die  Strecke  hi=m  und  dadurch  auch  kl=n 
wird.  Ebenso  liefert  ti  f^  den  Punkt  b"  auf  Oj  a, ,  wodurch  der  Strahl  o  b" 
nndriie  Geraden  A^  und  A^^  bestimmt  sind.  ^|,  A^^  A^^  Ä'  sind  die  Auflösungen. 

Besonderer  Fall.  Istm=n,  so  vereinfacht  sich  die  Auflösung 
wesentlich.  Sei  in  Fig.  2,  Tafel  I,  a|6|  =:6iC|  =  i?i  £=n,  so  fallen  die 
Punkte  a|,  c,  und  a,,  c^  zusammen.  Die  vorhin  beliebige  Schnitttlinie  aj  tt^ 
lege  so,  dass  b^g  oder  b^fi^oa^^  Die  Punktreihen  a^b^c^  und  a,&,c, 
sind  gleich,  und  ihre  Projectionen  von  f  und  g  aus  auf  o«!  sind  projectivisch 
und  involutorisch,  weil  die  beiden  Punkte  a, /,  °nd  a^fx  sich  doppelt  ent- 
sprechen. Der  Mittelpunkt  der  Involution  ist  der  Durchschnitt  ^  von  fby  mit 
0«!«  Denn  dem  unendlich  entfernten  Punkte  ^er  zweiten  Keihe  entspricht 
der  Parallelstrahl  b^g  und  der  Punkt  b^  der  Reihe  Of^t^t*  ^^^  ^t  c"^" 
spricht  6|  in  «i^iC,  und  der  Projectionsstrahl  /*&i<p,  so  dass  9>  der  ersten 
Reihe  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  zweiten  Reihe  entspricht,  also 
der  Mittelpunkt  der  Involution  ist.  Aus  9  ergeben  sich  die  Doppelpunkte 
j|0,  und  «ift  nach  dem  Satze  9d,*s=9Si*=9>a|  X9>a,.  Die  Geraden 
di&i  und  ft^i  schneiden  üyU^  in  b*  und  b'\  wodurch  die  Linien  ob'  und  ob" 
bestimmt  sind,  welche  die  gesuchten  Geraden  A  halbiren  (wegen  «i^^n). 
Die  beiden  Richtungen  von  A  sind  aber  hier  mit  06'  und  ob"  parallel. 
Denn  denkt  man  sich  den  Strahlenbüschel  0  mit  der  Geraden  A^  so  proji- 
cirtf  dass  der  Büschel  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  über  Ax  bildet,  so  ist 
ob'  \^  Ai  und  A^  muss  offenbar  ebenfalls  _L  A^  stehen,  so  dass  A^  4^  06'.  Die- 
ser Parallelismus  muss  auch  hei  der  ursprünglichen  Figur  bestehen.  Ist 
fi  =5 1^9  so  ist  0  b'l_  0  b'\ 

Andere  Auflösung  des  besonderen  Falles.  Die  Aufgabe  — 
einen  ebenen  Büschel  von  vier  Strahlen  durch  eine  Gerade  so  zu  schnei- 
den, dass  anf  derselben  in  zwei  nicht  nebeneinander  liegenden  Winkeln 
jenes  Büschels  gleiche  Strecken  enthalten  sind  —  kann  auch  mit  einer  ande* 
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ren  Ornndanschaanng  00  gelöst  werden.  Zur  beliebigen  Schnittlinie  afgh 
des  Büschels  soll  eine  Reihe  von  vier  Funkten  gesucht  werden,  welche  mit 
ihr  projectivisch  ist  und  zwei  gleiche  äussere  Abschnitte  enthält«  Nnn  hat 
aber  jeder  Kegelschnitt  die  Eigenschaft ,  dass  die  von  den  Endpunkten 
einer  Sehne  parallel  mit  den  Tangenten  an  den  Endpunkten  des  mit  der 
Sehne  parallelen  Durchmessers  gezogenen  Geraden  gleiche  äussere  Stücke 
auf  dem  Durchmesser  abschneiden.  Irgend  einen  Kegelschnitt  kann  man 
so  projiciren,  dass  er  ein  Kreis  af  g'h^  und  dass  dessen  Durchmesser  ah 
die  Projection  des  genannten  Durchmessers  ist.  Ziehe  die  Tangenten  aa\ 
A  VJ_  ah  und  ff^  gg  "^  ady  schneide  die  letzteren  Linien  mit  dem  Kreise  in 
f\  g\  so  ist  die  Sehne  f  g  die  Perspective  der  oben  genannten  Sehne  und 
afy  gh  sind  die  Perspectiven  gleicher  Abschnitte.  Die  Perspective  b'  des 
Mittelpunktes  des  Kegelschnittes  ergiebt  sich  als  Schnittpunkt  des  Durch* 
messers  a  A  mit  der  Parallelen  mit  aa'j  welche  man  aus  dem  Kreuaungspnnkte 
der  Diagonalen  a'k^  ah'  zieht.  Daraus  folgt  der  Strahl  ob\  welcher  die 
Linie  ^  halbirt,  und  J!  ergiebt  sich,  wenn  man  h'i's=zb*a  macht,  ik^ob' 
mit  oh  schneidet;  a Ar  ist  dann  A\  womit  ob"  parallel  ist.  ob'  und  ob"  sind 
die  beiden  Richtungen  der  Geraden  Ä,  '• 


IL  lieber  die  Bifferentialgleicliüng:  «y'+('*+?^0/+(P  +  n^+>na;')y 
=  0.    Von  R.  Hoppe. 

Die  von  Hm.  Spitzer  im  8.  Jahrg.  d.  Zeitschr.,  S.  123,  gelöste  Diffe- 
rentialgleichung bat  mit  machen  anderen  Gleichungen  zweiter  Ordnung 
die  Eigenthfimlichkeit  gemein,  dass  ans  jeder  Speciallösung  ohne  neue  Li* 
tegration  eine  zweite  hervorgeht,  ein  Umstand,  der  nicht  blos  den  Ausdruck 
des  vollständigen  Integrals  vereinfacht,  sondern  anoh  zur  Erweiterung  der 
Grenzen  der  Gültigkeit  einer  Speciallösung  dienen  kann,  und  um  dessent« 
willen  ich  die  Gleichung  einer  nochmah*gen  Betrachtung  unterziehe.  In 
Betreff  der  citirten  Bearbeitung  selbst  muss  ich  zwei  Bemerkungen  voraus- 
schicken. Erstens  hat  Hr.  Spitzer  zwei  verschiedene  Lösungen  ange- 
kündigt, deren  letztere  er  am  Schlüsse  in  einem  besonderen  Falle  für  be- 
sonders vorth eilhaft  erklärt  In  der  That  ist  aber  dieselbe  nur  in  diesem 
Falle  richtig;  in  jedem  anderen  wird  der  Ausdruck  null  oder  unendlich. 
Man  darf  daher  die  Ergebnisse  weder  als  zwei  sich  ergänzende  Special- 
werthe,  noch  als  zwei  Formen  desselben  Integrales  der  allgemeinen  Gleich- 
ung ansehen.  Zweitens  unterliegt  auch  die  erste  Lösung  Beschränkungen» 
welche  sich  der  Beachtung  entziehen,  weil  der  Beweis  nicht  ganz  zu  Ende 
geführt  ist.  Damit  nämlich  in  Gleichung  6)  der  integrirte  Theil  ver- 
schwinden sollte,  ist  nur  eine  Bedingung  erfüllt,  der  Erfolg  davon  nicht 
'    weiter  geprtift  worden,     üeberdies  war  es  leicht,  nach  derselben  Methode 
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statt  einer  Speciallösang  das  vollständige  Integral  zu  gewinnen,  indem  man 
W  nicht  als  unabhängig  von  x,  sondern  als  lineare  Function  von  x  einfährt« 
Zu  leichterer  Uebersicht  wende  ich  die  bekannte  Transformation  an, 
wodurch  das  Mittelglied  der  Gleichung  entfernt  wird.     Setzt  man 

SO  nimmt  die  Oleichung  entweder  die  Form  an : 

1)  z"=(a/«+6)z 

wo 

^— 4m«  rM- 2(5^  —  2/))«       (gr  —  2n5)« 


4s*       '  4**  16a«* 

qr  —  2»« 
r  =  a:  + — 

oder,  falls  $'  =  4m « ,  die  Form :  ' 

wo 

2s*       '  2{qr—7.ns) 

oder  endlich,  falls  auch  ^r  =s  27i  s,  die  Form : 

wo 

r'  +  2(y— 2p)s 

^ 

gesetzt  ist«     Die  zwei  letzten  Formen  übergehe  ich.     Die  Oleichung  1) 

geht  durch  die  Substitution 

2)  z=pe^Pafi 
über  in 

3)  /'+  2ya  tp  =  {b  —  Va)p 
und  diese  nach  n  maliger  Differentiation  in 

p(«+2)-^2Kö/p<"+^>=[6  — (2n  +  l)Kö]p<"^. 
Ist  hier 

h  =  {2n+l)ya, 
so  genügt  ein  constantes  p^*),  woraus  sich  dann  mit  Hülfe  der  vorhergehen- 
den Ableitungen  der  Gleichung  successive  die  Ableitungen  von  p  und 
schliesslich  z  ergeben.  Dieser  Werth  von  h  ist  es,  welcher  genau  dem 
Falle  entspricht,  aufweichen  die  Spitzer' sehe  zweite  Lösung  eich  anwenden 
lässt.  Um  ihn  auf  negative  n  auszudehnen ,  braucht  man  nur  das  Vorzei- 
chen von  Ya  zu  ändern. 

Die  erste  Ableitung  der  Gleichang  3)  lautet : 
p"+  2yatp'=  (h  —  zya)p 
und  geht  nach  der  Substitution 

6)  j,'=.^^<-l^-'« 

über  in 
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^^^^>^^^^^>»^^>^»»»*»»»»<»^»W«iy\^<^V'^'l^N^>^>i»^^^' 


7)  q'=^{ai*+b  —  7ya)q. 
Kennt  man  demnach  eine  Lösung  der  Gleichung  1) : 

80  genttgt  der  Oleichnng  7)  der  Werth: 

q^f{t,b-2Va). 
Hieraus  findet  man  nach  Oleichnng  0)  erstp';  dann  durch  DifflBrentiation 
p"\  dann  nach  Gleichung  3)  p;  endlich  nach  Gleichung  2)  die  folgende 
aweite  Lösung  von  Gleichung  1) : 

8)  z^r{t,b-2ya)'^yaif{i,h-tYa). 

Dies  als  ein  neuer  Werth  von  f{t^  b)  betrachtet,  giebt  nach  Einf&hmng 
einen  dritten  Werth  von  z  u.  s.  f.  Man  kann  demnach  beliebig  viele  Ans- 
drttcke  ftlr  z  finden,  die  swar  im  Grunde  nur  Combinationen  der  zwei  ersten 
sein  können,  aber  durch  die  Verschiedenheit  ihrer  Form  eine  nUtaliehe 
Anwendung  gestatten,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird. 

Nach  der  Spitaer'schen  Methode  findet  man  als  erste  Speciallösung 
der  Gleichung  1) : 


2: 

-1 


Die  Gültigkeit  ist  jedoch  auf  Grenzen  eingeschränkt,  zwischen  denen  der 

Va 
reelle  Theil  ron  '— ,  den  wir  mit  ß  bezeichnen  wollen,  liegen  muss.     Bei 

der  in  der  Rechnung  angewandten  theilweisen  Integration  rerschwindet 
nämlich  der  integrirte  Theil  nur  für 

und  ebensoweit  reicht  die  Convergenz  des  Integrales.  Setzt  man  den  ge- 
fundenen Werth  fUr  /*(< ,  b)  in  Gleichung  8)  ein,  so  erhält  man  als  zweite 
Speciallösung: 


gUltig  fttr 

—  3<^<3. 
Durch  Wiederholung  der  Operation  findet  man : 

9)  *  =  1?    1.8...(2*  — l)fn)tt«-»*<"-»X 

*=0 


J  (i  +  M)*  Vi  — m/ 


(i  +  M)*'  '  W  —  u/ 

-1 

gültig  für 

—  1</J<2«  +  1 
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wenn  n^gerade,  micl  für 

-8</J<2ii  +  l 
wenn  n  ungerade  ist.  De  sich  nun  fi  wegen  des  villkflrlichen  Yorseiehens 
Ton^a  immer  positir  nehmen  Usst,  so  kann  man  die  Oflliigkeitsgrenaen 
dnrch  ein  entsprechend  grosses  n  beliebig  erweitern.  Aas  der  abwechseln- 
den Form  9(<*)  nnd  /^(l*),  welche  die  Ausdrücke  aeigen ,  erkennt  man, 
dass  die  mit  geraden  n  unter  sich,  und  die  mit  ungeraden  n  unter  sich  iden- 
tisch  sind ,  je  awei  hingegen  mit  geradem  und  ungeradem  n  sich  aum  Toll- 
ständigen  Integral  rerbinden  lassen. 

Eine  Summation  des  Ausdruckes  9)  Iftsst  sich  in  mehr  als  einer  Form 
TollsiehiDn.    Erstens  ist 

daher 

wo  naeli  der  Differentiation 


m  f etsen  ist     Zweitem  hat  man : 


1.8...  (2*— 1)= p^y«--»»-*dp. 


Naeh  Einsetsung  dieses  Werthes,  Summation  der  binomischen  Reihe  und 
Substitution  von 

Ar  9  erhftlt  man : 

1 

-1 

0 
gültig  f&r 

—  2«  — 1</J<2«+1. 
Fttr  negative  a  würde  eine  kleine  Aenderung  erforderlich  sein ;  doch  reicht 
hier  die  anfängliche  Ltfsung  schon  für  jedes  reelle  h  aus. 
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nL  Note  über  lineare  Differential- Olelohnngen.    Von  Sxmov  Sf  itbbs, 
Professor  an  der  Wiener  Handels- Akademie. 

Ich  habe  im  8.  Bande,  S.  dO,  dieser  Zeitschrift  eine  neue  Integrations- 
Methode  fttr  Differentialgleichnngen  der  Torrn 

J,  a:y<«)  +  B,  y<— 1>=  af»{Ax9+  By) 
mitgetheilt,  in  welcher  ich  das  Integral  dieser  Differentialgleichnng  in  der 
Form 

▼oranssetste,  wo  ^(o:)  eine  der  Differentialgleichung 

genügende  Function  von  x  ist.  Ich  will  nun  zu  weiteren  Anwendungen 
dieser  Methode  schreiten,  und  erlaube  mir  die  Resultate ,  die  ich  gefunden, 
hier  mitzutheilen. 

Wenn  das  Integral  der  Gleichung: 

1)  z^*>^z^{Axz  +  Bt\ 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl,  m,  A  und  B  constAnte  Zahlen  be- 
zeichnen 

2)  z  =  tW 

ist,  so  lässt  sich  das  Integral  der  gleichgeformten  Gleichung 

3)  y<»>  =  a;"»(^,a:y  +^,y) 

in  welcher  A^  von  B^  ebenfalls  constante  Zahlen  sind,  in  folgender  Form 
aufstellen : 

woselbst  V  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  FuncUon  von  ti,  h  eine 
ganze  positive  Zahl  und  a  eine  constante  Zahl  bezeichnet,  welche  in  dem 
Ausdrucke 

nach  vorgenommener  A  maliger  Differentiation  statt  u  gesetzt  werden  muss. 
Aus  4)  folgt: 

und  werden  diese  Werthe  in  3)  substituirt,  so  erhält  man : 

5)        |j^[t<">(Ma:)«T— ^,j-H-it(;'(wa:)«r— ^,a:«if;(tta:)F]|  =0, 

Da  z  ~=  tf;(a?)  das  Integral  der  Gleichung  i)  ist,  so  hat  man: 

if;(«>  {x) = A  a;'»^*  ^'  (a;)  +  5  o:«  -^  (o;), 
folglich  ist  auch 

.'^<">(wa:)  =  w4M'"+i  af"-^^  '^' {ux)  +  Bt^x'^Hfiux) 
und  wird  dieser  Werth  von  t^<"J(i/ar)  in  5)  eingeführt,  so  erhält  man: 
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6)      |^[(^""^— -^j)  yuxif'{ux)  +  (5m"«+«— ^,)  Vfl,{ux)]  1=0. 

Damit  aber  der  Anadrack  6)  identiacli  werde^  ist  es  erforderlich»  dass  er  in 
die  Form 

gebracht  werden  könne ;  folglich  mass  sein : 

Setzt  man  hierein : 

8)  ^  ^  =  ^(iiic)z, 

woselbst  z  eine  rein» Function  yon  u  ist»  so  hat  man: 

dw         ,     .dz  ,,     ^ 

—  =  i^(tta:)  —  +  x^  {ux)z 

und  folglich  ist 

V[(iAu*^—A,)uxn,'  {ux)  +  (5m'»+"-  ^i)*(ttx)]  = 

=  (m — a)x^\f{ux)z+    {u  —  «)- hz  jtf;(Mar), 

Diese  Gleichnng  serfMlt  in  folgende  2  Gleichungen : 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgen,  wenn  man  der  Kürze  halber 

10)  -—  s=  a  ,  .    .   . ; — r  =  0 

'  A^  AA^irn+n) 

setzt: 

folglich  ist: 

das  Integral  der  Gleichung  3),  vorausgesetzt,  dass  z=^'^{x)  das  Integral 
der  Gleichung  1)  ist  — 

Das  soeben  gefundene  y  ist,  wenn  h  eine  ganze  positive  Zahl  bezeich- 
net, und  er  ganz  willkürlich  ist,  stets  gleich  Null.  Bios  in  den  beiden  spe- 
ciellen  Fällen ,  wo  c  =  0  oder  wo  «  =  «  ein  Factor  von  -iM"'+»  —  A^  ist, 
erzielt  sich  für  sf  einen  anderen  Werth. 

Wir  setzen  daher  erstens  a  =  0  und  erhalten  hierdurch 

was  sich  vereinfacht  für 

fl.+  A  =  0, 
dies  führt  zu  folgendem  Werthe  von  y 


^LlF 


'    4 
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nnd  dieses  Integral  ist  tadellos,  wenii  h  eine  ganse  poiitire  Zahl,  nnd  die 
Ausdrücke 

*(o)       ♦'(<>)       ^"(0)...-       *<*>(o) 

endlich  sind.  Entwickelt  man  den  Ausdruck  14) ,  so  erscheint  y  in  nach- 
stehender Form: 

15)  y=Co  +  C,x  +  C^a^  +  ...        +CkX^, 

woselbst  C^  C|,  C,  . . .  Ca  bestimmte  Constanten  bedeuten*  Sind  dieselben 
sXmmtlich  gleich  Null,  so  ilst  auch  Sf  =  0,  und  man  hat  dann  in  diesem  Falle 
kein  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  geAinden. 

Wir  setzen  zweitens  vorausi  dass  u  —  a  ein  Faetor  von  Ju'^^-^Ji 
•ei.    In  diesem  Falle  Tereinfacht  sich  der  Ausdruck  12)  flir 

nnd  geht  hierdurch  Aber  in : 

was  sich  in  eutwickelter  Form  so  schreiben  Iftsst: 

17)        y=Cot(aa:)+C,«^'(«a:)  +  Cia:*V' (««)  +  ••  •+CAa:V*K«*) 

woselbst  wieder  Cg,  Ct,  C« ...  Ca  constante  Zahlen  beaeichnen. 

Ist  a.  B. 

ABt  —  AiB 
^^^^=l.»oUtA-l.     *  =  -! 

und  man  erhftlt: 

Da  tf  —  o  ein  Factor  ron  Au^"^* — Ai  ist,  so  muss 

19)  .  ^C*+"3a^l 

sein,  und  hieraus  ergiebt  sich  «.     Ferner  hat  man : 

tl  — «  ^u^H^i  — ^^— ^(|»  +  |t)(M  — ft)t<--Hi-t 

Es  ist  nun,  für  ti=a 

u — «       ^^        « 

Au"*"^  —  Ai  —  itf(m-{-^)(u  —  «)w*'"  * 1 — m  —  n 

(Ju-^-^O:  2(m+ii)^.' 

folglich  hat  man: 

L'-i(   "-«    VI  =    ^' 
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-<«,-<-^-»-,-  »  "■■y%r«i-M-liOj-),-ifV->f->/-j-i_r»j\jf\ri<->«-«-.->^  "  ■"■»r-i-   ■  ,  ■    ■  «  wo  -  «  ^»»»fc»w^«i«^o<w>^«wW«»«»W<»\^^^^^^»< 


und  daher  ist,  wenn  man  den  constanten  Factor        .    vt  ^  t  "'"^^gJ*"**) 

$=s(a — m — n)^(aa:)  +  aa:^'(cf«), 
oder  da 

20)  y  =  -P*  (««:)  +  ^a«^'  (««). 

Für  den  speciellen  Fall  A^^J^  kann  man  ans  der  Oleichnng  19)  den 
Werth  a  =  1  sieben  nnd  hat  dann  für  die  2  Gleichungen: 

zi^)^af^{Axz+Bz) 
y^^i^af'iAxy+B.y) 
falls  zwiachen  den,  in  selben  Torkommenden  Constanten  die  Bedingung 
stau  hat 

Bt  =  B  +  A(m  +  n) 
folgende  Gleichung: 

3f  =  Bz  +  Axz\ 
Hat  man  daher  folgende  Reihe  linearer  Differential- Gleichungen: 

^^)  =  x^{Axy   +^y) 

21)  \     Sf.<»>  =  a:-(^a:y,'  +  i?,y,) 
y.^*>^x^{Axy\  +  B,y,) 


Qod  ist  in  selben: 


oder  was  dasselbe  ist: 


Bi  =  B  +  ACm  +  n) 
i5,  =  ^,  +  ^(m  +  ii) 
5,  =  B,+  ^(ot  +  w) 


B^  =  B  +  A{m  +  n) 
Bt  =  B  +  2A(m  +  n) 
B^  =  B  +  ZAlm  +  n) 


so  finden  swischen  den  Integralen  der  obigen  Differential-Gleichungen 
folgende  Relationen  statt: 

yx  =  By  +  Axy 

yt  =  B^y,+Axy^' 

1fM=  ^tVt  +  ^^Vt 


wenn  man  also  das  Integral  der  ersten  Gleichung  des  Systemes  21)  kennt, 
so  kennt  man  auch  die  Integrale  aller  übrigen. 


*)  Der  specieUe  Fall  «+«=0  wird  hier  nicht  in  Betracht  fesogea. 
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Das  soeben  mitgetheilte  In tegrations- Verfahren  leitete  mich  xn  dem 
werkwürdigen  Satze,  das  man  stets  2  Difierential- Gleichungen  der  Form: 

22)  «<")  =  a:«[^rir''«<''>+^f-ia;'-i2('^i)+  . . .  ^A,xz+A^z] 

23)  y<«)  =  x^lBrX^y^^^+Br.ix^-W^-^)^  . . .  +  ^.«y'+^o^] 
in  welchen  r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  Ar==^Br  ist,  und 

A^    ^r— It     •  •  •  •      ^j»    A^ 

Constanten  sind,  angeben  ktfnne,  deren  Integrale  in  folgendem  Zusammen- 
hange stehen: 

24)  y  =  CoZ  +  Cjarz'  +  C,««2"  +  . . .  +  Cix^xS^)', 
Cg,  C|,  C, . .  •  Ci  bedeuten  ebenfalls  constante  Zahlen. 

Um  dies  zu  beweisen ,  setze  ich  den  in  24)  stehenden  Werth  von  y  in 
die  Gleichung  23),  und  erhalte  hierdurch  eine  Gleichung  folgander  Form : 

25)  =a:«-(Ze2  +  Z,a:2'+Z».T*z"+  . .  . +Zi+r  a:i+^2<^>]. 

Setzt  man  nun  im  ersten  Theile  dieser  Gleichung  für  z<"^  seinen  in  22) 
stehenden  Werth,  nämlich: 

zK^)=x'^{Arai^z(^)+Ar^xx^-^:^^^)+..,  +  AtXz+A^z\, 
ferner  für  z<*+^>,   2<*+^> ....  ihre  aus  der  Gleichung  22)  folgenden  Werthe, 
nämlich : 

2(l»+t)  ==  fl.«-!  (C^^,  jr'^+l  zH-l  +  C^a?r,(r)  +  . . .  +  C,  fl?«'  +  C„z) 

so  erhält  man  durch  a^  dividirend,  eine'  Gleichung  folgender  Form : 
P^2+P^xz+P^a^z-\^ . . .  +/Vr^^2<^+'"> 
=  L,z  +  L,xz''\'L^a^z'+...+Lx^x^r^il^)^ 

woraus  durch  Gleichsetzen  von 

/>,  =  Z, 


ein  System  von  A+r+1  Gleichungen  hervorgehen,  aus  denen,  wenn 

i»r>  •    ^r— 1>  •  •  •       ^iy      ^q 

bekannt  sind,  leicht 

Br^       -^r— 1>  .  •  .       ^1»       Bq 

^0»     ^tj     ^t»  •  •  •     ^A 
bestimmt  werden  können. 
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IT.  Xerkwilrdiger  Segen.  Es  kommt  bekanntlich  nicht  selten  vor, 
dass  grössere  Natargegenstände ,  einem  der  drei  Naturreiche  angehörig, 
durch  Stnrm  hoch  hinauf  in  die  Atmosphäre  geführt  und  weit  vom  ursprüng- 
lichen Orte  abgesetzt  werden.  Häufiger  kommen  diese  Gegenstände  mit 
Regen,  seltener  allein  herab.  So  berichtet  Phip so n  in  der  Sitzung  der 
Pariser  Akademie  vom  21.  Jan.  1801  von  einem  Heuregen,  welchen  er 
Ende  September  1860  bei  ausgezeichnet  schönem  Wetter  in  Putney  bei 
London  beobachtet  hatte.  Er  hatte  hoch  über  sich  in  der  Luft  dunkle 
Körperchen  bemerkt,  welche  einige  Augenblicke  später  schief  in  der 
Richtung  Ton  Westen  nach  Osten  auf  die  Erde  getrieben  worden  waren. 
Es  erklärte  sich  dies  dadurch ,  dass  im  Süden  von  England  zu  dieser  Zeit 
das  Heu  aufgeschobert  worden  war.  Ebenso  berichtet  de  Castelnau  in 
der  Sitzung  vom  29.  April  1861  von  einem  Fischregen,  welcher  bei  einem 
sehr  heftigen  Gewitterregen  am  22.  Febr.  1861 ,  welcher  im  Gefolge  eines 
Erdbebens  erschien ,  in  Singapore  niedergefallen  war.  Die  Fische,  26  bis 
W^'  lang,  der  Species  Ciarias  Batrachus,  Cuv.  Val.  angehörig,  kom- 
men zwar  in  der  Umgegend  von  Singapore  oft  vor,  verlassen  auch  zeit- 
weilig das  Wasser  und  leben  auf  dem  Lande ,  allein  da  sie  plötzlich  wäh- 
rend des  Regens,  inmitten  eines  geschlossenen  Hofes,  der  fern  von  jedem 
Bach  oder  Fluss  lag,  beobachtet  wurden,  ist  anzunehmen,  dass  sie  mit  dem 
Regen  herabgekommen  sind.  In  der  Sitzung  vom  10.  August  1863  berich- 
tet Daubr^e  über  einen  Sandregen,  welcher  am  15.  Februar  1863  im 
westlichen  Theile  der  canarischen  Inseln  gefallen  war.  Der  herabge- 
fallene Sand  hatte  eine  gelbliche  Farbe  und  bestand  halb  aus  Quarzkör- 
nem,  halb  aus  Körnern  von  kohlensaurem  Kalk,  er  glich  dem  Sand  der 
Sahara  ans  der  Umgegend  von  Biskra.  Wahrscheinlich  war  dieser  Sand 
durch  eine  Trombe  bis  in  den  oberen  Luftstrom  geführt  und  dann  auf  der 
Westseite  der  canarischen  Inseln  abgesetzt  worden.  Dr.  Kahl. 


▼.  Beobaohtimg  der  Sehallgesohwindigkeit  duroh  Coincidensbe- 
obachtungen.  Am  20.  Septbr.  1862  machte  Faye  (Cosmos  Bd.  21,  S.  375) 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  bekannt,  dass  man  die  Zeit, 
welche  der  Schall  zur  Durchlaufuug  einer  Basis  braucht,  auf  folgende  aus 
dem  Bericht  im  Cosmos  allerdings  nicht  mit  Deutlichkeit  hervorgehende 
Weise  beobachten  könne.  Am  einen  Ende  der  Basis  schlägt  eine  Uhr  in 
kurzen  trockenen  Schlägen  Secunden  Stemzeit,  am  anderen  Ende  be- 
obachtet man  die  Coincidenzen  derselben  mit  einer  Uhr  mittlerer  Zeit. 
Man  ist  auf  diese  Weise  im  Stande,  die  Zeit,  die  der  Schall  zur  Durch- 
laufung  der  Basis  gebrauchte,  bis  auf  ^/^^  Secunde  genau  zu  ermitteln. 

Hieraufmachte  im  Cosmos,  Bd.  21,  S.  426,  Rudolph  König  Princip 
und  Einrichtung  eines  von  ihm  erfundenen  Apparates  bekannt,  bestimmt, 
um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  bei  kurzen  Entfernungen  zu  messen. 
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Denkt  man  si^h  zwei  Chronometer  A  und  B^  welche  genau  Secnnden  schla- 
gen, auf  eleetromagnetischem  Wege  so  verbunden,  das8  die  Schläge  voll- 
kommen gleichzeitig  erfolgen,  entfernt  man  sich  nun  mit  B^  6o  werden  die 
Schlage  von  A  im  Allgemeinen  zwischen  die  Schläge  von  B  fallen,  ent* 
fernt  man  sich  mit  B  so  weit  von  A^  dass  man  die  Schlägt  wieder  genan 
zusammenfallen  hört,  so  ist  die  Entfernung  AB  gleich  der  Schnellge* 
schwindigkeit.  Bei  zwei  Secundenuhren  würde  man  sich  um  ungefähr 
um  340"*  zu  entfernen  haben.  König  wendet  bei  seinem  Apparate  zwei 
Uhren  au,  welche  Zehntelsecunden  schlagen ,  so  dass  man  die  Uhren  nur 
ungefähr  um  34^"  von  einander  zu  entfernen  braucht.  Der  Apparat  von 
König  zeichnet  sich  durch  die  sinnreiche  Art  und  Weise  aus,  wie  auf 
eleetromagnetischem  Wege  die  Schwingungen  einer  Stimmgabel  (10  in  der 
Secunde)  benutzt  werden,  um  zwei  Zählwerke  auf  übereinstimmende  Weise 
Zehntelsecunden  schlagen  zu  lassen.  Faye  hat  in  der  Akademie  König 
die  Priorität  in  der  Anwendung  dos  Principes  der  Coincidenzen  zuerkannt 
und  auf  die  geschickte  Art  hingewiesen,  wie  es  der  junge  Künstler  ange« 
wendet  habe. 

Bosscha  hat  darauf  in  einem  Briefe  an  den  Redacteur  des  Cosmoa 
die  Priorität  für  die  Anwendung  des  Principes  der  Coincidenzen  in  An* 
Spruch  genommen,  welche  er  bereits  i.  J.  1853  im  „Allgemeene  Konst  en 
Letterbode,  No.  51,"  (übersetzt  in  Pogg.  Ann.,  Bd.  92,  485)  veröffentlicht 
habe.  Die  Methode  Bosscha,  welche  leider  nicht  durch  untadelhafte 
Instrun^ente  executirt  und  geprüft  worden  ist,  soll  an  folgendem  Beispiele 
erläutert  werden.  Am  einen  Endpunkte  A  einer  Basis  sei  ein  Chrono- 
meter aufgestellt,  welches  genau  Secunden  angiebt,  am  anderen  End- 
punkte befinde  sich  ein  Chronometer  B^  welches  1,01  Secunden  schlägt. 
Zählen  wir  des  folgenden  wegen  die  Zeit  von  dem  Moment  an,  wo  beide 
Chronometer  in  Wirklichkeit  ihre  Bewegung  gleichzeitig  beginnen  und 
nehmen  an,  die  Distanz  beider  Chronometer  betrage  34"*  (V,o  Secunde 
Schallzeit  entsprechend),  so  hört  der  dicht  bei  A  befindliche  Beobachter : 

den    1.  Schlag  v.  A  z.  Z.    l",        den    1.  Schlag  v.  B  z.  Z.    l,u", 


2. 

-       V.  ^  z.  Z.    2'\ 

-     2. 

-      V.  ^  z.  Z.    2,12", 

10. 

-      V.  A  z.  Z.  10", 

-    10. 

-       V.  B  z.  Z.  10,2", 

20. 

-       V.  A  z.  Z.  20", 

-    20. 

-       V.  B  z.  Z.  20,3", 

50. 

.       V.  A  z.  Z.  50", 

-    50. 

-       V.  B  z.  Z.  50,0", 

70. 

-       V.  A  z.  Z.  70", 

-   70. 

-       V.  B  z.  Z.  70,8", 

80. 

-      V.  A  z.  Z.  80", 

-   80. 

-       V.  B  z.  Z.  80,9", 

90. 

-      V.  A  z.  Z.  90", 

-   90. 

-     V.  B  z.  z.  9r. 

- 

91. 

.      V.  A  z.  Z.  91". 

Wäre  der  Beobachter  aber  vom  Anfange  an  dicht  bei  B  gewesen,  so  würde 
er  gehört  haben : 
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den    1.  Schlag  v.  A  z.  Z.    l,l",      den    1.  Schlag  v.  B  z.  Z.    1,01", 
-       2.        -         Y.A  z.  Z.    2,1",  -      2.        -        Y.  B  z.  Z.    2,02", 

•     10.       -        Y.  Az.  Z.  10,r,         -    10.       -        Y.  B  z.  Z.  10,1". 

Bleibt  der  Beohachter  in  A^  so  hört  er  die  Coincidenz  nach  je  101  Schlägen 
von  Ay  geht  er  nach  dem  ersten  Coincidenzschlag,  den  er  in  A  hört,  sofort 
nach  2?,  so  hört  er  dort  die  Coincidenz  nach  101  +111  — 91  Schlägen  von 
A^  demnach  statt  nach  101  erst  nach  121  Schlägen  von  A^  begiebt  er  sich 
hierauf  wieder  nach  A  zurück,  so  hört  er  dort  die  Coincidenz  statt  nach 
101  schon  nach  192  —  111  =  81  Schlägen  von  A.  Er  hört  demnach  beim 
Gange  von  A  nach  B  die  Coincidenz  um  20  Schläge  von  A  zu  spät,  beim 
Gange  von  B  nach  A  um  20  Schläge  von  A  zeitiger,  als  wenn  er  immer 
denselben  Ort  beibehielte. 

um  nun  für  ähnliche  Beobachtungsverhältnisse  die  allgemeine  For- 
mel auszuwerthen,  nehme  ich  an,  das  Chronometer  in  A  schlage  5,  das  in 
B  aber  s  Secnnden,  wobei  5'>5  ist,  die  Entfernung  AB  sei  =rf,  die 
Schallgeschwindigkeit  =1;.     Bleibt  der  Beobachter   an   demselben  Orte, 

80  hört  er  die  Coincidenz  nach  je Schlägen  von  A.     Wird  die  Zeit 

ö  —  s 

wieder   von   dem   Momente   an  gezählt,  in  welchem   beide   Chronometer 

gleichzeitig  ihre  Bewegung  beginnen,  so  erfolgt  hierauf  die  Coincidenz  für 

den  in  A  befindlichen  Beobachter  nach  m  Schlägen  von  A^  wobei  m  aus  der 

Gleichung  hervorgeht: 

ms==  (ot  —  1)ä'H ,  daher:  ^ 

,     d 

m  =  -; . 

s  — s 

Die  Coincidenz  würde  für  den  in  n  befindlichen  Beobachter  nach  n  Schlä- 
gen von  A  erfolgen,  wobei  n  der  Gleichung  zu  entnehmen  ist: 

WS  H =  /i/,  daher: 

V 

_      V 
s' —  s' 
Bleibt  der  Beobachter  vom  Anfange  der  Zeit  an  in  ^,  so  hört  er  dort  die 

,       ä 

s 

Coincidenz  mit  dem Schlage  von  A^  geht  er  gleich  darauf  nach  5, 

s  *~"  s 

*'  +  7 

SO  hört  er  sie  dort  mit  dem  — ; Schlage  von  A  wieder,  kehrt  er  gleich 

s      '  s 
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darauf  nacb  A  zurück,  so  nimmt  er  dort  eine  Coincidenz  mit  dem  —. 

8  S 

Schlage  Yon  ^  wahr.     Er  hört  demnach  beim  Oange  von  A  nach  B  die 
,,d        ,       d        ^d 

Coincidenz  nm  —, : =: Schläge  von  A  später ,  als  wäre 

s  —  s        s  —  s       s  — s  ^  ^ 

er  in  A  geblieben.     Bliebe  er  nun  in  ^,  so  hörte  er  dort  die  Coincidenz 

anfs  Neue  nach  der  Zeit — -, ,  geht  er  aber  nach  A  zarQck,  so  ver- 

2s 

nimmt  er  sie  nach  der  Zeit  —-, bereits  wieder  aufs  Nene,  so  dass  er 

.   ,    d          ,      d  d 

2*  -1 25 2  — 

sie  also  um  — -, ? = Schläge  von  A  zu  zeitig  hört. 

8  —  8  8—  8  8  8  °  ^ 

Vergehen  nun,  während  der  Beobachter  sich  dauernd  in  A  aufhält, 
-, von  der  Uhr  angegebene  Zeiteinheiten  zwischen  einer  Coincidenz 

8  ~^~  8 

und  der  nächstfolgenden,  so  hört  der  Beobachter,  wenn  er  sich  nach  der 
in  A  wahrgenommenen  Coincidenz  nach  ß  begiebt,  daselbst  die  Coincidenz 
mit  dem: 

8+2—  . 

I.     6  =  —, ten  Schlage  von  A^  wenn  er  gleich  darauf  nach 

s  —  8 

A  zurückkehrt,  hört  er  dort  wieder  eine  Coincidenz  nach 

8 — 2  — 

II.     b  = — ; von  A  angegebenen  Schlägen. 

Aus  b  und  b'  ergiebt  sich  aber  die  Schallgeschwindigkeit  nach  der 
Formel : 

-„  2db+b' 

IIL         V  =  -7-    T TT. 

8  b  —  b 
Weun  nun  auch  Bosscha  sich  hauptsächlich  mit  der  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Methode  der  Schallgeschwindigkeitsbestimmung  beschaff 
tigt  hat,  so  hat  er  doch  a.  a.  0.  in  Pogg.  Ann.  die  von  König  ausgeführte 
Methode  schon  lange  vorher  beschrieben :  „Wenn  man  über  330  Meter  ver- 
„fügen  kann,  würde  man  mittelst  einer  einzigen  Uhr  die  Geschwindigkeit 
„des  Schalles  bestimmen  können.  Man  verbindet  nämlich  eine  Uhr  mit 
„einem  galvanischen  Apparate,  schaltet  aber  in  die  Kette  zwei  electro- 
„magnetische  Glocken  ein,  die  so  eingerichtet  sind,  dass,  wenn  sie  dicht 
„nebeneinander  stehen,  die  Schläge  genau  zusammenfallen.     Wenn  man 
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„sich  mit  einer  der  Glocken  entfernt,  so  werden  die  Schläge  scheinhar 
„auseinander  gehen,  bis  man  zu  einem  Abstand  gekommen  sein  wird,  der 
„genau  demjenigen  gleich  ist,  welchen  der  Schall  in  der  Zwischenzeit 
„zweier  auf  einanderfolgender  Ticke  der  Uhr  durchläuft.  Entfernt  man 
„sich  noch  weiter,  so  gehen  die  Ticke  wiederum  auseinander,  bis  man  zu 
„dem  doppelten  Abstand  gekommen  ist,  wo  sie  wieder  zusammenfallen 
„und  so  fort/' 

Bosscha  empfiehlt  a.  a.  0.  auch  noch  besonders  die  Anwendung 
langer  Röhren,  da  sich  in  denselben  der  Schall  ohne  bedeutende  Schwäch- 
ung fortpflanzt 

Als  ich  die  Literatur  über  den  gegenwärtigen  Gegenstand  durchge- 
lesen hatte,  wunderte  ich  mich,  dass  Niemand  daraufgekommen  war,  ein 
einziges  Chronometer,  welches  hinreichend  starke  Schläge  giebt,  anzu- 
wenden. Nimmt  man  eine  Secundennhr  und  stellt  sich  so  vor  einer  echo- 
gebenden Wana  auf,  dass  der  directe  Schall  und  das  Echo  coincidiren,  so 
ist  die  Entfernung  der  Wand  vom  Chronometer  gleich  der  halben  Schall- 
geschwindigkeit. Dr.  Kahl. 


VL  Torläuflge  Bemerkungen  ftber  das  Lieht  gltiiencler  Oase.  Von 
Dr.  E.  Mach. 

In  dieser  Zeitschrift  (VII.  Jahrg.,  3.  Heft,  S.  214)  erschien  eine  kleine 
Notiz  von  mir,  betreffend  die  Spectra  chemisch  verschiedener  Körper.  Die 
in  genannter  Notiz  enthaltenen  Bemerkungen  haben  manchen  Physikern 
als  „zu  natnrphilosophisch"  einiges  Missfallen  erregt.  Dagegen  erinnere 
ich  nun,  dass  ich  die  atomistische  Theorie  keineswegs  als  etwas  an  sich  fest- 
stehendes betrachte,  sondern  als  eine  brauchbare  vorläufige  empirische  For- 
mel; als  eine  Art  regula  falsi,  um  durch  dieselbe  der  Wahrheit  näher  zu 
rücken.  Es  wird  stets  leicht  sein,  die  durch  die  Atoroentheorie  gewonne- 
nen Resultate  in  die  Begriffe  einer  anderen  metaphysischen  Ansicht  der 
Materie  zu  übersetzen,  welche  sich  künftighin  als  triftiger  erweisen  wird, 
und  ich  selbst  bin  zu  einer  solchen  Uebersetzung  jetzt  schon  sehr  geneigt. 
Auch  hoffe  ich  demnächst  zu  zeigen,  dass  meine  Bemerkungen  durchaus 
nicht  so  nothwendig  mit  Theorien  zusammenhängen,  sondern  auch  sehr  gut 
als  Ausdruck  der  Thatsachen  gefasst  werden  können. 

Theils  um  diesen  meinen  Standpunkt  genauer  zu  bezeichnen,  theils 
auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  muss  ich  der  citirten  Notiz  einen 
Nachtrag  beifügen.  Ich  habe  nämlich  meine  Bemerkungen  bloss  aus  der 
Berechnung  eines  einfachen  Beispiels  gezogen  und  seitdem  den  allgemei- 
nen Calcül  vorgenommen,  welcher  zum  Theil  andere  Resultate  ergab,  die 
ich  hier  als  Berichtigung  und  Ergänzung  beizufügen  mich  beeile. 

1.  Ein  aus  n- Atomen  bestehendes  Oasmolecül  giebt  in  Erschütterung 
versetzt  3n  — 6  verschiedene  Seh wingnngs weisen,  ein  Spectrum  von  3n  —  6 
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hellen  Linien,*)  gleichviel  wie  die  Atome  gelagert  sind.     Von  der  Lager- 
nDgsweise  der  Atome  hängt  nar  die  Farbe,  nicht  die  Zahl  der  Linien  ab. 

2.  Bernht  die  Wärme  und  das  Licht  auf  Schwingen  der  Atome,  so  er- 
giebt  sich  der  Kirch  hoff 'sehe  Satz  —  betreffend  die  Gleichheit  des  Ah- 
sorptions-  und  Emissionsvermögens  für  jede  Strahlengattung  bei  gleichen 
Temperaturen  — '■  nach  den  Gesetzen  des  Mitschwingens  als  selbstver- 
ständlich. 

3.  Sind  die  Widerstände,  welchen  die  Schwingungen  der  Atome  aus- 
gesetzt sind,  gering,  so  wird  ein  Molecül  auch  von  jenen  Schwingungen 
am  meisten  in  Erschütterung  versetzt,  welche  es  selbstleuchtend  auszusen- 
den vermag.     (Umkehrung  des  Spectrums.) 

Ausserdem  schliesst  sich  die  Annahme  von  der  Zusammensetzung  der 
Gasmolectlle  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Atomen  vielen  anderen  Er- 
scheinungen gut  an,  aufweiche  ich  später  zurückkomme.    . 


Tu.  Zar  Eenntniss  des  Cäsiums  von  R.  Bunsen  (Poggendorff's 
Annalen,  Bd.  119,  S.  1).  Es  wurde  früher  in  der  Zcitschr.  für  Mathematik 
und  Physik,  6.  Jahrg.,  S.  430,  die  Mittheilung  gemacht,  dass  Bunsen  für 
das  Wasserstoffäquivalent  des  Cäsiums  die  Zahl  123,35  gefunden  habe.  Das 
Besultat  dieser  vorläufigen  Bestimmung  wird  nur  in  dem  oben  citirten  Auf- 
satze von  K.  Bunsen  berichtigt.  Bunsen  selbst,. dem  nur  sehr  geringe 
aus  Mineralwässern  erhaltene  Cäsiumvorräthe  zu  Gebote  standen,  bestimmte 
aus  3  Analysen  des  Chlorcäsiums  das  Aequivalent  des  Cäsiums  zu  132,09, 
Johnson  und  Allen  jedoch,  welche  grössere  Cäsiummengen  aus  einem 
amerikanischen  Lepidolith  erhalten  hatten,  fanden  aus  4  Analysen  des 
Chlorcäsiums  die  Zahl  133,  03.  Man  wird  sich  daher  nach  Bunsen's  Ansicht 
nicht  sehr  von  der  Wahrheit  entfernen,  wenn  man  das  Aequivalent  des 
Cäsiums  zu  133  im  Mittel,  also  ca.  3Vb  Mal  grösser  als  das  des  Kaliums  an- 
nimmt. Dr.  Kahl. 


TIIL  TTeber  die  Torschläge  eines  oonventionellen  Stromwider- 
masses  zu  technischen  Zwecken.  Es  ist  bereits  früher  (d.  Zeitschr.,  Jahr- 
gang 6,  S.  430)  von  den  Vorschlägen  Über  ein  reproducirbares  Widerstands- 
mass  die  Kede  gewesen,  welche  von  Siemens  einerseits  und  von  Mat- 
thiessen  andererseits  ausgegangen  waren.  Die  a.  a.  Orte  in  dieser  Zeit- 
schrift aufgeführte  Literatur  ist  inzwischen  noch  durch  Folgendes  vermehrt 
worden,  woraus  Aufschlüsse,  die  Frage  des  conventioneilen  Widerstands- 
masses  betreffend ,  hervorgehen :  l)  Einige  Bemerkungen  zu  der  Abhand- 


*)  Für  Molecüle  von  weniger  als  3  Atomen  gilt  die  Formel  nluht  mehr.     Ein  aus 
2  Atomen  bestehendes  Molecül  giebt  eine  Schwingangsweise. 
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Inng  dc8  Herrn  Siemens:  lieber  Widerstandsmasse  und  die  AbliängigkTeit 
des  Leitangswiderstandea  der  Metalle  von  der  Wärme;  von  D.  A.  Mat- 
tbiessen  (Pogg.  Ann.,  Bd.  114,  S.  310).  2)  lieber  den  Einfluss  der  Tem- 
peratur auf  die  electrische  LeitUDgsfahigkeit  der  Metalle;  von  A.  Mat- 
thiessen  und  M.  t.  Böse  (Pogg.  Ann.  Bd.  115,  S.  354).  3)  lieber  den 
Einflnss  von  Spuren  fremder  Metalle  auf  die  electriscbe  Leitungsfähigkeit 
des  Quecksilbers,  sowie  Antwort  auf  die  Bemerkungen  des  Hrn.  B.  Sabine 
zu  dieser  Arbeit  von  A.  Matthiessen  und  C.  Vogt  (Pogg.  Ann.,  Bd.  116, 
S.  36d).  lieber  die  Anwendbarkeit  der  beiden  Stromwidorstandsmasse  er- 
giebt  sich  nun  Folgendes: 

I)  Das  Quecksilbermass  von  Siemens.  Siemens  hatte  bekanntlich 
vorgeschlagen,  den  Widerstand  eines  Quecksilberprisma's  von  1*°  Länge 
und  lD°"°  Querschnitt  als  Einheit  anzunehmen.  Seine  Vorschrift,  reines 
Quecksilber,  welches  sich  jeder  Physiker  leicht  herstellen  kann,  in  Glas- 
röhren von  bekannter  Conicität  einzufüllen  und  den  berechneten  Wider- 
stand solcher  Quecksilbersäulen  bei  Vergleichungen  zu  benutzen ,  hat  im 
Anfange  Vieles  für  sich.  Es  giebt  jedoch  zwei  Fehlerquellen,  welche  sieb 
bei  Anstellung  von  Versuchen  mit  Quecksilberröhren  geltend  machen;  diese 
sind  die  Verunreinigung  des  Quecksilbers,  wenn  dasselbe  direct  durch 
kupferne  Leitungsdräthe  etc.  mit  der  Batterieleitung  verbunden  wird  und 
die  Veränderung  des  Leitungswid  erstand  es  von  Quecksilber  bei  Tempera- 
tnränderungen.  Wenn  man  sich  auch  dem  Einflüsse  der  ersten  Fehler- 
quelle, der,  wie  Matthiessen  nachgewiesen  hat,  nicht  unbedeutend  ist, 
durch  geeignete  Anstellung  der  Versuche  entziehen  könnte,  so  kann  man 
doch  schwerlich  dem  Einflüsse  der  zweiten  Fehlerquelle  ganz  entgehen, 
da  der  Strom  das  von  ihm  durchflossene  Quecksilber  etwas  erwärmt  und  da 
die  Abkühlung  der  Quecksilberröhren  durch  das  umgebende  Kühlwasser 
nur  sehr  laugsam  und  ungenügend  erfolgt.  Selbst  wenn  die  Temperatur 
des  Kühlwassers  und  die  des  Quecksilbers  in  den  Röhren  genau  überein- 
stimmte, müsste  der  Umstand  immer  noch  zu  äus^erster  Vorsicht  auffordern, 
dass  Matthiessen  und  Siemens  bei  ihren  Versuchen  über  die  Abhängigkeit 
der  Leitungsfähigkeit  de^  Quecksilbers  zu  verschiedenen  Eesultaten  ge- 
kommen sind.  Auf  gleiches  Mass  reducirt,  ist  nämlich  h  nach  Matthiessen, 
wenn  /  die  Temperatur  nach  Celsius  bedeutet: 

Ä  =  1  —  0,00059124/  —  0,00000082609/*, 
und  nach  Siemens: 

Ä= r^-;r    =1  —  0,00095/ +  0,0000009025/«— + 

1+0,00095/  »  T^    > 

Wenn  nun  auch  Matthiessen  aus  Siemens  eigenen  Beobachtungs- 
werthen  nachgewiesen  hat,  dass  die  von  Siemens  aufgestellte  Formel 
falsch  ist,  so  würde  doch  eine  neue  experimentelle  Untersuchung  der  Ab- 
bängigkeit  des  Leitungswiderstandes  von  Quecksilber  von  der  Temperatur, 
die  wahrscheinlich  die  Formel  von  Matthiessen  bestätigen  würde,  dem 
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Experimentirenden  eine  grössere  Sicherheit  geben.  Wahrscheinlich  ist 
einer  von  den  bemerkten  Umständen  Ursache,  dass  Siemens  bei  der  ex- 
perimentellen Prüfung  Von  0  seiner  Normalmasse  fand ,  dass  das  Kleinste 
and  grösste  Widerstände  besassen,  die  im  Verhältniss:  992  :  1008  standen, 
welches  eine  ziemliche  bedeutende  Differenz  ergiebt. 

II)  Matthiesen  schlug  vor,  die  Leitungsfahigkeit  eines  hartgezoge- 
nen Drathes  aus  2  Theilen  Gold  und  1  Theil  Silber  von  1™  Länge,  1"*" 
Durchmesser  beiO°C=100  zu  setzen  und  damit  alle  Widerstände  zu  ver- 
gleichen. Wiewohl  sein  Vorschlag  im  Anfang  das  Bedenken  erregt,  es 
würde  sehr  schwer  gelingen,  Masse  von  genau  gleicher  Leitungsfähigkeit 
herzustellen,  so  schwindet  dasselbe  doch  bei  genauerem  Eingehen  in  die 
Sache  ganz  und  gar,  wenn  man  liest,  wie  Matthiessen  bei  8  verschie- 
denen von  verschiedenen  Physikern  mit  verschiedenem  Material  hergestell- 
ten Normalmassen  die  Widerstände  experimentell  bestimmte  und  der  Oröss- 
ten  zum  Kleinsten  im  Verhältnisse 

1004  :  997 
fand,  welches  eine  viel  geringere  Differenz  als  bei  dem  Siemens'schen 
Maise  giebt.  Wenn  man  die  Matthiessen'schen  Legirungsdrähte  wäh- 
rend der  Experimente  mit  einem  Oelbade  von  bekannter  Temperatur  nm- 
giebt,  so  ist  übrigens  die  Temperatur  des  Drahtes  genau  durch  die  des 
Oeles  bekannt.  Dass  der  Ausdruck  für  die  Leitungsfähigkeit  der  Le- 
girung : 

Ä  =  100  —  0,06733/  +  0,0000246  r*, 
den  Matthiessen  experimentell  auffand,  auch  bei  Legirungen,  die  noch 
späterhin  dargestellt  werden,  wenigstens  nahezu  gültig  bleibt,  lässt  der 
Umstand  erwarten,  dass  Matthiessen  bei  zwei  harten  Dräthen  von  ver- 
schiedener Darstellung  sehr  tibereinstimmende  Gesetze  der  Abhängigkeit 
des  Widerstandes  von  der  Temperatur  erhielt.  Es  würde  aber  beim  Ex- 
perimentiren jedenfalls  ein  angenähertes  Gesetz  als  Grundlage  genügen, 
da  man  es  höchstens  mit  einem  Temperaturintervall  beim  Normaldrahte 
von  30^  zu  thun  hat.  Dr.  Kahl. 


Zur  Oesehichte  unserer  Zahlzeichen  und  unseres 
Ziffemsystemes. 

Von  Prof.  Friedlein  zu  Ansbach. 


I. 

Die  Frage  nach  dem  Ursprange  unserer  Zahlzeichen  und  unseres 
ZiffemsystemeSf  welche  von  Mathematikern,  Philologen  im  engeren  Sinne 
and  Orientalisten  bisher  in  kleineren  Aufsätzen  behandelt  wurde,  ist  durch 
das  umfassende  Werk  des  H.  Dr.  Cantor  „Mathematische  Beiträge  zum 
Culturleben  der  Völker,  Halle  1863**  aus  dem  engeren  Kreise  der  wissen- 
schaftlichen Forschungen  hinausgetreten.  Es  pflegt  dies  ein  Zeichen  zu 
sein,  dass  solche  Fragen  zu  einem  gewissen  Abschluss  gekommen  sind. 
Hier  ist  es  nicht  der  Fall  und  H.  Cantor  selbst  spricht  (S.  330)  seinem 
Werke  die  volle  Keife  ab.  Nichtsdestoweniger  hatte  er  guten  Grund  zu 
seiner  Veröffentlichung ,  und  es  ist  nur  mit  Dank  anzuerkennen ,  dass  die 
Frage  nun  im  Zusammenhang  bearbeitet  vorliegt  Ein  zweites  nicht 
sa  unterschätzendes  Verdienst  dieses  Werkes  ist,  dass  es  die  Forschungen 
der  französischen  Gelehrten  Ghasles,  Vincent,  Martin  de  Rennes 
in  Deutschland  bekannter  macht  und  zugleich  für  die  Sache  verwerthet. 

Ein  ähnlichesVerdlenst  möchte  der  folgende  Aufsatz  sich  erwerben,  in- 
dem er  anf  zwei  Arbeiten  aufmerksam  macht,  welche  ein  deutscher,  in  Frank- 
reich lebender  Gelehrter  bekannt  machte,  der  gleich  ausgestattet  mit  der 
Kenntniss  der  orientalischen  Sprachen,  wie  mit  der  der  Mathematik  und 
ihrer  Geschichte,  am  berufensten  erscheint,  die  Entscheidung  zugeben; 
ich  meine  H.  Woepcke  und  dessen  Schrift:  Sur  Fmiroductian  de  Varüh- 
m^Uque  indiefme  en  occident,  Borne  1859,  und  seine  Abhandlung  im  Journal 
Miaügue  1863:  Sur  la  propagalion  des  chiffres  indienSy  S.  27 — 79,  234—290  und 
442—529.  Erstere  scheint  H.  Cantor  nicht  gekannt  zu  haben,  letztere 
konnte  er  noch  nicht  kennen. 

Es  scheint  mir  aber  ebenso  sehr  das  Interesse  der  Sache  als  die 
Billigkeit  gegen  H.  Cantor  zu  fordern,  dass  neben  den  Resultaten  des 
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H.  Woepcke  aach  die  seinigen  angeführt  werden,  und  ich  werde  daher 
zaerst  diese  darlegen  und  dann  die  anderen  gegenüberstellen.  Wenn  ich 
dabei  nahezu  eine  völlige  Inhaltsangabe  der  genannten  Werke  gebe,  so 
wird  dieses  der  Gegenstand  selbst  rechtfertigen ,  der  darch  viele  Jahr- 
hunderte hindurch  zu  verfolgen  ist  und  an  siqh  zwar  viele,  im  Verhältniss 
zu  dieser  Ausdehnung  jedoch  so  wenige  Spuren  hinterlassen  hat,  dass 
kaum  eine  derselben  weggelassen  werden  darf,  wenn  man  gegen  den  For- 
scher, der  sie  benützt  hat ,  gerecht  sein  will.  Andererseits  hoffe  ich,  dass 
auch  denen,  welchen  die  drei  Werke  selbst  zugänglich  und  bereits  bekannt 
sind,  ein  Dienst  durch  die  gedrängtere  Fassung  geleistet  wird.*) 

I.     Die  Resultate  Gantor's. 

Aus  dem  Princip  der  chinesischen  Schrift  folgert  H.  C.  (S.  43)  die 
Erfindung  besonderer  Zeichen  für  die  einzelnen  Zahlen  und  zwar, 
weil  die  Chinesen  in  ihrer  Sprache  das  dekadische  System  in  consequen- 
tester  Weise  festhielten  (S.  44;,  die  Erfindung  besonderer  Zeichen  für 
1 — 0,  10,  100,  1000,  10000  (S.  45).  Dagegen  sei  vor  der  mongolischen  Zeit, 
d.  h.  vor  dem  7.  Jahrhundert  nach  Christus  die  Null  und  der  Posi- 
tionswerth  der  Ziffern  unbekannt  gewesen  (S.  47  und  öO).  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  China  und  Babylon  wird  (S.  51;  durch  eine  Stelle 
aus  Jesaias  (40,  12)  belegt,  später  aber  (S.  101 — 104)  1.  daraus  zu  erweisen 
gesucht,  dass  die  Zusammensetzung  des  Weltalls  aus  den  4  ersten  geraden 
und  4  ersten  ungeraden  Zahlen  in  zwei  Weisen  zugleich  auf  dem  Boden 
der  zoroastrischen  Glaubenslehre  und  bei  den  Chinesen  sich  findet;  2.  da- 
raus, dass  in  identischer  Weise  in  Griechenland  und  China  der  pythago- 
reische Lehrsatz  an  die  Zahlen  3,  4,  5  geknüpft  ist.  Es  habe  nämlich 
(S.  107)  Pythagoras  bei  dem  babylonisch  -  chinesischen  Verkehre  in 
Babylon  erfahren  können,  dass  diese  Zahlen,  deren  Eigenschaft  (dass 
3*4-  4*  =  5*)  er  bereits  kannte,  auch  die  Längen  der  3  Seiten  eines  recht- 
winkeligen Dreieckes  darstellen.  In  Babylon  sei  das  Rechenbrett, 
wenigstens  in  der  einfachen  Gestalt,  als  in  frühester  Zeit  bekannt  anzu- 
nehmen (S.  33),  der  Abax  der  Griechen,  welcher  zur  Zeit  des  Pythagoras, 
vielleicht  schon  vorher,  bekannt  war,  sei  bereits  als  eine  Vervollkomm- 
nung des  Rechenbrettes  anzusehen  (S.  33).  Pythagoras  sei  näm* 
lieh  der  Erste  in  Griechenland  gewesen,  der  die  Rechentafel  auf  Sand 
zeichnete ;  jedenfalls  sei  er  der  Erste ,  von  dem  wir  bestimmt  wissen ,  dass 
er  es  that  (S.  142).  Jedenfalls  aber  sei  dem  Pythagoras  eine  andere 
Verbesserung  zuzuschreiben,  die  Einführung  abgekürzter  Zahl- 


*)  Die  Beifügung  der  Seitenzahlen  geeohah  hauptsächlich  um  der  Verfasser 
willen,  damit,  wenn  einer  derselben  seine  Ansicht  in  meiner  Angabe  nicht  finden 
sollte,  er  mit  Bestimmtheit  erfahre,  auf  welcher. Stelle  meine  Worte  beruhen,  die 
übrigens,  so  weit  es  möglich  ist,  die  eigenen  Worte  der  Verfasser  wiedergeben  werden. 
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seichen  (S.  143).  Derselbe,  der  in  Egjrpten  und  Babjlon  gelernt  und 
wohl  auch  gelehrt,  müsse  an  alle*anderen  Zeichen  eher  gewöhnt 
gewesen  sein,  als  an  den  Oebraueh  griechischer  Buchstaben 
statt  der  Zahlzeichen,  nnd  so  erkläre  sich  einfach  genug,  dass  in  der  Schule 
fremdartige  Zahlzeichen*)  benützt  wurden,  dieselben,  aus  denen 
allmählig  unsere  modernen  Ziffern  entstanden;  so  erkläre  es  sich 
auch,  dass  diese  Zeichen  ausserhalb  der  Schule  nicht  verstanden 
wurden**),  mochte  man  sie  nun  den  Colnmnen,'  die  yertikal  gegen  den 
Rechnenden  gerichtet  waren ,  einzeichnen  oder  einzelne  Marken  mit  den- 
selben im  Voraus  bezeichnen  (S.  143). 

Die  Null  kannten  die  Oriechen  nicht  (S.  m--127)y  ihre  Zah- 
len gruppirten  sie  in  Abtheilungen  von  je  vier  Ordnungen.  Diese  Te- 
traden seien  indess  spurlos  verschwunden  und  statt  ihrer  sei  die  Einthei- 
lungin  Triaden  aufgetreten,  welche  römischen  Ursprunges  zu  sein 
scheine ,  wenigstens  nicht  mit  Bestimmtheit  weiter  aufwärts  verfolgt  wer- 
den könne  (S.  152).  Römischen  Ursprunges  sei  auch  der  in  Manu- 
scripten  des  11.  Jahrhunderts  abgebildete  Abacus  (S.  153).***)  Der  Be- 
weis dafür  wird  später  versprochen;  ich  vermochte  ihn  jedoch  nicht  zu 
finden.  Dagegen  steht  S.  234  das  Bekenntniss,  dass  es  durchaus  un- 
klarsei, wieviel  vondem  Inhalte  der  Tabelle  echt,  wieviel  nach- 
träglicher Zusatz  sei,  und  es  nur  darauf  mit  Bestimmtheit  ankommen  könne, 
dieMöglichkeit  zu  erweisen,  dass  Boethius  die  neun  Zeichen  des 
Textes  kennen  konnte.  Die  Spur  führe  auf  die  griechischen  Pjtha- 
goriker  zurück.  Bei  diesen  ist  nach  der  persönlichen  Meinung  des 
H.  C.  (8.  230)  an  einen  Eklekticismus  zu  denken,  der  die  Zahlzeichen 
ursprünglich  aus  aller  Herren  Länder  zusammenraffte,  ähnlich. 


*)  Aus  welchem  Land,  wird  nicht  gesagt;  man  muss  zunächst  an  China  denken; 
warum  doch  der  allgemeinere  Ausdruck  „fremdartig**  gewählt  wurde,  tritt  deutlicher 
8.  239  hervor;  wovon  weiter  unten. 

**)  In  der  Geometrie  des  Boethius  heisst  es  von  ehen  dieser  Schule :  Pythagorici 
vero  . . .  descripsenmt  sibi  quandam  formitUtm  .  . .,  ut,  quod alta  mente  conceperant,  melius, 
ii  quiui  videndo  ostenderent,  in  notitiam  omnium  transfundere  posaent.  Also 
sorgten  sie  wohl  für  die  Kenntniss  der  Rechnung  auf  dem  Abacus ,  aber  nicht  für  die 
Zeichen  ? 

***)  8.204  heisst  es  von  diesem  Abacus :  diese  sogenannte  pjthagorische 
Tafel  sei  nichts  anderes,  ab  eines  jener  früher  besprochenen  Rechenbretter;  S.  209: 
das  Vorwort  spreche  es  mit  dürren  Worten  aus,  dass  es  eine  fremdländische 
Erfindung  sei,  welche  unter  dem  Namen  der  geometrischen  Tafel  angekündigt 
wurde;  dass  Archytas  dieselbe  nur  dem  römischen  Gebrauche  angepasst 
habe;  S.  277  endlich:  dass  wir  in  der  Mathematik  auf  römischem  Gebiete  nur  Grie- 
chisches, d.  h.  durch  griechische  Quollen  bekannt  gewordenes  finden,  mit  Aus- 
nahme der  einsigen  Feldmesskunst.  —  loh  dachte  eben  an  einen  Schreibfehler,  so 
dass  es  oben  pytiiagorisch,  oder  wenigstens  griechisch,  statt  römisch  heissen  sollte; 
aber  dann  passt  die  Berufung  auf  die  Triaden  nicht,  deren  Existenz  auf  der 
Rechentafel  des  Pythagoras  allerdings  eine  missliche  Sache  ist.  Vgl.  S.  154!  ~  Hat 
aber  H.  C.  gegen  den  Wortlaut  auf  8.  153  nur  die  Triaden  gemeint,  so  ist  zu  fragen, 
was  f&r  die  Griechen  vom  Abacus  übrig  bleibt,  wenn  die  Eintheilung  römisch,  die  Zei- 
chen aus  aller  Herren  Länder  sind. 

6* 
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wie  68  wohl  mit  den  astronomischen  Zeichen  der  Planeten  geschehen  ist, 
nnd  man  könne  es  mit  allen  vorgebrachten  Hypothesen  vereinigen,  dass 
die  Zahlzeichen  zuletzt  von  den  Alexandrinern  so  zusagen  py- 
thagorisch  gestempelt  wurden.*")  Anders  lautet  das  Urtheil  über  die 
Namen  dieser  Zahlzeichen  (S.  348):  Habe  Boetbius  unzweifelhaft  [S.  234 
war  von  der  Möglichkeit  die  Rede]  die  pythagorischen  Zeichen  gekannt, 
80  seien  ihm  ebenso  unzweifelhaft  jene  Wörter  unbekannt  gewesen, 
welche  ursprünglich  griechisch,  erst  hebraisirt,  dann  latinisirt 
wurden.  Es  sei  wohl  möglich  und  wahrscheinlich,  dass  Boethius  griechi- 
sche Namen  der  Zahlzeichen  kannte ,  welche  mit  deren  symbolischer  Be- 
deutung zusammenhingen,  aber  die  Namen,  welche  auf  der  ersten  Tafel 
der  Handschriften  in  Erlangen  und  Obartres  geschrieben  erschienen,  habe 
er  keinesfalls  gekannt,  diese  seien  noth wendig  interpolirt.  Ebenso- 
wenig habe  aber  Boethius  das  10.  Zeichen  mit  dem  Namen  sipos  gekannt. 
Der  Sachverhalt  wird  S.  250  von  H.  C.  selbst  so  zusammengefasst : 

„Die  Alexandriner  besassen  neun  Zahlzeichen  für  die  1  bis  0.  Sie 
legten  denselben  mancherlei  Namen  bei ,  welche  symbolischen  Bedeutun- 
gen entsprachen,  die  sie  in  ihre  Zeichen  hineiulasen.  Mit  diesen  Zeichen, 
vielleicht  auch  mit  den  Namen  machte  etwa  im  ersten  oder  zweiten 
Jahrhundert  nach  Christi  Oeburt  ein  gewisser  Arcbytas  die  Eömer  be- 
kannt; seine  Schrift  wurde  indessen  kaum  gelesen,  bis  Boethius  sie  dem 
gelehrten  Publikum  empfahl.  Inzwischen  waren  dieselben  Kenntnisse 
in  kabbalistische  Schulen  eingedrungen  und  hatten  sich  dort  mit  der 
unterdessen  wohl  in  Indien  erfundenen  Null  zu  zehn  Zeichen  ver- 
einigt. Die  Namen  waren  theils  geblieben,  theils  verschwunden,  für  das 
zehnte  Zeichen  war  vorher  noch  gar  kein  Name  vorhanden  gewesen.  Um 
den  Mangel  zu  ersetzen,  mussten  also  einige  hebräische  Wörter 
eintreten.  Als  jetzt  von  hier  [den  kabbalistischen  Schulen]  aus  Zeichen 
und  Namen  wieder  in  den  Occident  wanderten,  da  stiessen  sie  dort  plötz- 
lich auf  alt  Verwandtes,  aber  doch  nicht  mehr  ganz  Uebereinstimmendes, 
und  die  Schreiber  des  11.  Jahrhunderts,  erstaunt  so  Aehnliches  von 
so  verschiedenen  Seiten  her  zu  erhalten,  dachten  das  Eine  mit  Hülfe  des 
Anderen  zu  ergänzen  und  zu  verbessern." 


*)  Es  mag  hier  erlaubt  sein,  eine  andere  8telle  aus  dem  Buche  des  H.  C. 
beizufügen.  B.  265  heisst  es :  (Albyruny  sagt)  „in  den  verschiedenen  Provinzen  In- 
diens sähen  die  Zahlzeichen  verschieden  aus ,  und  nun  hätten  die  Araber  aus  allen 
diesen  Zeichen  eine -Auswahl  getroffen  nnd  nur  die  passendsten  genommen.  Man 
sieht  auf  den  ersten  Blick ,  wie  unwahrscheinlich  dieses  ist.  Wenn  man  ganz 
Neues  lernt,  so  hat  man  nicht  die  Unbefangenheit  einer  Wahl.  Man  nimmt  in  sich 
auf,  was  einem  eben  vom  Lehrer  mitgetheilt  wird.'*  Dazu  erinnere  ich  an  die  oben 
bemerkte  Stelle,  womach  schon  Pythagoras  fremdartige  Zeichen  anwendete. 
Zu  diesen  werden  also  weitere  noch  aus  aller  Herren  L&nder  zusammengerafft  und 
von  den  Alexandrinern  pjthagorisch  gestempelt.  Die  Pythagoriker  nahmen  also 
nicht  in  sich  auf,  was  ihnen  vom  Lehrer  mitgetheilt  wurde ;  und  das  thaten  Py tha- 
goriker  dem  Pythagoras  gegenüber? 
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Bezüglicli  der  Null  heisst  es  S.  07:  Die  Inder  kannten  die  Nnll  sn* 
verlftssiger  Weise  spätestens  nm  das  Jahr  600  nach  Christi  Oeburt.  Die 
Frage  aber  bleibt  yorlänfig  noch  eine  offene,  wo  nnd  wann  die  Null 
erfanden  wurde.  S.  49  deutet  nämlich  H.  C.  an,  wie  die  Null  bei  den 
Chinesen  doch  wenigstens  entstehen  konnte. 

Die  AusfährnDg  einer  Eechnang  auf  dem  Abacus  geschah  mit 
npices.  H.  C.  hält  dieselben  (S.  205)  für  kleine  Kegel,  welche  mit  den 
betreffenden  Zeichen  versehen  wurden,  S.  207  macht  er  femer  darauf  auf- 
merksam, dass  deren  Einführung  dem  Rechnen  auf  dem  Abacus  viel  von 
seinem  früheren  rein  machiiialen  Verfahren  raubte  und  eine  wenn  auch  ge- 
ringe Anstrengung  des  Denkvermögens  in  Anspruch  nahm.*)  Daraus 
nnd  aas  dem  weiteren  Umstand,  dass  die  pythagorischen  Zeichen  auf  den 
Apicen  fremdartig  und  unverständlich  aussahen,  findet  er  (S.  207) 
erklärlich,  wie  solche  höchst  merkwürdig  bezeichnete  Kegelchen  all- 
mählig  wieder  verloren  gingen,  vielleicht  sogar  im  grossen  Publi- 
kum nie  eingeführt  waren,  sondern  bei  Festhaltung  der  Methode  allge- 
mein bekannten  Zeichen  den  Platz  einräumten.**)  Die  Methode  bei 
solchem  Rechnen  auf  dem  Abacus  ist  aber  nicht  die  der  Positions* 
arithmetik,  von  der  so  lange  keine  Rede  sein  kann,  wie  H.  C.  S.' 50  und 
190  bemerkt,  als  die  Null  noch  nicht  erfunden  wurde.  Vgl.  S.  270:  „ara- 
bisclies Rechnen  und  das  Rechnen  des  Boethius  sind  weit  verschieden.^* 
Diese  Methode  stammt  (S.  201)  aus  Indien  und  kam  voll  da  zu  den 
Arabern.  Es  ist  aber  die  snbjective  Meinung  des  H.  C.  (S.  205),  dass 
die  Ar  ab  er  die  neun  Zahlzeichen  entweder  von  den  Alexandri- 
nern oder  aus  direkt  orientalischen  Quellen  schon  besassen, 
als  die  indische  Arithmetik  zu  ihnen  drang.  Denn  (S.  260)  die  Charaktere, 
welche  als  indische  Ziffern  von  den  Arabern  selbst  benannt  würden, 
besassen  kaum  irgend  eine  Aehnlichkeit  mit  den  Zeichen,  die 
man  aus  Indien  her  kennt,  hielten  dagegen  einen  Vergleich  aus,  so- 
wohl mit  arabischen  Buchstaben  einestheils,  als  mit  den  Zeichen  des 
Boethius,  also  mit  den  pythagorischen  Zeichen  andern theils.  Fer- 
ner (S.  201)  erweise  dieses  die  sogenannte  Gobarschrift  oder  Staub- 
schrift, deren  Ziffern  den  pythagorischen  Zahlzeichen  ähnlich  sind,  die  aber 


♦)  Chasles  schreibt  in'Compt.  rend.  1843.  XVI.,  S.  285:  „On  emgoit 
qu^meeim  iei  gysieme  de  mitkode»  diff^entes  dans  chaque  cos  particuHer,  Varithmitique 
pratique  itait  tme  science  comptiquee  et  subtUe,  quL  pouvait  servir  ä  exercer  la  sagaciie 
des  plus  habiles  mattUmaHciens  Ces  mithodes  ont  formi  prohablement,  au  X*  siede, 
etpeiit'^tre  ckez  les  Romains,  au  temps  de  Boece,  t es  plus  savantes  spiculaiions  de* 
giometres. 

**)  Es  wäre  gewiss  gut  gewesen ,  wenn  H.  C.  hier  auch  Zeitbestimmungen  bei- 
gefügt hätte  f  wann  die  apices  verloren  g^ingen ,  ob  nach  Pythagoras,  oder  nach  dei4 
Alexandrinern,  oder  nach  Boethias,  oder  nach  Gerbert,  denn  die  1000  Charaktere  aus 
Hom,  welche  letzterer  anwendete,  stehen  den  apices  doch  ganz  gleich.  Nach  S.  200 
hatOdovonClüny  noch  Marken  angewendet.  Dass  sie  seit  dem  13.  Jahrhundert 
verloren  gingen,  bat  andere  Gründe,  als  die  von  H.  C.  erwähnten. 
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die  Null  in  ihrem  stellvertretenden  Oebrauch  nicht  kennt.  Der  Name  in- 
dische Ziffern  (S.  265 — 266)  könnte  daher  rühren,  dass  die  Ziffern  sugleich 
mit  der  Null  und  mit  indischer  Rechenkunst  ins  Volk  drangen.  So  sei 
man  (8.  266)  in  Deutschland  zu  dem  Namen  arabische  Ziffern  ge- 
kommen, weil  die  eigentliche  Positionsarithmetik,  welche  mit  den  Yorher 
schon  vorhandenen  Ziffern  geübt  wurde,  durch  arabische  Vermittelnng 
nach  Europa  gelangte.  Der  Vermittler  war  Mohammed  ben  Musa 
Alkharesmi  (Anfang  des  9.  Jahrb.),  von.  welchem  Beinamen  der  Ans- 
drack  Algorithmus  stammt,  womit  die  Positionsarithmetik  bezeichnet 
wird  (S.  267).  Welche  Methode  die  Araber  vorher  ausübten,  wird 
nicht  angegeben,  sondern  nur  (S.  265)  erwähnt,  dass  unter  Al-Mamun 
(818 — 833)  griechische  Mathematik  bei  den  Arabern  mehr  and  mehr  sich 
verbreitete. 

Bezüglich  des  christlichen  Abendlandes  macht  H.  G.  auf- 
merksam 

1.  (S.285)  auf  Victorias,  aas  der  Zeit  des  Boethius,  der  nach  Chasles 
höchst  wahrscheinlich  auch  über  das  Abacus System  geschrieben 
habe; 

2.  (S.  283)  auf  Beda,  von  dem  es  wahrscheinlich  sei,  dass  er  auch  die 
Eechnung  auf  dem  Abacus  näher  kannte  und  möglicher  Weise  für 
seine  Schüler  beschrieb ; 

3.  (S.285 — 290)  auf  Alcuin,  von  dem  gesichert  erscheine,  dass  er 
das  Rechnen  auf  dem  Abacus  mit  Hülfe  der  pythagorischen  Zei- 
chen verstand ; 

4.  (8.  292—301)  auf  Odo  von  Clünj  (879—942  oder  943),  der  nach 
Martin  die  Begeln  des  Abacus  verfasste ,  die  in  einem  Wiener  Co- 
dex des  13.  Jahrhunderts  sich  finden;  jedenfalls  habe  der  Verfasser 
vor  dem  13.,  wahrscheinlich  aber  vor  der  Mitte  des  11.  Jahrhunderts 
gelebt 

Das  Verdienst  von  Oerbert  wird  (S.  325)  dahin  bestimmt,  dass  er 
durchaus  Nichts  lehrte,  was  nicht  lange  vor  ihm  schon  gelehrt  wor- 
den wäre,  dass  er  es  aber  lehrte,  wie  es  noch  nie  gelehrt  worden  war. 
Gerbert  habe  aus  irgend  einem  der  Werke  gelernt,  die  auf  Boethius  au- 
rückführbar  sind  (S.  324),  sicherlich  aber  seine  Kenntniss  des  Abacus 
nicht  von  den  Arabern  erhalten. 

Im  Anschluss  an  Chasles  hebt  H.  C.  weiter  alsAbacisten  unter  an- 
deren hervor: 

1.  Bernelinus  (S.  332—333),  einen  Schüler  Gerberts,,  der  den 
Abacus  als  eine  wohl  polirte  Tafel  beschreibt,  die  mit  blauem  Sand  be- 
|treut  werde,  und  sich  auf  demselben  der  römischen  Zahlzeichen  be- 
dient. Die  Namen  Igin ,  Andras  n.  s.  w.  scheinen  bei  ihm  nicht  vorsu- 
kommen,  ebensowenig  die  pythagorischen  Ziffern.  Doch  enthält  nach 
Chasles  eines  seiner  4  Bücher  die  Darstellung  der  Numeration. 
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2.  Gerland  (S.  333—334),  gegen  Ende  des  1].  Jahrhunderts,  der  wohl 
einer  der  Ersten  ist,  welche  die  oben  erwähnten  Namen  als  wirklich 
gebräuchlich  docnmentiren,  da  er  sie  im  Text  selbst  verwendet. 

3.  Raonl  oder  Radnlph  von  Laon  (8.  334—338),  der  jene  Fremd- 
wörter gleichfalls  im  fortlaufenden  Text  gebraucht,  dazu  aber  auch  das 
Wort  SipoSy  das  (S.  336)  in  doppelter  Weise  neu  sei,  als  Name  wie 
als  Sache,  und  als  Sache  auch  eigenthtimlich  als  ein  blosses  Hflifs- 
■eichen  beim  Multipliciren  gebraucht  werde.  Ebensowenig  habe  Radulph 
(8.  337)  alle  Zeichen  des  vollständigen  Abacus  verstanden  und  den 
Omni  der  Anzahl  der  Columnen  (S.  338).*') 

4.  einen  Anonymus  (S.  338),   dessen  Regeln   des  Abacus  das  Wort 
'  Sipos  zwar  ebensowenig  als  dessen  Zeichen  und  Gebrauch  kennen ,  dafttr 

aber  die  neun  anderen  Worte  benützen. 

*  Mit  Beginn  des  12.  Jahrhunderts  treten  nun  die  Algorithmiker  auf 
(S.339).  Dazu  gehört  Atel  hart  von  Bath  (c.  1120),  wenn  die  lieber- 
Setzung  der  Arithmetik  des  Mohammed  ben  Musa  wirklich  von  ihm  ist 
(vgl.  S.  268),  and  Johann  von  Sevilla,  der  in  Bezug  auf  die  Division 
nicht  über  Mohammed  hinausgeht  (S.  274),  das  Rechnen  mit  der  Null  et- 
was ausführlicher  auseinander  setzt  und  bereits  die  näherungsweise  Aus- 
siehung der  Quadratwurzel  mit  Hülfe  von  Decimalbrttchen  lehrt' 
(S.  275).  Eine  bedeutende  Veränderung  tritt  mit  Leonardo  von  Pisa 
ein  (8.  341).  Dieser  stellt  die  Methode  der  Inder  weit  über  den  AI- 
gorismus  und  über  die  Kreisbögen  des  Pythagoras  (S.  340).  Nach 
Chasles  ist  aber  unter  dieser  Methode  gar  keine  Reohenmethode  mit 
bekannten,  gegebenen  Zahlen  gemeint,  sondern  jene  Methoden,  die  dazu 
dienen,  Unbekanntes  im  Sinne  modemer  Buchstabenrechnung  zu  finden, 
vor  allem  die  sogenannte  regula  fal8i^{Q.  349).  H.  C.  pflichtet  dieser 
Meinung  (8.  850)  soweit  bei,  dass  er  zugiebt,  dass  die  regula  falsi  einen 
Theil  jener  Methode  ausmache.  Er  fügt  dazu  (8.  352)  die  beiden 
Hultiplicationsmethoden,  deren  eine  bei  den  späteren  Schriftstellern 
die  netzförmige,  die  andere  die  blitzartige  genannt  wird;  ferner  die  zah-. 
lontheore tischen  Betrachtungen  Leonardo^s,  in  denen  eben  dieser 
Tielleicht  auch  ganz  selbstständig  sei.  Arabisch  sei  bei  Leonardo  die 
Algebra  und  (8.  353)  der  Name  der  Null  (Z^pÄtrti *)••);  griechisch- 
rötkiisch  sei  neben  anderem  die  Fingerrechnung  und  die  zwar  nicht 
genau  erläuterte ,  aber  doch  angedeutete  und  in  der  Folge  auch  benützte 
complementäre  Division. 


*)  Es  muss  auffallen,  dass  hier  von  einem  voll  stand  igen  Abacus  gesprochen 
und  darunter  die  mit  Zeichen  ausgefüllte  Rechentnfel  verstanden  wird.  Es  scheint 
eine  Vermengung  der  eigentlichen  Rechentafel,  die  zum  Rechnen  frei  sein  muss, 
aod  der  Hülfstabellen  in  Form  der  Rechentafel  vorzuliegen. 

**)  Die  Form  xepkfru»  scheint  auf  einem  Irrthum  zu  beruhen;  wenigstens  finde 
ich  nur  den  Pluralls  zepkyra  und  Nominativus  zepktrum  in  der  Textausgabe  von 
Boneompagni. 
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IL      Woepcke^   sur  Viniroduciion  de  Varilhmitique  indienne  en 

occidenL 

Dieses  1859  erschienene  Werk  verwerthet  die  swei  von  dem  Fürsten 
Boncompagni  yeröffentlichten  Werke :  TraUaü  d'arilmetica^  Roma  1857  und 
II  Liber  Abhaci  dt  Leonardo  Pisano.  Roma  1857.  Die  Frage,  ob  Oerbert 
von  den  Arabern  gelernt  habe,  wird  (S.  5 — 12  und  57  Note  *•«))  in  Schwebe 
gelassen,  ebenso  die  andere,  ob  die  Geometrie  desBoethins  wirklich 
diesen  zum  Verfasser  habe  (S.  12,  Note  ♦)  und  S.  57,  Note  ♦**)).  Dage- 
gen werden  die  Kesnltate  von  Chasles  (S.  13 — 14)  mit  dessen  eigenen  Wor- 
ten angegeben,  nach  welchen  der  Abschnitt  der  Geometrie  des  Boethius, 
der  Brief  Gerberts  an  Constantin  und  die  anderen  Schriften  des  X.  und  - 
XI.  Jahrhunderts  über  den  Abacus  arithmetische  Abhandlungen  in  dem 
nämlichen  System,  wie  unsere  gegenwärtige  Arithmetik, 
sind.  Die  darin  enthaltene  Art  des  Rechnens  habe  sich  während  andert- 
halb Jahrhunderten,  vom  10^  bis  zum  Anfang  des  12.  verbreitet  und  ver- 
vollkommnet; dann  aber  sei  der  Algorithmus  aufgetreten  mit  der  Null 
an  Stelle  der  Colnmnen  und  der  Anwendung  der  Ziffern  in  der  Schrift, 
Diesem  Ergebniss  werden  (S.  14)  folgende  3  Thatsachen  gegenübergestellt. 

1.  Dass  die  Ziffern  mit  Positionswerth  und  Anwendung  eines  Zeichens 
für  Null  bei  den  Arabern  in  Gebrauch  waren ; 

2.  dass  die  arabischen  Schriftsteller  dieses  System  der  Numeration 
nie  für  eine  Erfindung  üirer  Nation  ausgaben,  sondern  einstimmig  behaup- 
ten, dass  es  von  Indien  zu  ihnen  kam; 

3.  dass  Leonardo  von  Pisa  in  der  Vorrede  des  Liber  Abbaci  die 
Worte  ausspricht :  Sed  hoc  ioium  (nämlich  alles,  was  er  in  Egypten,  Syrien, 
Griechenland,  Sicilien  und  der  Provence  von  der  Arithmetik  lernen  konnte) 
eüarn  et  algorismum  alque  arcus  pictagore  quasi  errorem  compuiam  respedu 
modi  indorum. 

Demnach  macht  es  sich  H.  W.  (S.  15)  zur  Aufgabe,  zu  zeigen,  worin 
.die  mit  arctis  Pythagorae  und  aJgorismus  bezeichneten  Methoden  von  der 
der  Inder  abweichen  und  worin  letztere  die  anderen  beiden  übertrifft.  Als 
gemeinsam  für  die  3  Methoden  denkt  sich  H.  W.  die  Anwendung  der  9 
Ziffern  mit  Positionswerth*)  und  er  sucht  daher  den  Unterschied  vorzüg- 
lich in  der  Art  und  Weise ,  die  elementaren  Operationen  der  Arithmetik 
auszuführen.  Nachdem  er  also  zuvor  festgestellt  hat,  (S.  15 — 16),  dass  die 
arcus  Pythagorae  die  Methode  bezeichnen,  welche  bei  Boethius  sich  fin* 
det,  und  der  algorismus  das  Verfahren  ist,  welches  durch  Mohammed  ben 
Mnsa  AlkhÄrizmi  im  Abendlande  bekannt  wurde  und  seinen  Namen  trägt 


*)  Bei  den  arcus  Pythagorae  ist  ein  Positionswerth  der  Ziffern  nicht  vorhanden ; 
denn  nicht  die  Stellung  der  Ziffern  zu  einander,  sondern  die  Columne,  in 
der  sie  stehen,  bestimmt  die  Potenz  von  10,  mit  der  sie  mnltiplicirt  za  denken  sind. 
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(S.  16  —  10),  giebt  derselbe  (S.  ao— 46)  in  erwünschter  Aasftihrlichkeit 
Ansauge 

1.  ans  der  Schrift  über  den  Abocns,   die  Ghasles  bekannt  machte 
(i.  Methode  des  Abacns), 

2.  ans  der  Schrift  des  AlkhArizmi  (2,  Methode  des  algortsmus)^ 

8.  ans  der  des  Leonardo  i  /*  -.,  .t    ^    ^     t   -i    \ 

1      A  ..1^      ...    1      »,     .         x^i        -1      /  (S.Methode  der  Inder). 

4.  ans  der  Arithmetik  des  Maximns  Flanndes  \  ^  ^ 

Daraus  sieht  H.  W.  (S.  46—47)  folgende  Folgernngen : 

1.  Der  Positionswerth  ist  den  3  Methoden  gemeinsam,  nnr  wendet  die 
erste  9,  die  anderen  beiden  10  Ziffern  an. 

2.  Statt  der  Nnll  wendet  die  1.  Methode  Colnmnen  an  nnd  nnterschei- 
det  sich  dadurch  yorzüglich  von  den  beiden  anderen,  den  Indern  ent- 
nommenen. 

3.  Leonardo  lehrt  die  Begeln  der  Mnltiplication  nnd  Division  im 
Gmnde  wie  Planndes,  aber  anf  schwierigere  Fälle  ausgedehnt  nnd  viel 
klarer  nnd  umfassender  dargestellt. 

4.  Die  Quellen  des  Leonardo  und  des  Planndes  scheinen  wenig 
verschieden  oder  dieselben  gewesen  zu  sein,  dagegen  mehr  oder  weni- 
ger verschieden  von  den  Quellen  des  Alkhärizmi,  so  dass  die 
Methode  bei  den  Indern  selbst  Fortschritte  machte  oder  die  Araber  sie 
vielleicht  später  nur  genauer  kennen  lernten. 

5.  Die  Methoden  des  Leonardo  und  des  Planndes  sind  rascher 
ausführbar,  erfordern  aber  einen  sichereren  und  geübteren  Bechner 
und  erhielten  deshalb  von  Leonardo  den  Vorzug. 

ß.  48—51  erhärtet  H.  W.  dieweitere  Thatsache,  dass  in  der  2.  Hälfte 
des  8.  Jahrhunderts  und  im  9.  Jahrhundert  die  Araber  von  den  Indern 
astronomische  Tafeln  und  eine  Abhandlung  über  das  Rechnen  mit  Ziffern 
überkamen,  und  reiht  daran  (8. 51)  eine  Bemerkung  in  den  Annali  dt  Scienze 
maiem,  e  fts.  comp,  da  Bamaba  Toriolmi  (VI,  321 — 323) ,  womach  in  der  2. 
Hälfte  des  10.  Jahrhunderts  die  arabischen  Geometer  des  Orients  sich  der 
indischen  Ziffern  mit  Stellenwerth  und  der  Anwendung  eines  Zeichens 
für  Nnll  bedienten;*)  femer  (S.  51 — 55)  die  Wahrnehmungen,  dass  einer- 
seits nach  der  Selbstbiographie  des  Avioenna  gegen  Ende  des  10.  Jahr- 
hunderts die  indischexb  Methoden  wenigstens  in  Bukhara  bei  Oe* 
Schafts-  und  Handelsleuten  verbreitet  waren,  andererseits  aber  der 
Gebrauch  der  Ziffern  insoweit  eingeschränkt  blieb,  als  1.  in  einer  Anzahl 
von  Werken  die  Zahlen  alle  mit  Worten  geschrieben  sind,  2.  in  den 
astronomischen  Tafeln  die  Zahlbuchstaben  vorgezogen  wurden. 

Hier  (S.  55)  ergreift  H.  W.  die  Gelegenheit,  über  die  Verschieden- 
heit der  Zahlzeichen  bei  den  Arabern  im  Westen  von  denen  im 


*)  Die  Form  dieser  Ziffern  theilt  H.  W.  erat  im  Joum,  AMiat.  1803,  8. 75,  mit; 
es  sind  die  Zeichen  auf  Taf .  II,  Figur  4. 
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Osten  zu  sprechen.  Die  Untersuchung  verschiedener  Handschriften  aus 
der  Berberei  führte  Hn.  W.  darauf,  dass  die  Araber  des  Westens  der 
Oobar Ziffern  sich  bedienten,  und  dies  fand  er  bestfttigt  in  der  Stelle 
des  Catalogs  der  orientalischen  Handschriften  der  Bodleianischen  Bibliothek, 
II,  287,  n.  a. :  Shehabeddinus  supra  landaius  iradit  (cod.  foL  69)  figuras  nume- 
rales  Gobariia  dictas  maxtme  apud  Occidentales  usurpari^  eas  vero,  quae  vo- 
caniur  figurae  Indicae  apud  Orientales,  Mit  Berücksichtigung  der  grossen 
Aehnlichkeit  der  Oobarziffern  mit  den  apices  des  Boethius  kommt  H* 
W.  zu  dem  weiteren  Gedanken,  dass  die  Araber  diese  Ziffern  bei  den 
Eroberungen  in  der  Berberei  von  den  Lateinern  annahmen,  ebenso 
wie  sie  im  Orient  die  coptischen  Ziffern  und  in  der  Folge  ebendort  die  in- 
dischen annahmen.  Die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Meinung  erhöhe  sich 
(S.  56)  dadurch,  dass  einerseits  nach  Chasles  als  a6acus  eine  mit  Staub  be* 
deckte  Tafel  benützt  wurde,  andererseits  nicht  blos  die  Ziffern  gobär^  d.  h. 
Staub  hiessen,  sondern  auch  der  Calcul,  bei  dem  sie  angewendet  wurden, 
deshalb  diesen  Namen  hatte,  weil  man  eine  mit  Staub  bedeckte  Tafel  da- 
bei anwendete. 

H.  W.  ist  aber  weit  entfernt,  durch  blosse  Conjecturen  das  historisehe 
Problem  lösen  zu  wollen,  und  will  nur  einen  Gesichtspunkt  bezeichnen, 
von  dem  aus  die  Sache  klarer  werden  könnte.  Daher  bemerkt  er  auch 
(S.  56,  2.  Note),  dass  auch  die  Inder  eine  mit  feinem  Staub  bedeckte 
Tafel  anwendeten,  und  dass  man  eine  Stelle  eines  Arithmetikers  kennt, 
der  c.  050  wahrscheinlich  in  Kairowan  in  Tunis  schrieb ,  in  welcher  Stelle 
der  indische  Calcul  mit  dem  Gobarcalcul  vollständig  identificirt  ist.  *) 

üeber  die  Frage,  ob  die  Araber  ihre  algebraischen  Kenntnisse 
den  Griechen  oder  den  Indern  verdanken,  glaubt  H.  W.  (S.  57)  nur  so 
viel  sagen  zu  können,  dass  Mohammed  ben  Musa,  wie  seine  astronomischen 
Tafeln  und  seine  praktische  Arithmetik,  so  auch  seine  Algebra  mehr  oder 
weniger  aus  indischen  Quellen  entnommen  hat;  bezüglich  der  weiteren 
Frage,  ob  die  Inder  von  den  Griechen  lernten,  oder  jede  für  sich  ihre 
Entdeckungen  machten,  werden  die  Ansichten  von  Colebrooke  und  Biot 
(S.  58 — 59)  mitgetheilt,  nach  welchen  die  Astronomie  unzweifelhaft  den 
Griechen  entnommen  ist,  die  Sezagesimalbrüche  und  die  Algebra 
daher  stammen  können.**)  Bezüglich  der  Zahlen  sei  nichts  Entscheiden- 
des bekanntgeworden.  Bemerkenswerth  aber  findet  H.  W.  (S.  60),  dass  die 


*)  Einem  h5ch8t  dankenswertben  Brief  des  H.  Prof.  Gildemeister  entnehme 
ich  die  Mittheilong^ ,  dass  der  berühmte  Arithmeüker  Ahn  Sahl  Dünftsh  ben 
Tammim  heisst  and  in  seinem  hebräischen  Commentar  znm  Buche  JTeptra  der  älteste 
bis  jetzt  nachweisbare  Gebranch  des  Wortes  ghübär  sich  findet.  Dieser  sage  nach 
Beinand:  die  Inder  hätten  die  Q  Zahlzeichen  erfanden  nnd  er  habe  in  seinem 
Buche  hisäb  alghübär,  Rechnung  des  ghübär,  d.  h.  der  Tafel,  davon  gesprochen. 

**)  Im  Jatom.  Asiai,  1863,  8.  461,  giebt  H.  W.  der  Sexagesimalrechnung  griechi. 
sehen  Ursprung;  über  die  Algebra  ist  er,  nach  der  Note  auf  derselben  Seite  noch 
unentschieden. 
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Belege  für  Anwendung  von  Ziffern  in  Indien  alle  in  die  Zeiten  nach 
Alexanders  Erobernifg  in  Indien  fallen;  er  wünscht  daher,  wenn  es 
möglich  sein  sollte,  Belege  für  Anwendung  von  Ziffern  in  Indien  vor 
Alexanders  Feldzng.*) 

in.     Woepcke  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens. 

In  den  vorlänfigen  Bemerknngen  findet  sich  nach  einer  Betrachtang 
allgemeiner  Art  über  Probleme,  wie  das  vorliegende,  die  Andeutung 
dessen,  worum  es  sich  handelt  (S.  30 — 31)  in  folgenden  Fragen: 

Gehört  die  Erfindung  unserer  sogenannten  arabischen  Zahlzeichen 
den  Indern,  denen  sie. von  den  Arabern  beigelegt  wird,  oder  gehört  sie 
dem  Pythagoras,  wie  es  der  Text  eines  lateinischen  Autors  vor  der  Zeit 
der  Araber  behauptet?  Haben  die  Araber  der  Berberei  (Afrika  und  Spa- 
uien,  Maghreb)  sie  von  den  Christen  entlehnt,  die  doch  nach  Spanien 
kamen,  um  sich  die  Wissenschaften  der  Araber  anzueignen ,  oder  von  den 
Indern,  die  doch  den  Arabern  des  Ostens  Ziffern  von  verschiedener 
Form  gaben? 

Zur  Beantwortung  dieser  Fragen ,  so  weit  es  möglich  ist ,  handelt  H. 
W.  zuerst  von  der  Stelle  in  der  Geometrie  des  Boethius  und  dem 
daran  sich  Anschliessenden.  Nach  der  Angabe  der  fHiheren  Ansichten 
hebt  er  (8.  41—42)  rühmlichst  die  Untersuchungen  Martin's  hervor,  nach 
denen  Gerbert  kein  Schüler  der  Araber  ist,  sondern  von  Boethius 
oder  anderen  Autoren  vor  ihm ,  wie  Odo ,  lernte ;  ferner  die  Anwendung 
der  Methode  des  Abacus,  wenn  nicht  dem  Pythagoras  selbst,  doch  den 
Neupythagoreern,  in  der  Zeit  etwas  vor  Boethius,  beizulegen  ist. 
H.  W.  unterlfisst  es  aber  nicht  (S.  42)  auf  die  Ansicht  von  Halliwell  hin- 
zuweisen,  der  es  für  sehr  wahrscheinlich  findet,  dass  jene  Stelle  bei 
Boethius  eine  Interpolation  ist,  weil  sie  in  2  Mss.,  die  er  kennt, 
nicht  enthalten  ist  Ferner  spricht  er  S.  43  seine  eigene  Ansicht  dahin 
aus,  dass  die  Darlegung  von  Martin  nur  die  Aechtheit  des  1.  Theiles  der 
sogenannten  Geometrie  des  Boethius  beweist,  der  2.  Theil  das  Werk  eines 
Fortsetzers  sein  könnte.  So  denkt  er  sich  auch  den  Gedanken  Lachmann^s, 
dem  er  endlich  noch  Böckh  anreiht,  der  den  Anhang  über  den  Abacus  für 
das  Werk  eines  Compilators  hält. 

Nachdem  so  Hn.  W.  die  Autorschaft  des  Boethius  bezüglich  des  An- 
hanges keineswegs  feststeht,  geht  er  (S.  44)  weiter  zu  der  Frage,  ob  die 
Ziffern,  die  wir  in  den  Mss.  der  Geometrie  des  Boethius  finden ,  alte  For- 
men unserer  jetzt  gebräuchlichen  Ziffern  sind.     Hiezu  macht  er  zuerst  da- 


*)  In  einem  Anhang  theilt  H.  W.  S.  60— 66  den  Inhalt  des  Liber  Abhaci  mit  und 
p.  60—71  eine  Uebersetznng  der  Vorrede  der  Schrift  des  Mohammed  Sibth  Al- 
maridini über  den  Sexagesimalcalcul,  die  Titel  der  10  Capitel  nnd  des  Schlusses  und 
3  Tableaox  von  Beispielen  einer  Multiplicatiop  von  Sexagesimalgrössen. 
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rauf  aufmerksam,  dass  die  Ziffern  jener  Geometrie  nicht  allein  in  den 
Handschriften  dieser,  sondern  mit  unheträchtlicheb  Abweichungen  auch  in 
anderen  gleichzeitigen  Mss.  vorkommen. *)  Die  Gleichförmigkeit  die- 
ser Ziffern  beweise  aber  nicht,  dass  die  Ziffern,  welche  die  Mss.  des 
Boethius  darbieten,  als  allein  den  Copisten  des  XL  Jahrhunderts  angehörig 
betrachtet  werden  mtissen,  und  nicht  älter  sind.  Es  schliesse  dieselbe  die 
Möglichkeit  nicht  aus ,  dass  die  christlichen  Arithmetiker  des  Mittelalters 
diese  iZiffern  durch  eine  Tradition  erhalten  haben,  die  bis  zu  Boethius 
hinaufsteigt;  vielmehr  sei  dieses  sehr  wahrscheinlich  (S.  45).  Sicher 
sei  jedoch  nur,  dass  das  Mittelalter  seit  dem  XL  Jahrhundert  im  Besitz 
dieser  Ziffern  sei  und  dass  ihre  Form  im  Laufe  des  XIL  Jahrhunderts  noch 
nicht  erheblich  verändert  worden  sei  (S.  46).**)    . 

Dass  diese  Ziffern  wirklich  die  ältesten  F o r m e n  unserer  ge* 
genwärtigen  sind,  sei  durch  Natalis  de  WaiJly,  Eldmenis  de  paleographie 
ausser  Zweifel  gesetzt.  Weniger  gewiss  sei  es,  ob  die  Ziffern  bei  Boe* 
thius  die  wahre  Gestalt  der  nach  demselben  Boethias  von  einigen  Pj- 
thagoreern  angewendeten  Charaktere  sind;  dass  dieses  aber  sehr 
wahrscheinlich  sei,  begründet  H.  W.  in  folgender  Weise: 

1.  Die'Namen  seien  ein  Gemisch  griechischer  und  semitischer 
Wurzeln,  von  denen  die  einen  die  mystischen  Anschauungen  der  Neu- 
pythagoreer  über  die  Zahlen  erkennen  lassen,  die  anderen  den  Zahlen- 
werth  angeben  (S.  47 — 48).  Welcher  semitischen  Sprache  sie  angehörten, 
lohne  sich  kaum  zu  untersuchen,  doch  sei  es  wahrscheinlich  ein  solcher 
Dialect  gewesen,  dessen  Einfluss  in  Alezandrien  überwog.  Arabischer 
Ursprung  scheine  mehr  als  jeder  andere  auszuschliessen  zu  sein.  Das 
Verdienst,  zuerst  dieses  Gemisch  erkannt  zu  haben,  gebühre  H.  Y'incent. 
Zu  den  Erklärungen  (S.  50),  welcher  dieser  von  den  Namen  giebt,  werden 
(S.  51)  neue  Erklärungen  von  H.  Bienajmä  mitgetheilt,  welcher  Oaltis 
auf  iCcrAoTi}?,  Zenis  auf  Zffvlg,  Celentis  auf  Sekvjvti  zurückführt.  Für  diese 
Erklärungen  sprechen  d  Stellen  aus  der  Ausgabe  der  Musik  des  Theon 


*)  Darunter  iat  Cod.  Arund.  343  genannt,  der  meines  Wissens  dem  XII.  Jahrh. 
angehört,  so  dass,  wenn  die  übrigen  genannten  Mss.  (no.  533  ei  534  du  fonds  SairU^ 
Victor  de  la  BibHothkque  impiriale  de  Paris ;  no,  9377  de  Vancien  fonds  latin)  anch  diesem 
Jahrhundert  angehören,  die  darauf  gestützten  Folgerungen  an  Halt  verlieren  würden. 

**)  Hat  meine  vorstehende  Anmerkung  Grund,  dann  ist  nur  so  viel  sicher ,  dass 
Mss.  desselben  Inhaltes,  die  also  auf  einen  einheitlichen  Qrund  zurück  zu  gehen 
scheinen,  zuerst  diese  Ziffern  im  XI.  Jahrh.  enthalten,  diese  dann  durch  eben  diese 
Mss.  weitere  Verbreitung  erhielten  und  daher  im  XII.  Jahrh.  auch  in  anderen  Mss. 
erschienen.  Ich  habe  zwar  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  auf  Tafel  VI 
ähnliche  Ziffern  aus  dem  X*  Jahrhundert  angeführt,  aber  H.  Cantor  giebt  S.  290  bis 
291  seines  Werkes  die  sehr  dankenswerthe  Mittbeilung,  dass  diese  Ziffern  ihr  Ent- 
stehen einer  erst  späteren  Spielerei  verdanken  und  zu  gar  keinen  Folgerungen  be- 
rechtigen. Ich  muss  also  auch  das  zurücknehmen ,  was  ich  Seite  42  meines  Bchrift- 
chens  darüber  gesagt  habe.  Um  so  mehr,  glaube  ich,  ist  Vorsicht  anzuwenden ,  dass 
man  die  Spur  des  Ursprunges  nicht  mit  den  Spuren  der  späteren  Verbreitung  zu- 
sanmenfasst. 
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von'  Sinyma  von  Bouillaud,  welche  H.  W.  8.  51 — 52  mittheilt.  In  der 
Note  1,  S.  53—54,  endlich  theilt  H.  W.  noch  mit,  dass  bei  den  Kabjlen  für 
die  Einheit  die  Namen  ighetn  nnd  Hen  gefanden  wurden,  und  bei  den 
Beni-Mozab  in  Algier  der  Name  iggen,  so  dass  der  Name  igin  in  den  Msb. 
des  Boethins  von  jenem  nord afrikanischen  Idiom  kommen  könnte,  das  in 
Alexandria  von  Berbern  gesprochen  wurde. 

2.  Die  Stelle  in  der  Geometrie  des  Boethius  beweise  doch,  selbst 
wenn  sie  nicht  von  Boethius  herrühre,  sondern  von  einem  Fort- 
setzer  der  Geometrie  aus  Gerberts  Zeit  oder  kurz  vorher,  dass  das  Mittel- 
alter die  AnfUnge  der  praktischen  Arithmetik  dem  griechischen  oder 
römischen  Aiterthum  zuschreibe,  nicht  den  Arabern  (S.  54).  Einen 
Beleg  dafür  findet  H.  W.  auch  (S.  49 — 50  in  der  Note)  darin,  dass  Radulph 
von  Laon  die  Namen  der  Ziffern  und  den  Abacus  als  eine  Erfindung  der 
Chaldäer  darstellt. 

Unabhängig  von  der  Aechtheit  der  Geometrie  des  Boe- 
thius ergiebt  sich  also  Hn.  W.  das  Resultat  (S.  54),  dass  sehr  wahrschein- 
lich das  christliche  Mittelalter  vonNeupythagoreern  aus  der  Schule  von 
Alexandria  jene  seltsamen  Namen  und  Zeichen  erhalten  hat,  und  zwar 
in  dem  ersten  Jahrhunderte  unserer  Zeitrechnung.  Doeh  soll  damit  we- 
der in  diese  Zeit  noch  an  diesen  Ort  die  Erfindung  selbst  und  die  erste 
Gestaltung  der  Zeichen  fixirt  werden.*)  Hn.  W.  ist  es  nftmlich  nicht 
entgangen,  dass  in  der  vorliegenden  Untersuchung  zwischeu  den  ersten 
Jahrhunderten  und  dem  XI.  eine  bedenkliche  Lücke  besteht  (S.  55  u.  57). 
Zur  Aufklärung  hierüber  weist  derselbe  auf  den  noch  nicht  nach  seinem 
Werthe  berücksichtigten  Umstand  hin,  dass  es  bei  den  Arabern  zwei 
Arten  von  Ziffern  giebt  (S.  56),  eine  im  Orient  gebräuchliche,  die  H. 
W.  deshalb  die  orientalische  nennt,  nnd  eine  in  Afrika  und  Spanien 
wenn  auch  nicht  ausschliesslich  angewendete,  die  occidentalische,  von 
den  Arabern  Gobar  genannte.  Ueber  letztere  theilt  H.  W.  3  Stellen  aus 
3  arabischen  Mss.  mit,  die  er  im  Februar-  und  März -Heft  des  Joum. 
Asiat.  1962  beschrieben  hat.  Die  erste  Stelle  (S.  58—62)  enthält  die 
Angabe,  dass  die  Pythagoreer  sechs  Ordnungen  der  Zahlen  zuliessen, 
während  die  Mehrzahl  der  Alten  nur  vier  zuliess,  ferner  duss  die  1.  Ord- 
nung von  1 — 9  reicht,  wofür  es  9  Zeichen  gebe  und  zwar  die  des  Gobar, 
die  sehr  häufig  in  den  spanischen  Provinzen,  der  Berberei  und  (dem  übri- 
gen Nord-)  Afrika  angewendet  würden  und  deren  Ursprung  von  der  Sage 
auf  einen  Inder  zurückgeführt  werde,  der  feinen  Staub  auf  eine  Tafel 
oder  Fläche  ausbreitete  und  darin  Multiplicationen,  Divisionen  und  andere 
Operationen  ausführte.  Ueber  die  Form  dieser  Ziffern  werden  Verse  mit- 
getheilt.     Die  zweite  Stelle  (S.  63 — 65)  enthält  nach  der  Angabe  der 


•)  Näheres  hierüber  weiter  unten  in  dem  über  8.  247  der  Abhandlang  des  H.  W. 
Mitgetheilten. 
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2  Arten  von  Ziffern,  der  einen  im  Orient,  der  anderen  im  Occident  ge- 
brftachlichen,  die  Versicherung,  dass  beide  Arten  indische  Einrichtung- 
gen  seien ,  dass  man  aber  zum  Unterschied  nur  die  ersteren  indische ,  die 
zweiten  Gobar  nenne,  lieber  die  Form  finden  sich  dieselben  Verae,  wie 
bei  der  ersten  Stelle  und  dazu  ein  Vers ,  der  alle  Ziffern  zusammen  ent- 
hält. Die  dritte  Stelle  (S.  66 — 69)  enthält  eine  Aeusserung,  die  es  in 
Abrede  stellt,  dass  beide  Arten  indisch  seien;  die  zweite  Art  gehöre  der 
(nicht  indischen)  Gobarschrift  an.  Aus  diesen  Stellen  hebt  H.  W.  zwei 
Punkte  hervor: 

1.  Dass  die  in  den  Versen  enthaltene  Beschreibung  die  Form  der 
Ziffern  völlig  deutlich  macht  und  eine  Aufsuchung  derselben  in  Mss.  des* 
halb  überflüssig  ist. 

2.  Dass  eine  Tradition  vom  indischen  Ursprung  der  Gobarziffem 
bei  den  arabischen  Arithmetikern  vorhanden  war  und  von  ihnen  besprochen 
wurde. 

Nach  seiner  Ansicht  nun  (S.  69 — 70)  sind  diese  Ziffern  wirklich 
indischen  Ursprungs,  aber  nicht  direct  von  den  Indern  zu  den 
Arabern  gelangt;  dies  erhelle  aus  Folgendem: 

Prinsep  habe  die  Wahrnehmung  gemacht,  dass  die  älteste  Weise  die 
Zahlen  auszudrücken  in  der  Sanskritsprache,  wie  im  Griechischen  und 
Lateinischen,  in  der  Benützung  der  Buchstaben  in  der  Reihenfolge  des 
Alphabetes  bestand  (S.  70) ;  für  viele  der  vorkommenden  förmlichen  Zahl- 
zeichen aber  habe  er  die  Vermuthung  aufgestellt,  dass  die  Anfangs- 
buchstaben der  Zahlwörter  zu  Zahlzeichen  wurden  (S.  72).  Nach  die- 
sem Vorgange  verglich  nun  H.  W.  die  Gobarziffem  und  die  Ziffern  bei 
Boethius  mit  der  von  Prinsep  im  Journal  der  asiatischen  Gesellschaft  von 
Bengalen  1838  mitgetheilten  Liste  alter  Sanscritalphabete  aus  verschiede- 
nen Zeiten  und  fand  seine  Erwartungen  um  vieles  übertroffen  (S.  73) ,  da 
er  nicht  nur  entsprechende  Anfangsbuchstaben  in  einem  Alphabete  fand, 
sondern  dieses  Alphabet  auch  genau  dem  2.  Jahrhundert  unserer  Zeitrech- 
nung angehört.  Damit  die  Leser  selbst  über  die  Aehnlichkeit  urtheilen 
können,  theilt  H.  W.  (S.  75)  die  betreffenden  Zeichen  mit  (Taf.  II,  Fig.  1^). 
Er  verkennt  selbst  auch  die  Verschiedenheiten  nicht  und  hebt  eine  solche 
für  die  Ziffer  4  ausdrücklich  hervor  (S.  77) ,  findet  aber  dagegen  die  Form 
von  8  aus  dem  dafür  angegebenen  Buchstaben  besonders  gut  erklärlich. 
Jedenfalls  hält  er  aber  die  Aehnlichkeit  der  Zeichen  des  Boe- 
thius mit  den  Anfangsbuchstaben  der  alten  Sanskritwörter 
für  derartig,  dass  man  sie  unmöglich  als  rein  zufällig  betrachten 
könne  (S.  78).  Sei  aber  diese  keine  zufällige,  dann  deute  dieselbe  an, 
dass  die  Neupythagoreer  zu  Alexandria  von  Indien  Zeichen  er- 
hielten, welche  einige  von  ihnen  bei  ihren  Operationen  in  der  praktischen 
Arithmetik  anwendeten  (S.  79).  Es  frage  sich  nun,  wie  weit  diese  Annahme 
mit  den  bekannten  Thatsachon  sich  vereinbaren  lasse. 
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Bezüglich  der  VerbreitiiDg  des  Abacnssystemes  mit  Columnen 
stimmt  H.  W.  völlig  der  Ansicht  Martinas  bei  (ß.  235) ,  nach  welcher  das- 
selbe deshalb  im  Occident  mehr  als  in  Griechenland  sich  ver- 
breitete, weil  bei  der  nnvoUkommenen  Nameration  der  Römer  mehr  das 
Bedürfniss  darnach  vorhanden  war.*)  Es  habe  sich  (8.  236)  das  Verfahren 
der  Nenpjthagoreer  in  den  östlichen  Provinzen  des  Römerreiches 
wenig  oder  nicht  verbreitet,  wohl  aber  in  Italien,  wo  Boethins  die 
Principe  desselben  auseinander  setzte,  in  Gallien,  wo  Gerbert  es  wieder 
in*s  Leben  rief,  und  in  Spanien,  wo  die  Araber  es  im  Anfang  des  VIII. 
Jahrhunderts  finden  mussten.**^)  Wie  nämlich  in  Syrien  die  griechische 
Numeration,  in  Egypten  die  coptische  (S.  237),  im  Orient  indische 
Werke ,  so  hätten  die  Araber  in  Spanien  das  Columnensystem  und  die 
Ziffern  der  Neupythagoreer  angenommen  (S.  230).  Hundert  Jahre  später 
hätten  sich  die  indischen  Methoden  (mit  Positionswerth  und  der  Null 
als-  stellvertretendes  Zeichen)  allmählig  in  der  Berberei  verbreitet  (S.  230) 
und  zwar  unter  dem  Namen  Calcul  des  Oobar  oder  des  Staubes,  ein 
Name,  der  wesentlich  indischen  Ursprunges  sei  (S.  240). 

Da  jedoch  die  Araber  in  vielleicht  2  Jahrhunderten  sich  an  die  Ziffern 
der  Nenpythagoreer  gewöhnt  hätten,  so  hätten  sie  bei  der  neuen  Me- 
thode die  alten  Ziffern  gebraucht,  und  sie  bald  mit  dem  Namen  der 
Ziffern  des  Gobar  bezeichnet  (S.  241  —  242).  Die  alten  Ziffern  und  die 
neuen  Methoden  hätten  sich  mehr  und  mehr  identificirt ,  man  habe  endlich 
angenommen,  dass  auch  die  Ziffern  indischen  Ursprunges  seien,  und  sei 
so  durch  einen  Irrthum  zur  Wahrheit  gekommen  (S.  242).  Andere 
hingegen  hätten  den  Namen  indische  Ziffern  den  Ziffern  vorbehalten, 
welche  die  Araber  des  Orients  mit  den  neuen  Methoden  anwendeten. 

Die  Null  sei  den  Neupythagoreem  nicht  unbekannt  gewesen 
(S.  243),  aber  wegen  der  Anwendung  von  Oolumnen  habe  sie  ihre  ei- 
gentliche Bedeutung  nicht  behaupten  können  (S.  244).**'^)    Es 


*)  Ist  es  nicht  seltBam,  dass  Griechen  die  Erfinder  eines  bequemeren  Verfah- 
rens wurden,  das  weniger  sie,  als  die  Körner  bedurften?  Und  wenn  sich  nun  er- 
geben sollte ,  dass  die  römische  Numeration  für  den  römischen  Abacus  ganz  bequem 
ist,  und  ein  Bedürfniss  nach  einer  Aendernng  gar  nicht  bestand?  —  Und  was  ge- 
wannen die  Römer?    H.  W.  sagt  8.  241:  mithodea  incommode§  et  eompliquäesl 

**)  Hier  mnss  es  doch  wohl  zweifelhaft  erscheinen,  ob  das  Columnensystem  wirk- 
lich in  Spanien  am  Anfang  des  achten  Jahrhunderts  verbreitet  war,  wenn  fioethius 
3 — 4  Jahrhunderte  nach  der  Erfindung  noch  die  Principe  auseinander- 
setzen und  Gerbert  gegen  das  Ende  des  zehnten  Jahrhunderts  das  Verfahren  wieder 
aufleben  machen  muss.  Bäthselhaft  bleibt  auch,  dass  die  Araber  ein  in . dem  ersten 
Jahrhundert  in  Alezandria  gebildetes  Verfahren  erst  in  Spanien  im  achten  wieder- 
finden, ferner  wie  die  Namen,  die  griechischen  und  semitischen  Ursprungs  sein 
sollen,  in  Alezandria  zu  jener  Zeit  gebildet  wurden  und  erst  im  XI.  und  XII.  Jahr- 
hundert (wieder?)  bei  christlichen,  lateinisch  schreibenden  Autoren  sieh  im  Text  an- 
gewendet finden. 

*•*)  In  einer  Anmerkung  (S.  243^-244)  erklärt  sich  H.  W.  gegen  die  Ableitung 
des  Wortes  tipo» aus  dem  Arabischen;  in  einer  zweiten  (S.  244—245)  gegen  die  An- 
nahme ,  dass  die  Anwendung  der  Null  oberhalb  der  Ziffern  den  Ch>barziffem  eigen- 
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gehe  daraus  hervor,  dass  den  Neupythagoreern  nar  mehr  oder  weni- 
ger vage  Mittheilungen,  hegleitet  ron  Listen  der  10  Zahlzeichen 
in  Alexandria  zugekommen  seien  (S.  247),  dass  sie  aber  in  diesen  Zeichen 
ein  Mittel  erkannt  h&tten,  den  Handabacus  (abiieus  manuet)  in  einen  ge- 
schriebenen umzuwandeln,*)  nnd  dass  sie  daher  die  indischen  Fi- 
guren mit  dem  griechisch-römischen  Verfahren  zu  dem  Golnm- 
nensjstem  amalgamirten ,  welches  in  der  Stelle  des  Boetbius  auseinander* 
gesetzt  ist  (S.  248). 

um  aber  auch  zu  erweisen,  dass  die  Anwendung  von  10  Zeichen 
mit  Positionswerth  in  Indien  existirte  und  in  den  ersten  Jahrhun- 
derten unserer  Zeitrechnung  nach  Alexandria  gelangen  konnte,  geht  H.  W. 
gründlicher,  als  es  bisher  geschehen,  auf  dieEntwickelungderprak* 
tischen  Arithmetik  in  Indien  ein.  Als  besonders  geeigen- 
schaftet  für  mathematische  Speculationen  mit  ganzen  Zah- 
len erweisen  sich  die  Inder  durch  ihre  auf  Calcul  gegründete  Astronomie, 
Theorie  der  irrationalen  Orössen  und  Algebra,  ferner  durch  ihre  Entdeck* 
ungen  bei  den  Auflösungen  unbestimmter  Oleichungen,  denen  auch  die 
neuere  Zeit  erst  durch  Euler  gleichkam  (S.  249).  Dieselbe  Eigenschaft 
tritt  sogar  in  ihren  religiösen  und  poetischen  Werken  hervor,  durch  die 
besonderen  Namen 'für  die  Potenzen  von  10,  welche  dort  mit  Vorliebe  zum 
Ausdruck  von  Grossartigkeit  angewendet  sind.  Nach  Weber  theilt  H.  W. 
ans  Werken  von  Brahmanen  (S.  251)  die  Namen  für  10^—10^',  (S.  252) 
für  10*— 10"  und  für  iC,  10",  10'^  10»,  10",  10«,  10"  mit.  Diesen  werden 
(S.  252 — 254)  Zahlausdrücke  zur  Seite  gestellt,  die  sich  allenthalben  in 
dem  buddhistischen  Werke  Lalilavislara  finden,  und  wirkliche  Zah- 
len, nicht  symbolische,  wie  die  meisten  der  Apokalypse ,  ausdrücken 
(S,  254,  Note  1).  Noch  merkwürdiger  ist  aber  der  Abschnitt  des  oben  ge- 
nannten Werkes,  in  welchem  von  einer  wissenschaftlichen  Prüfung,  neben 
anderen  Disciplinen  vorzugsweise  aus  der  Arithmetik,  erzählt  wird.  Der 
Gefragte  ist  darnach  im  Stande,  Zahlen  bis  10^'  (S.  258)  mit  den  dazu  er- 
dachten Namen  auszusprechen ,  von  denen  die  für  10^  10',  10'^ ....  10** 
(S.  256 — 257)  angegeben  sind.  Nach  dieser  glänzenden  Probe  des  Wissens 
wird  der  Geprüfte  zum  Lehrer  des  Prüfenden  und  nennt  diesem  noch  die 
Zahl  des  Staub  es  der  Uratome  eines  yödjana  in  zweifacher  Weise,  er- 


thümlioh  angehöre ,  und  dass  damit  ein  Uebergangastadinm  vor  der  Erfindnng  der 
Null  als  stellyertretendes  Zeichen  angedeutet  sei;  beide  Beseichnnngsweisen 
seien  gleichseitig  und  jene  mit  der  Null  über  den  Ziffern  sei  vielleicht  nie  an- 
ders angewendet  worden ,  als  snr  Darstellung  der  indischen  Notation  in  Form  eines 
Tableau.     Vgl.  S.'dOi),  Note  2. 

*)  Nach  H.  Cantorthat  dieses,  wenigstens  in  Sand ,  bereits  Pythagoras 
und  möglicher  Weise  eine  noch  frühere  Zeit.  —  In  der  Stelle  aas  der  npi^ipoipü^ia  des 
Planudes,  die  H.  W.  S.  240  N.  2  mittheilt,  wird  die  Ausführnng  einer  Maltiplications- 
methode,  ähnlich  der  des  Alkharismi  (vgl.  W.  S.  407,  N.  h),  auf  der  Sandtafel 
der  auf  Papier  mit  Tinte  um  vieles  vorgesogen. 
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stens  nach  ihren  Factoren ,  in  nnserer  Ansdrucksweise  s=?4 .  1000 .4.2.12.7** 
(S.  259),  zweitens,  wie  sie  lautet,  nämlich:  10,008""000,  0O0'"O0O,  OOO^OeM), 
225'012,  000  (S.  200).  Diese  Zahl  ist  aber  nicht  das  Prodact  der  angegebe- 
nen Factoren ,  und  man  müsste  den  Bechenkttnstler  für  einen  unverschäm- 
ten Grossthner  halten ,  wenn  nicht  H.  W.  in  überzeugendster  und  scharf- 
sinnigster Weise  dargethan  hätte  (S.  200  —  205),  dass  die  Factoren 
4  .  1000  .  4  . 2  .  12  .  7^  sind  und  die  Zahl  S16,240'5i2,000  lautet.  Es  liegt  also 
ein  Zeugniss  wirklicher  Kenntnisse  der  Inder  vor,  und  zwar  sehr  wahr- 
seheinlich  aus  dem  3.  Jahrhundert  vor  Christus  (3.  200).  Aus  dem  Zu- 
sammenhange geht  aber  hervor,  dass  eine  solche  Berechnung  des 
Staube 8  als  ein  Problem  galt,  dessen  Lösung  den  höchsten  Grad  der 
Kenntniss  bekundet  und  es  wirft  daher  H.  W.  die  Frage  auf,  ob  es  nicht 
in  Indien  Typus  und  Repräsentant  aller  Probleme  der  praktischen  Arith- 
metik schon  lange  vor  der  Abfassung  des  Werkes  LaHtavistara  gewesen  ist, 
ob  es  diese  Geltung  nicht  lange  Zeit  hindurch  behalten  musste,  besonders 
nachdem  es  in  einem  der  heiligen  Bücher  aufgenommen  war,  und  o^  endlich 
nicht  daher  der  Name  Staubrechnung  für  die  aus  Indien  stammen- 
den Methoden  der  praktischen  Arithmetik  gekommen  ist  (S.  207).  Letz- 
tere Frage  lässt  H.  W.  unentschieden,  für  die  erste  ergiebt  sich  ein  weite- 
res Moment  aus  der  Yergleichung  der  erwähnten  Berechnut^g  des  Staubes 
mit  der  Sandrechnung  des  Archimedes,  die  um  so  näher  gelegt 
wurde,  als  in  der  Stelle  des  indischen  Buches  noch  erwähnt  wird,  dass 
man  in  der  angegebenen  Weise  auch  die  Zahl  der  Atome  aller  Welten  be- 
rechnen könne  (S.  208).  Durch  eine  sehr  klare  Darlegung  des  Verfahrens 
des  Archimedes  (S.  208 — 272)  weist  H.  W.  nach,  dass  Zweck  und  Mittel, 
das  Ganze  und  Einzelheiten  so  sehr  übereinstimmen,  dass  ein 
blos  zufälliges  Zusammentreffen  schwer  anzunehmen  ist.*)  Er  neigt  sich 
daher  zu  der  Ansicht,  dass  das  Problem  in  Indien  seine  Entsteh- 
ung hatte,  von  danach  Alezanders  Feldzug  in  Griechenland  bekannt 
wurde  und  von  hier  aus  in  Sjracus ,  wo  es  durch  Archimedes  mit  einer 
nur  einem  solchen  Geiste  möglichen  Präcision  gelöst  wurde  (S.  272 — 273). 

Zum  Nachweis  dafür,  dass  die  Namen  der  Potenzen  von  10,  wie  sie 
im  Vorstehenden  erwähnt  wurden,  in  Indien  fortwährend  bekannt  und  an- 
gewendet waren ,  theilt  H.  W.  einen  Abschnitt  aus  dem  1031  beendeten 
Werke  des  Albiruni  über  Indien  mit  (S.  275 — 290).    Daraus  ergiebt  sich: 

1.  Dass  zu  Anfang  des  11.  Jahrhunderts  die  Benützung  der  Buch- 
staben als  Zahlzeichen ,  wie  sie  früher  bei  Arjabhatta  und  aus  den  süd- 
lichen Theilen  Indiens  nachweisbar  sind ,  von  Albiruni  nicht  wahrgenom- 


*)  Eine  ähnliche  Frage  wirft  H.  Cantor  S^  07  auf,  nachdem  er  eine  Stelle  eines 
freilich  späten  chinesischen  Schriftstellers  mitgetheilt  hat,  welche  von  den  3  Nu- 
snerationssystemen  des  Buddha  handelt,  und  im  Wesen  mit  dem  aus  dem  Buche 
Laiiiavistara  Mitgetheilten  übereinstimmt,  nur  dass  im  indischen  Werke  die  erste 
Gruppe  bis  10^  reicht,  im  chinesischen  nur  bis  10^^ 

ZeiUehrift  f.  Mftthemfttik  a.  Physik.  IX,  2.  7 
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men  wurde  ^  und  der  Ursprung  der  Ziffern  aus  Anfangsbuchstaben  der 
Zahlwörter  bereits  längst  vergessen  war  (8.  275,  N.  l). 

2.  Dass  es  verschiedene  Zifferformen  gab,  die  Numeration  aber 
allenthalben  nach  dem  Decimalsystem  erfolgte  (S.  276 — 277,  283,  N.  1). 

3.  Dass  die  Inder  die  Namen  für  die  Potenzen  von  10  bis  auf  10''  ans» 
dehnen,  aber  in  verschiedener  Bildang  derselben  (S.  277 — 278).  18 
derselben  für  l(f  bis  10^'  werden  S.  270  mitgetbeilt.*) 

4.  Dass  abweichende  Ansichten  hierüber  verbreitet  waren.  Albiruni 
selbst  bespricht  4  derselben  als  besonders  erheblich  und  deutet  an,  dass  er 
viele  andere  absichtlich  als  unnütz  übergeht. 

5.  Dass.  die  Inder  in  Versen  statt  der  Zahlen  Wörter  anwendeten, 
welche  die  Zahlen  vertreten  konnten.  Es  werden  solche  fUr  0 — 25  ange* 
führt  (8.  283—200). 

An  das  Mitgetheilte  knüpft  H.  W.  (S.  442—446)  die  Hinweisung  auf 
die  bei  weitem  grössere  Leichtigkeit  auf  den  Stellenwerth  zu 
kommen,  wenn  eigene  Namen  für  jede  Potenz  von  10  vorhanden  sind, 
wie  bei  denlndern,  als  wenn  die  Potenzen  in  Gruppen  abgetheilt  sind, 
wie  bei  den  Arabern,  Griechen  und  bei  uns ;  ferner  (S.  446  -  447)  den  Nach« 
weis,  dass  die  Anwendung  des  Stellenwerthes  und  der  Null  in 
der  Anwendung  symbolischer  Wörter  für  die  Zahlen  voll- 
ständig enthalten  ist.  Aus  der  Verwendung  endlich  des  Wortes  anka 
(Ziffer)  als  Symbol  für  die  Zahl  0  im  Soürya-Siddhänia  erweist  er  (S.  448 
bis  4ö0),das8  der  Gebrauch  von  0  Ziffern  mit  der  Null  und  mit 
8tellenwerth  vor  dem  Ende  des  5.  Jahrhunderts  unserer  Zeitrech- 
nung in  Indien  ganz  geläufig  bereits  gewesen  sein  muss.  Nach  einer 
kurzen  Zusammenstellung  der  Beweisgründe  spricht  H.  W.  daher  (8.  452) 
seine  Ueberzeugung  dahin  aus,  dass  die  Erfindung  der  0  Ziffern  und 
ihre  Anwendung  mit  Stellenwerth  vermittelst  der  Null  In- 
dien angehört  und  in  die  ersten  Jahrhunderte  unserer  Zeit- 
rechnung zu  setzen  ist. 

Hiervon  soll  nach  dem  Früheren  die  Kunde  nach  Alexandria  ge- 
kommen sein ;  es  fragt  sich  also ,  ob  die  allgemeinen  Umstände  jener  Zeit 
eine  solche  Ueberlieferung  möglich  oder  wahrscheinlich  finden  lassen.  Als 
Antwort  hierauf  theilt  H.  W.  (8.  453—456)  Stellen  mit  aus  Weber,  akad. 
Vorlesungen  über  indische  Literaturgeschichte,  aus  Gildemeister,  Scrip- 
forum  Arabum  de  rebus  Indicis  lociy  aus  Wilson,  Vishnu  PuranOj  und  ver- 
weist bezüglich  der  Begründung  auf  Lassen' s  Indische  Alterthumsknnde. 
Diesem  fügt  er  (8.  456—458)  Stellen  aus  Porphyrius  im  Leben  des  Plo- 
tinus   und   aus  Eusebius,  Praeparatio  Evangelicüj   bei.     Darnach  ist  es 


*)  Es  ist  zu  hemerkens  dass  hier  10*^  die  höchste  Zahl  der  1.  Gruppe  ist,  wie 
oben  (vorige  Note),  so  dass  vielleicht  10'^  als  gewöhnliche,  10^  aber  als  von  einem 
besonders  befähigten  Geist  gebildete  höchste  Zahl  anzusehen  ist. 
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ausser  Zweifel,  dass  ein  reger  Verkehr  zwischen  Alexandria  und 
Indien  bestand  und  von  den  Gelehrten  die  beiderseitigen  wissen- 
schaftlichen Kenntnisse  ausgetauscht  wurden  und  H.  W.  folgert 
daraus  (S.  458 — 459)  die  Möglichkeit,  ja  die  äusserste  Wahrscheinlichkeit) 
dass  die  indischen  Ziffern  damals  nach  Alexandria  kamen.*) 

S.  459 — 462  giebt  H.  W.  nochmals  einen  Ueberblick  über  das  bisher 
Gefundene,  wornach  im  Anfang  unserer  Zeitrechnung  unsere  jetzigen 
Ziffern  in  der  Weise  erfunden  wurden ,  dass  die  Inder  die  Anfangsbuch- 
staben der  Zahlwörter  und  des  Wortes  coHnya  als  Zahlzeichen  mit  Stellen- 
werth  benätzten,  diese  Ziffern  dann  nach  Alexandria  kamen,  dort  die  grie- 
chisch-semitischen Namen  und  ihre  Verwendung  auf  dem  Abacus  durch  die 
Neupythagoreer  erhielten,  unter  Umwandlung  des  Handabacus  in  einen 
geschriebenen  ohne  Verwendung  der  Null  in  ihrem  eigenthümlichen  Ge- 
branch, endlich  in  solcher  Weise  die  praktische  Arithmetik  bei  den  latei- 
nischen Nationen  sich  verbreitete  und  bis  zum  Beginn  des  12.  Jahrhunderts 
erhielt  und  inzwischen  auch  von  den  Arabern  in  Spanien  kennen  gelernt 
wurde. 

Bei  den  Arabern  findet  sich  aber  weiter  eine  Bezeichnung  der  Zah- 
len durch  die  Buchstaben  des  Alphabetes  und  durch  Ziffern,  welche 
sie  selbst  die  indischen  nennen,  üeber  erster e  spricht  sich  H.  W. 
(S.  462  —  465)  dahin  aus,  dass  sie  in  Nachahmung  der  Syrer  oder 
Juden  frühestens  gegen  das  Ende  des  1.  Jahrhunderts  der  Hedschra, 
vielleicht  geraume  Zeit  nach  der  Eroberung  Spaniens,  aber  vor  der  Mitte 
des  4.  Jahrhunderts  der  Hedschra  in  Aufnahme  kam,  wobei  er  bemerkt, 
dass  von  der  Zahl  60  an  nicht  mehr  ganz  dieselben  Buchstaben 
im  Orient,  wie  in  Afrika  angewendet  wurden,  sondern  die  Buchstaben, 
welche  im  Orient  60,  90,  300,  800,  900,  1000  bezeichnen ,  in  Afrika  300,  60, 
1000,  90,  800,  900  ausdrücken,  und  dass  hier  ein  ganz  besonderer  Bezug  auf 
den  Sexagesimalcalcul  vorzuliegen  scheine. 

Diese  Besprechung  der  Verwendung  der  Buchstaben  giebt  Hn.  W. 
Veranlassung  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  man  die  Null  der 
alphabetischen  Bezeichnung  von  der  Ziffer  Null  unterscheiden 
müsse,  und  er  führt  (S.  466 — 472)  aus  Mss.  den  vollständigen  Beweis,  dass 
die  alphabetische  Null  der  arabischen  Tafeln  und  die  Null 
der  Juden  die  Nachahmung  der  Null  in  den  griechischen 
astronomischen  Tafeln  ist,  welche  aus  einem  Omikron  mit  einem 
Strich  darüber,  wahrscheinlich  der  Abkürzung  von  ovöh  besteht.  **) 


*)  Ich  bemerke  hierzu  Folgendes :  Nach  S.  247  waren  es  mehr  oder  weniger  vage 
Mittheilungen  begleitet  von  Listen  der  10  Zahlzeichen;  nach  S.  243  fand  das 
Zeichen  der  Kuli  seine  eigentliche  Verwendung  nicht.  Es  ist  also  die 
Ansbeute  ans  dem  regen  Verkehr  für  die  Arithmetik  eine  sehr  geringe,  und  merk- 
würdig bleibt  gerade  das,  was  die  schönste  Erfindung  der  Inder  ist,  der  Stellenwertb, 
nnb  enü tzt. 

**)  Sehr  beachtenswerth  scheint  mir  auch  die  von  H.  W.  S.  460  gemachte  Angabc, 

7* 
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Bezüglich  der  von  den  Arabern  indisch  genannten  Ziffern  hält  H.  W. 
es  für  das  Wahrscheinlichste  (S.  472) ,  dass  die  Mittheilung  derselben  773 
erfolgte ,  als  eine  indische  Gesandtschaft  an  den  Hof  Almansurs  eine  in- 
dische Astronomie  brachte ,  und  unter  Beiziehung  der  Ziffern  des  Ms.,  das 
im  X.  Jahrhundert  in  Schiras  geschrieben  wurde  (Taf.  II,  Fig.  4),  und  der 
2>^t;a»r/^ari- Ziffern,  die  Prinsep  1838  bekannt  machte,  kommt  er  (S.  483)  zu 
dem  Schlüsse,  dass  in  der  Zeit  von  den  ersten  Jahrhunderten  unserer  Zeit- 
rechnung bis  zum  8.  neben  den  Formen  der  Gobarziffern  für  5  bis  8 
(Fig.  3)  die  Formen  (^  1  v  a)  in  Fig.  4  gebräuchlich  wurden  und  in 
den  indischen  Abhandlungen  enthalten  waren,  die  nach  Bagdad  kamen. 
Von  der  Mitte  des  X.  Jahrhunderts  an  oder  später  scheinen  ihm  die  in- 
disch-arabischen Formen  (f  f)  für  2  und  3  (Fig.  5)  statt  der  Formen 
in  Fig.  3  und  4  aufgekommen  zu  sein,  mit  am  spätestens  die  1. 
Form  von  5  in  Fig.  5  (o)  für  die  in  Fig.  4  (0  ««^^  ^«r  Punkt  für  o  (S.  484), 
jedoch  so ,  dass  diese  letzteren  2  Formen  im  14.  Jahrhundert  schon  voll- 
ständig eingebürgert  waren  (S.  485  Note).  Der  Gebrauch  des  Punktes  sei 
jedoch  schon  indisch  (S.  484),  Albirüni  scheine  denselben  gekannt  zu 
haben  (S.  485),  AlkhÄrizmi  aber  weiss  davon  noch  nichts  (S.  486).*) 

Zur  Vervollständigung  eines  Gesammtbildes  bespricht  H.  W.  ein- 
gehend (S.  489 — 500)  die  Abhandlung  des  Ali  Ibn  Ahmed  Al-na^awi,  aus  der 
1.  Hälfte  des  11.  Jahrhunderts,  eines  der  vielen  Werke,  welche  der  Arbeit 
des  Alkhärizmi  folgten  und  auf  diese  sich  stützten.  Von  den  vielen  höchst 
interessanten  Mittheilungen,  welche  dieser  Abschnitt  enthält,  kann  hier 
nur  hervorgehoben  werden,  dass  die  Numeratiun  mit  Anwendung  des 
Stellenwerthes  als  indisch  bezeichnet  und  die  indisch-arabischen  Ziffern 
(Fig.  5)  mit  der  2.  Form  (J)  für  5  gebraucht  sind  (S.  490),  dass  die  vor- 
kommende Multiplication  und  Division  gleichfalls  ausdrücklich 
als  indisch  bezeichnet  wird,  und  ganz  dieselbe  ist,  wie  bei  Alkh&rizmi 
(S.  497  und  498).  Eine  Digression,  die  sich  H.  W.  S.  500  —  514  erlaubt, 
thut  dar,  dass  die  Neunerprobe,  die  sich  bereits  bei  Alkhdrizmi  ange- 
wendet findet,  ferner  die  regula  falsi  (Ja  regle  des  deux  fausses  posUions) 


dass  Thabit  beu  Korrah  (f  901)  die  alphabetische  Null  gleichfalls  riyVon  nennt, 
während  (nach  8.  4»7  f.)  Alkhfirizmi  (c.  8U0)  bei  fehlenden  Graden,  Minuten,  Sc- 
künden  u.  b',  w.  2  Nullen  (circuli)  setzt,  und  so  die  aus  Indien  stammende  Ziffer 
Null  von  der  aus  Griechenland  stammenden  alphabetischen  Null  unterscheidet. 

*)  Die  Verschiedenheit  der  Gobarziffern  und  der  indisch-arabischen  ist  nach 
dieser  Darlegung  eine  allroählig  und  zwar  in  Indien  selbst  entstandene,  und 
wenn  H.  Cantor  S.  250  schreibt,  dass  diese  Ziffern  „nichts  weniger  als  indisch 
aussehen*',  so  steht  diesem  das  Ergebniss  der  Forschungen  des  II.  W.  entgegen, 
nach  welchem  diese  Ziffern  in  Indien  heimisch  gewesen  sind.  Der  Ueichthum  in 
Bezeichnungen  derselben  Sache  entspricht  ganz  dem  indischen  Charakter,  wie  H. 
W.  (S.  450,  N.  3)  bemerkt.  Daran  ist  festzuhalten,  wenn  auch  H.  Cantor  S.  200 
richtig  sagt,  dass  das  indische  Ziffernsystem  weit  mehr  Kigcnthum  einiger  Ge- 
lehrten als  der  Qesammtheit  gewesen  zu  sein  scheint.  Denn  ähnlich  legt  H.  W. 
(8.  445)  die  Namen  für  die  Potenzen  von  10  den  Brahmanen  bei,  und  es  finden 
gleichwohl  grosse  Verschiedenheiten  dabei  statt. 
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and  die  Anfänge  der  arabischen  Geometrie  indischen  Ursprnnges 
sind.  Für  meinen  Zweck  besonders  erheblich  finde  ich  (S.  508)  die  Be- 
merkung, dass  Firdnsi  den  Arabern  des  5.  Jahrhunderts  ausdrücklich  ma- 
thematische Kenntnisse  abspricht,  und  (S.  514)  die  Angabe,  dass  im  Fihrist, 
nach  8.  494,  Note  1,  im  Jahre  987  beendet,  ein  Commentar  des  Abdallah 
Ben  Alho(^aln  Al^aYdanftnt  zu  einer  Abhandlung  über  Vermehrung  und 
Verminderung,  d.  h.  über  die  regula  falsi  von  AlkhÄrizmi  erwähnt 
wird.     Vgl.  Cantor  S.  349. 

Im  Uebergang  endlich  znr  Verbreitung  der  indischen  Ziffern 
in  Europa,  d.  h.  der  Gobarziffern  in  Verbindung  mit  der  indischen  Arith- 
metik, lässt  es  H.  W.  (S.  515)  unentschieden,  ob  die  Araber  in  Afrika 
und  Spanien  die  indische  Arithmetik,  die  sie  wahrscheinlich  im  Laufe 
des  10.  Jahrhunderts  kennen  lernten,  durch  Araber  des  Orients  oder 
unmittelbar  aus  Indien  erhalten  haben,  und  bemerkt  nur  die  Thatsache, 
dass  die  indische  Arithmetik  bei  den  Arabern  des  Orients  indische 
Kechnung,  bei  den  Arabern  Afrika's  und  Spaniens  aber  Staubrech- 
nung, Gobarrechnung  hiess,  und  letztere  ohne  Zweifel  die  wahre  in- 
dische Arithmetik  sei  (S.  516).  Nur  hätten  die  Araber  des  Westens  die 
längst  gewohnt  gewordenen  Gobarziffern  beibehalten,  von  denen  die  neuen 
indischen  Ziffern  damals  ohnehin  nur  in  4  Ziffern  verschieden  gewesen 
seien.  Die  Araber  Spaniens  aber  hätten  den  Ziffern  allmählig  die  Form 
gegeben,  welche  die  bekannt  gewordenen  Gobarziffern  ^zeigen  und  welche 
auf  ein  Mal  {lo\ä  ä  coup)  bei  den  christlichen  Völkern  Europa's  im  XIII. 
Jahrhundert  erscheint  (S,  517).*)  Von, Spanien  aus,  wo  Adelard  von  Bath 
(1130)  und  Gerard  von  Cremona  (1114 — 1187)  ihre  Kenntnisse  holten,  sind 
die  ersten  Kenntnisse  der  indischen  Arithmetik  unter  dem  Namen  Algo- 
rismus  zu  den  christlichen  Nationen  Europa^s  gekommen ,  und  eine  der 
ersten  dieser  Abhandlungen  sei  wahrscheinlich  die  des  Johann  von  Sevilla 
gewesen,  eine  Abhandlung,  die  grossentheils  nur  eine  deutlichere  Fassung 
des  Werkes  von  Alkh&rizmi  ist  (S.  519,  488,  N.  1).  Mit  der  Zeit  hätten 
sich  bei  den  Arabern  von  Indien  her  elegantere  und  bequemere 
Methoden  verbreitet  und  diese  habe  zum  ersten  Male  in  Europa  Leo- 
nardo von  Pisa  in  seinem  grossen  Werke  Liber  Abbaci  (Buch  der 
Kechenkunst)  1202  bekannt  gemacht  (S.  520) ,  von  welchem  die  zunächst 
folgenden  italienischen  Arithmetiken  nur  mehr  oder  weniger  treue  Copien 


♦)  Sollten  die  Gobarziffern  nicht  schon  von  den  ersten  Jahrhunderten  an  bis 
inm  7.  oder  8.  von  den  Lateinern  und  von  da  an  bis  zum  10.  von  Lateinern  und 
Arabern  eine  bequeDiere«.Form  erhalten  haben,  als  sie  in  den  Mss.  des  XI.  Jahr- 
hunderts vorliegt?  Und  da  die  in  Schiras  im  10.  Jahrhundert  geschriebenen 
Ziffern  doch  eine  bequeme  Form  zeigen  und  nur  4  Ziffern  davon  von  den  Goby- 
ziffern  sich  unterscheiden,  so  folgt  doch  daraus,  dass  die  Gobarziffern  des  IT). 
Jahrhunderts  nahezu  dieselbe  bequeme  Form  hatten,  wie  sie  aus  späteren  Mss.  und 
den  Beschreibungen  in  Versen  festgestellt  ist  (vgl.  oben  S.  69).  Steht  aber  dieses 
fest,  was  können  dann  die  Ziffern  in  den  lat.  Mss.  des  XI.  Jahrhunderts  anders 
sein,  als  die  nach  dem  Geschmack  jener  Zeit  gemodelten  Abbilder? 
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seien  (S.  523).  Als  Form  der  Ziffern,  die  Leonardo  anwendete,  ergicbt 
sich  die  Form  des  60 bar  (S.  521).  Das  arabische  Wort  cifron  wird 
durch  zephirum  wiedergegeben,  woraus  H.  W.  zero  ableitet  (S.  522  —  524). 
Von  cifron  stammen  chiffre  und  Ziffer  (S.  524 — 525). 

Im  Orient  habe  die  indischen  Methoden  im  14.  Jahrhundert  Maxi- 
mus  Planudes  auseinandergesetzt  (S.  525)  und  die  von  ihm  und  von 
Neophytus  angewendeten  Zahlzeichen  und  die  Namen  xJ^ltpQa  und  xivq>(fa 
für  die  Null  seion  Beweise,  dass  die  byzantinischen  Griechen  die 
indische  Arithmetik  durch  Vermittelung  der  Araber  des  Orients  erhielten 
(S.  527). 

Seit  dem  XIV.  Jahrhundert  sei  also  das  christliche  Europa  im  Besitz 
der  indischen  Ziffern,  und  zwar  in  der  den  Arabern  des  Orients  gebrftucb- 
lichen  Form  bei  den  byzantinischen  Griechen,  in  der  ursprünglich  von  den 
Neupythagoreern  eingeführten,  von  den  Arabern  bequemer  gemachten  Form 
des  Gobar  bei  den  katholischen  Nationen.  Letztere  Form  wurde  durch 
die  Buchdruckerkunst  fixirt  und  erlangte  dadurch  das  Uebergewich. 


Aus  den  vorstehenden  Angaben  ergiebt  sich  ohne  Mtthe,  dass  beide 
Forscher ,  H.  Cantor  und  H.  Woepcke ,  durchaus  nicht  so  in  ihren  Resul- 
taten übereinstimmen,  dass  die  schwebende  Frage  als  eine  entschiedene 
könnte  angesehen  werden. 

Während  H.  C,  bis  China  und  Pythagoras  hinaus  und  zurück- 
geht, findet  H.  W.  die  Anfänge  in  Indien  in  den  ersten  Jahrhunderten 
unserer  Zeitrechnung.*)  Während  dort  die  Neupythagoreer  die  neun 
Zeichen  aus  aller  Herren  Lander  zusammenraffen  und  die  Null  sammt  den 
Namen  erst  später,  nach  Boethius,  denselben  beigefügt  werden,  erhal- 
ten hier  die  Neupythagoreer  die  10  Zeichen,  geben  ihnen  die  grie- 
chisch-semitischen Namen,  wissen  aber  von  der  Null  den  eigentlichen  Ge- 
brauch nicht  zu  machen.  Während  H.  C.  den  von  den  Arabern  selbst  in- 
disch genannten  Ziffern  sogar  das  Aussehen  wie  indische  Ziffern  bestreitet 
und  von  einer  Gobarrechnung  gar  keine  Erwähnung  macht,  weist  H.  W. 
nicht  nur  von  den  Gobarziffern  und  den  Ziffern  der  Araber  des  Orients 
den  indischen  Ursprung  nach,  sondern  erklärt  auch  die  Gobarrechnung  für 
die  acht  indische  Arithmetik. 

Andererseits  vermochte  ich  weder  den  Resultaten  des  H.  Cantor,  noch 
denen  des  H.  Woepcke  so  beizustimmen,  dass  ich  die  Ansichten  des  einen 


*)  Nach  einer  Mittheilung  im  Morgenblatt  der  bair.  -Zeitung  (21.  Aug.  1863, 
8.  793)  findet  H.  Prof.  Lauth  die  Heimath  unserer  Ziffern  in  JBgypten,  und  wird 
deq.  Beweis  dafür  bald  liefern.  —  Derselbe  Gedanke  findet  sich  in  Goguet,  von 
dem  Ursprung  der  Gesetze,  übersetzt  von  Hamberger,  Lemgo  17(30 — 62,  I. 
8.  228y  Anm.  6.  „Der  Ursprung  der  Ziffern  oder  Zahlzeichen  vermischt  sich  mit 
dem  Ursprung  der  hieroglyphischen  Schrift."  Vgl.  Martin,  R^oue  arch,  XIII., 
B.  589  n.  607;  ferner  Pihan,  Exposä  des  eignes  de  ?iumöi'alion,  S.  41. 
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durch  die  des  anderen  beseitigt  nennen  könnte.  leb  habe  in  den  Anmer- 
knngen  bereits  einige  Punkte  angedeutet,  in  denen  mir  die  aufgestellten 
Behauptungen  zweifelhaft  erscheinen.  Andere  lassen  sich  nur  durch  ein- 
gehende Betrachtungen  als  unsicher  darthun. 

unter  diesen  umständen  ist  die  erneute  Untersuchung  des  Einzelnen 
allein  der  Sache  förderlich  und  da  ich  seit  der  Herausgabe  meines  Schrift- 
chens fiber  Gerbert  weitere  wesentliche  Anhaltspunkte  gewonnen  zu  haben 
glaube,  so  yermag  ich  vielleicht  durch  Mittheilung  derselben  einen  weite- 
ren Beitrag  zur  Lösung  des  vorliegenden  Problemes  zu  geben.  Der  An- 
fang möge  mi^ einem  der  dunkelsten  Punkte  gemacht  werden,  mit  den 
Kegeln  der  Division  bei  Gerbert  und  in  der  Geometrie  des  Boethius. 


VI. 

Analytisch  -  geometrische  Untersuchungen. 

Von  Dr.  A.  E:nnepeb  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 


Allgemeine  Formeln  für  Flächen  und  Linien  auf  demselben. 

Die  orthogonalen  Coordinaten  x^  y,  z  eines  Punktes  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  seien  Functionen  einer  Variabelen  w.  Bezeichnet 
man  durch  ds  das  Bogenelement,  durch  q  und  r  den  Krümmungshalbmesser 
und  den  Torsionsradius,  endlich  durch  ds  und  dm  die  Winkel  zweier 
successiven  Tangenten  und  Krümmungsebenen,  so  finden  die  Gleichungen 
statt : 

Sind  ferner : 

«>    ßi   y; 
A,    f*i    v; 

l,     fw,     n; 
die  Winkel,  welche  die  Tangente,  der  Krümmungshalbmesser  und  die  Nor- 
male zur  Krümmungsebene  mit  den  Coordinatenaxen  bilden ,  so  hat  man 
für  die  Differentialquotienten  yon  x,  co; er,  cosl  und  cosk  nach  tv  folgende 
Gleichungen : 

.  dx ds      dcosa cosX  ds      dcosl cosX  ds 

^  dfv       ^^^"äw'      dw         ~y  ^'    '^  r     ?»' 

dcosl /coscL      cosl\  ds 

dm  \   Q  r   Jdw' 

Man  erhält  noch  weitere  acht  analoge  Gleichungen  durch  Vertanschung 
von  x^  a,  /,  X  mit  y,  ß,  m,  fi  und  z,  y^  n,  v. 

Gehört  der  Punkt  (or,  ^,  z)  einer  Fläche  an ,  so  seien  seine  Coordina- 
ten Functionen  der  beiden  Variabelen  u  und  v.  Sind  r ,  /'  die  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser ,    so   seien  a',  b\  c  5   a",  6",  c"   die  Winkel, 
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welche  die  Taugenten  sn  den  Haaptschnitten  mit  den  Ooordinatenaxen 
bilden,  denen  respective  die  Krümmungshalbmesser  /,  r"  entsprechen. 
Durch  a,  6,  c  sind  die  Winkel  bezeichnet,  welche  die  Normale  mit  den 
Axen  bildet.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  folgenden  Oleichnn- 
gen  stattfinden : 

ouov  ouov  ouov 

Die  Variabelen  u,  v  sind  dann  die  Argumente  der  Krümmungslinien,  so 
dass  diese  Linien  durch  u  =  Contt.  und  v  ==:  ConsL  bestimmt  sind.  Setzt 
man  zur  Abkürzung : 

so  finden  die  folgenden  Gleichungen  statt : 

,   dvr"~r'  dv  '    \r"       r) dv  ~ r'*  dv' 

..  dM^dN       PQ 

dv       du       r   r 
Wegen  der  Gleichungen  3)  lassen  sich  die  Gleichungen  4)  und  5)  auch  auf 
folgende  Art  darstellen : 

^  dv\OdvrV'^du\Pdu/)^r"r'~^' 

Für  die  Differentialquotienten  von  .r,  cosa,  C08a\  cosa"  hat  man  folgendes 
System  von  Gleichungen : 

du  dv 


dcosa  P        ,     dcosa  Q 


8) 


du  ^— •-»        3p 


cosa ,      —r —  = T  cosa 


dcosa'       P  .    ^        „dcosa  ^ 

— T — ^S'j.cosa  +  Mcosa  ,     — 577—  =  —  Ncosa  , 
ou         r  dv 

dcosa"  ^        ,       dcosa         Q  ,    v        ' 

— r =  —  Mcosa.      — ^ ^=i^  cosa -f- Ncosa.' 

du  dv  r 

Für  die  Differentialquotienten  von  y,  z,  cosb^  cosc  etc.  finden  ganz  analoge 
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Gleichungen  statt,  die  sich  unmittelbar  ans  8)  ergeben,  wenn  die  Buch- 
staben o:,  a  snccessive  ersetzt  werden  durch  ^,  b  und  2:,  c.  *) 

Findet  zwischen  den  Variabelen  »,  v  eine  Relation  von  der  Form 
F(u^  v)=^0  statt,  so  gehört  der  Punkt  (or,  y,  z)  einer  Curve  an,  welche  auf 
der  Fläche  liegt.  Man  kann  in  diesem  Falle  eine  der  Quantitäten  ti,  v  als 
Function  der  anderen,  oder  besser,  beide  als  Functionen  einer  dritten  Varia- 
belen ansehen.  Unter  dieser  Annahme  geben  die  Gleichungen  8) : 
dx      dxdu  ,   dxdv        ^        /^«    ,    ^         //^» 

Diese  und  zwei  ähnliche  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 

n-Äm'Hom 

Mittelst  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  folgt : 


Bezeichnet  man  durch  r  den  Winkel,  welche  die  Curve  im  Punkte 
{Xj  jff  2)  mit  der  Krttmmungslinie  bildet,  für  welche  u  allein  variirt,  so  ist: 


^dm 

Zu 

^dm 

tätigt  y 

er,  wegen 
11) 

der  Gleichung  0) : 

"dm 

=*^'rm 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Gleichung  10)  einfacher  schrei- 
ben: co8a^=^  cosa  cost  '\' co$a' sint.  Auf  diese  Weise  erhält  man  die  fol- 
genden Gleichungen : 

co8a=scosa'co8t  +  cosa'sinr^ 
12)  cosß  =  cosb'cost  -h  cosb^Hnt^ 

cos  y  ==  C09  c'  cos  t  +  cos  c"  sin  r. 
Zur  Abkürzung  setze  man : 

,3,  ^p  +  Üp  =  S 

^         dw^     dw         dw      dw^\P  Q        J  dw         dw 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  12)  nach  n,  so  folgt  mittelst  der  Gleich- 
ungen (I,  8,  11,  13,14): 


*)  Eine  vollständige  Ableitung  der  Gleichungen  4),  5)  und  8)  enth&lt  die  Ab- 
handlung „Ueber  einige  Formeln  aus  der  analytiBchen  Geometrie  der  Fl&chen"  in 
der  ZeitBchrift  für  Math.  t.  VII. 
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=Sco8a  +  T{cosa'cosx  —  cos a  sin x)^ 

Q 

1 5)  ^  =  Scosb  +  T  {cos h"  cos x  —  cos  h' sin  t), 

9 

cos  V 

=  Scosc  +  T  (cosc"  cos  x  —  cosc'sinx). 

Diese  Gleichangen  qnadrirt  und  addirt  geben : 

16)  i  =  ^(S«  +  r«). 

Q 

Aus  15)  und  16)  folgt: 

^  _.  .        Scosa+  Ticos  a"  cos  x — cos  a  sin  t) 

17)  co,i  = V(5.  ^  r«) ^- 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  nfy  so  geht  die  linke  Seite  über  in 

fcosa  ,   cosl\ds      .  ,  .        ,  ,^.  . 

—  I H j— ,  oder  wegen  12)  und  16)  in: 

—  (cosa'cosx+cosa''sinx)y(S'  +  T^.^  —  ^^^. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  die  Gleichungen  (1,  8,  11,  12,  14)  giebt 
die  Gleichung  17)  durch  Differentiation  nach  w : 

^ß.       coslds       Tcosa+S(cosa'sinx — cosa'cosx)r  d   (     '         T\ 

^^)   — ^= V(g'+n IdJ^K'"-''"'^^) 

Dieae  nnd  zwei  Shnliche  Gleichangen  für  cosm,  cosn  qnadrirt  and  addirt 
geben : 

Mittelst  der  Gleichungen  18)  und  10)  erhält  man  unmittelbar : 

cosiy{S*  +  r*)  =s  Tcosa  +  S^cosa'sin  x  —  cosa'cost), 

20)         cosmyls*  +  r*)=  Tcosb+  S{co8b'  sinx  —  cosb''  cosx), 

cosny{S*  +  T*)  =  Tcosc  +  S{cosc'sinx — cosc"cosx). 

Nimmt  man  iv=ti,  v=ConsL^  so  geben  die  Gleichungen  11):  t=0,  — =/>. 

Die  Gleichungen  13),  14),  16)  und  19)  geben  dann  für  die  Krümmungslinie, 

in  welcher  u  allein  variirt:  5  =  -;^,  r=  ~, 

Ebenso  findet  man  für  die  Krümmungslinien,  für  welche  v  allein  variirt: 

Die  kürzeste  Linie  (geodätische  Linie)  zwischen  zwei  Funkten  einer 
Fläche  hat  bekanntlich  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Krümmuugsebene  immer 


100  Analytisch- geometrißche  Untersuchungen. 

durch  die  Normale  der  Fläche  geht.  Diese  Eigenschaft  wird  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung  cosacosl  -^^  cosbcosm  +  cosccosn  =^0^  oder  wegen 
der  Gleichungen  20)  durch  T==0.  Die  Gleichungen  Id)  und  19)  geben, 
mit  Bücksicht  auf  13) : 

^^.  1        cos^r    ,sinU       1  /l         1\ 

Durch  Elimination  von  r  folgt  hieraus  die  elegante  Gleichung : 

^=(i->)a-7> 

Für  r '  +  /  ==  0,  oder  r"  =  r,  r'  =  —  r,  geht  diese  Gleichung  über  in : 

Bezeichnet  man  durch  da  den  Winkel  zweier  successiven  Krümmungs- 
halbmesser, so  ist  ^0*=^«'+ ^€*  =(-5^  + -yj^  5,  oder  --=l/f~  +  — j 

=  ~,  wo  $  der  sogenannte  Radius  der  ganzen  Krümmung  ist.   Die  Gleich - 

£ 
ung  24)  enthält  aber  folgendes  Theorem : 

Verschwindet   in   jedem  Punkte  einer  Fläche  die   algebraische 
Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser,  so  ist  der  Radias  der 
ganzen  Krümmung  einer  geodätischen  Linie  einer  solchen  Fläche 
gleich  dem  absoluten  Werthe  eines  der  Hauptkrümmungshalb- 
messer. 
Die  geodätische  Linie  ist  ein  besonderer  Fall  der  Carve,  deren  Krüm- 
mungshalbmesser mit  der  Normale  zur  Fläche  den  coustanten  Winkel  ö 
einschliesst.     Für  eine  solche  Curve  ist  cos  a  cos  k  +  cos  b  cos  11  +  cos  c  cos  v 

s=C05 3,  d.  h.  nach  15)  und  16)  5 sind  =  reo« d,  5= r.     Man   erhält   für 

Q.cosd 

diese  Carve  ganz  analoge  Gleichungen  wie  22)  und  23),   wenn   q  durch 

Q.cosd  ersetzt  wird. 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  xj/- Ebene  parallel  ist,   hat 

man  8z  =  0,  oder  P-r^ cos c'  +  Ott-  cos c''  =  0.     Mit   Rücksicht    auf    II) 

folgt: 

cosc     . 
cosc  ^ 

Diese  Gleichung  nach  w  differentiirt,  giebt: 

1_  ar      /         co^c\/     du       ■y^'^Y,    cosc  fPdu       Q  cosc'  dv\ 

^sU^n>^y^'^i^')\     d^  dw)^cosc\7'dfv      r' cosc"d7v)~^' 


cos' 
oder  da: 


so  fola:t: 


^du  ds      ^  dv         .      ds      cosc 

dw  3w         dw  dw     cosc 
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dr   .    ^du  dv       '  +  cosc 


dw  drv  dfv       y(co^c  +co^c* 

d.  i.  nach  13)  und  14): 

y{coii^c'  +  cos*c')  sine 


(co^t      sm*t\  ds 


Die  Gleichung  16)  geht  hierdurch  über  in: 

/sin^x       co^x\ 


sin  c cos*  T       siii^  x ^     •     ^ 

Q  r  r  r        r 


oder: 

^^^  si/ic        1,1  1      fcos^c    .  C05*c\ 

'  p  r         r         sw*c\    r  '^      / 

Legt  man  durch  die  Normale  eine  Ebene  parallel  der  Axe  der  z,  bezeich- 
net durch  Qx  den  Krümmungshalbmesser  dieses  Normalschnittes,  so  ist: 
1  _     1     fcos^c      co^c\ 
q^       sin^c\    r"  /     / 

Die  Gleichung  25)  lässt  sich  nun  einfacher  schreiben: 

A^v  sine       \    ,    \         1 

26)  =  -r  +  -r, . 

Q         r        r         (ff 

Wenn  r  +  r"  =  0,  so  folgt  ^  =  —  QgSinc,  d  h. : 

Verschwindet  für  eine  Fläche  die  Summe  der  Ilauptkrümmungs- 
halbmesser,  legt  man  durch  einen  Punkt  n  derselben  eine  Ebene 
JS^  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  planen  Schnittcurve  in 
7c  die  Projection  auf  die  Ebene  E  des  Krümmungshalbmessers  des 
Normalschnittes,  der  in  n  zur  Ebene  E  senkrecht  ist. 
Wenn  die  Summe  der  reciproken  Krümmungshalbmesser  constant  ist, 

so  enthält  die  Gleichung  26)  noch  ein  ziemlich  einfaches  Theorem,  welches 

der  Kürze  halber  Übergangen  werden  möge. 

II. 

Flächen,  für  welche  einer  oder  die  Summe  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser constant  ist. 

Nimmt  man/  =  /r,   wo  k  eine  Constante   bedeutet,    so  geben  die 

Gleichnngen  (T.  8)  —  =  QcosoT^    ~- —  =  —  —  cosa'    oder    Qcosa"    eli- 

minirt : 

dx deosa 

also  X  —  I  =  —  keosay  wo  |  Function  von  «  allein  ist.    Bezeichnen  |,  iy,  f 
Functionen  von  w^  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

1)        X  —  {==  —  kcosüy     y— ij  = — kcosh^     z  —  f=r=A:co*c. 
Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nach  u,  so  folgt  mittelst  der  Gleich- 
ungen (I,  8) : 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respective  mit  den  Gleichungen  1), 
bildet  die  Summe  der  Producte,  bildet  ferner  die  Summe  der  Quadrate  der 
Gleichungen  l),  so  ergeben  sich  die  Gleichungen : 

<«  -  !)■  +  (]i-i)'+  (!— 0'=*', 

(x-ö|i +(,-,)?->  (.-e|l=.. 

Sieht  man  in  diesen  Gleichungen  g,  17,  {;  als  die  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  Curve  doppelter  Krümmung  an,  so  zeigen  dieselben  unmittelbar, 
dass  die  Flächen,  für  welche  r  =k  ist,  durch  eine  Kugelflftche  mit  dem 
constanten  Radius  k  erzeugt  werden,  deren  Mittelpunkt  sich  auf  einer  be- 
liebigen   Curve    doppelter  Krümmung    bewegt.     Für   r' =zk    zeigen    die 

Gleichungen  3)  und  4),  dass— =0^  iV=0,  in  der  zweiten  Gleichung  21) 

verschwindet  dann  die  rechte  Seite,  der  Torsionsradius  der  Krümmungs- 
linien, für  welche  v  allein  variirt,  ist  unendlich  gross,  die  Krümmungs- 
linien sind  also  plan.  Die  in  Rede  stehenden  Flächen  bilden  also  einen 
besonderen  Fall  der  Flächen,  für  welche  ein  System  von  Krümmungslinien 
plan  ist.  Ist  die  Summe  der  Krümmungshalbmesser  constant,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  beide  Krümmungshalbmesser  con- 
stant sind,  oder  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Die  Gleichungen  (I,  4)  zeigen 
unmittelbar ,  dass  /  =  r\  wenn  r  und  r'  constant  sind  und  umgekehrt. 
Setzt  man  /  =  r"  =  Ar,  so  geben  die  Gleichungen  (I,  8)  : 

—-^zPcosa^     Ar— r — =  —  Pcosa^    .^  =  Qcosa  ,     k —z —  =  —  Qcosa\ 

du  du  ov  ov      ' 

oder : 

dx dcosa     dx  dcosa 

Durch  Integration  folgt:  x — £  = — kcosa,  wo  $  eine  Constänte  bedeutet. 
Man  erhält  wieder  die  Gleichungen  1)  Und  hieraus  {x  —  J)*  +  (y  —  1^)* 
+  (2^  —  Ö*  =  ^»  <i«  h.  die  bekannte  Gleichung  der  Kugelfläche.  Dieses 
Resultat  ist  in  den  Gleichungen  l)  und  2)  enthalten  für  den  besonderen 
Fall,  dass  £,  1;,  i  constant  sind. 

Sind  /  und  r'  nicht  constant,  so  lässt  sich  die  Gleichung  r^-|-/'  =  2Ar 
auf  r  +r'=0  reduciren,  dieses  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Parallelfläche  zu  einer  gegebenen  Fläche  r  +  k^ 
r"  +^  k  sind. 

Nimmt  man  /-|-/'=0,  so  kann  man  setzen  /=/,  r"= —  <,  wo  i  eine 
wesentlich  positive  Quantität  ist     Die  Gleichungen  (I,  4)  nämlich: 

Vr"       r'J  dv~r"^dv'    V       r")du~T^du' 
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gehen  dann  über  in: 

dlogP dlogl       d  log  Q  _d  logt 

dv  dv   ^         du  du  ' 

Ist  ü  nur  von  u  nnd  V  nur  von  v  abhängig,  so  geben  die  beiden  vorstehen- 
den Gleichungen  integrirt: 

3)         -!->.  »=!->.. 

wo  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Rechnungen  statt  27,  V  deren  Diffe- 
rentialquotienten nach  ti,  V  gesetzt  sind.  Substituirt  man  die  vorstehenden 
Werthe  von  P,  Q  in  die  Gleichungen  (I,  3),  so  folgt : 

0  dv~      O'övdV       2dudV^t' 

Pdu~      P  dudU^  2  dvdU^^  i' 

und  hieraus:  £^_?i'?^_  l^iT^,     1 

dv~  dvdF~  2  dudvdV^^^  /' 

du~dudü'^  2du  dvdü^^^  i' 

Für  diese  Werthe  von  M^  N  geht  die  Gleichuug  (I,  5)  nämlich :   5—  +  ^ 

dv       du 

PQ  iSüdV    .      . 

=-7^,  =  — -7-ä-ä-  über  in: 
rr  i  du  dv 

4)  rr^*'»T  +  äF»'''''T  +  T  =  *- 

Diese  Gleichung  hat  merkwürdiger  Weise  dieselbe  Form  wie  die  partielle 
Differentialgleichung  für  /j  der  Flächen,  für  welche  rr"  constant  ist,  wenn 
das  Bogenelement  einer  Curve  einer  solchen  Fläche  die  Form  /|  (d  ü*+d  V*) 
hat,  beide  Differentialgleichungen  sind  nur  durch  den  constanten  Factor 

von  —  verschieden.     Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  4)  ist  nach 

Lioaville  (in  den  Noten  zur  Geometrie  von  Monge  5™*  öd.  p.  507  und  im 
Joum.  de  Mathöm.  XVin.  71): 

1  __         ip'(ü+Vt)^'(U-Vi) 

t  {i  +  q>{lJ+Vi)^(ü—Vi)f 

wo  t  =  ^( —  1) )  9»  1  '^  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Man 
kann  einfach  ü=u,  V=v  setzen,  alle  zu  bestimmenden  Quantitäten  er- 
scheinen als  Functionen  von  U  und  F,  so  dass  es  am  einfachsten  ist,  diese 
Functionen  mit  ihren  Argumenten  zu  identi£ciren.  Unter  dieser  Annahme 
hat  man  die  folgenden  einfachen  Gleichungen : 

Jl___^      q>'{u  +  vt)^ß'{u^vi) 


t  [l+if>{u  +  vi)^{u  —  vi)Y 

F—U  —  ytr      ^1—       2    at;    '  %    du' 
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Ans  den  Gleichungen: 

^  =  Pcosa=yi.cosa\    ^z:=Ocosa'=yt,cosa\ 

folgt  durch  Differentiation,  mit  Rücksicht  auf  5): 

d^co       l    i  dl     .      ,.(P  ,    .  „\    .  ,   1  dicosa' 

n  ^2dv~yr' 

aw*    2ytdv        '^Vr        ^         J '^  2  du  yi 

i  dt  cosa' 

^Jdl^yT' 

Diese  Gleichungen  addirt  geben : 

Die  Gleichungen: 

dcosa  P         ,  l  dx       \  dx 

— - —  = r,  cosa  = ;-,--=---— 

du  r  r   du       t  du 

dcosa_       0         ,,_       1  dx 1  dx 

d^  cos d 
geben  durch  Differentiation  nach  v  und  u  für  ■      ,  -  zwei  Werthe,  aus  wel- 

dudv 

eben  man  folgende  Gleichung  erhält: 

^  dv\i  du)'^  du\i  a»/ 

Setzt  man : 

8)  u  -^  vi==zp^     u  —  ai=^q^ 

so  giebt  die  Gleichung  5): 

Die  Qleichnngea  O)  und  7)  gehen  mittelat  der  Gleichnngen  8)  nnd  0) 
Über  in : 

^  ^  k'C.)  <P'  (P)]  +  :^^  §-^  W{<i)^-m 
^  2  »(g)y/(p)y(ig)— y(p)».'(g)»'(g) 

l-\-<p{p)^{q) 
oder  wenn  man  für  einen  Angenbliok  setzt:  <Pi(p)g>'  (p)=|,  ^t'(?)'^' (?)=''?« 

1    gg 1    g*?^„»(g)l— y(p)i? 

9)'(p)ap    tj''(?)ag       i  +  9'(p)V'(g)' 

Denkt  man  sich  p  durch  9)  and  q  durch  ^  ausgedrückt ,  setzt  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  9»,  ^  stats  ip{p),  ^{g),  so  wird  dieselbe  einfacher: 


Von  Dr.  A.  Enkeper.  105 


10)  3|__a^_^i*^|— 91; 

wo  I  nur  von  q>  und  17  nur  von  if;  abhängt.     Ans  der  vorstehenden  Gleich- 
ung folgt: 

oder  auf  beiden  Seiten  mit  q>  multiplicirt : 

^d(p*      dtp       d^  l  +  9>.</^ 

Addirt  man  hierzu : 


80  folgt: 


,  !li  _  2  £i = _  ^^-l^t__, 

dq>*         dq)  l  +  qot/; 


oder  auf  beiden  Seiten  mit  ip  multiplicirt: 

dtp       ^  dqr  \  +  q>fi 

Man  überzeugt  sich  leicht  mittelst  10),  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleich- 
nng^  ist,  folglich: 

Ebenso  folgt  aus  10): 

Da  {  nur  von  9),  1/  nur  von  ^  abhängt,  so  können  die  Gleichungen  11) 
and  12)  nur  dann  bestehen,  wenn  jede  ihrer  Seiten  constant  ist«  Setzt 
man: 

1  ^'i 

^^^  T  ä7«  =^''  '^  ^^^^'  ^  =^«  ^'  ■•■  ^«'  '^  ~^*"' 

^o  /i9  /i  9  /i"  beliebige  Constanten  sind.  Die  Gleichungen  II)  und  12) 
geben  für  diesen  Werth  von  £, : 

Diese  Gleichungen  endlich,  in  Verbindung  mit  10)  und  13),  geben : 

14)  i?=/;v +  /;>-/;. 

Die  beiden  Werthe  von  £  und  17  sind  die  allgemeinsten!  welche  der  Gleich- 

ZciUehriA  für  Mathematik  u.  Physik.  IX,  2.  8 
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ung  10)  genügen.     Snbstituirt  man   in   13)  und  14)  für  £,  ri  ihre  Werthe 
9>i{p)^'(p)^  ^i'(?)t'(fi'),'so  folgt: 

W(?)*'(^)=A'>'(P) +/-|>(^/)-/'m 
und  hieraas: 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  a:  =  ^|  (p)  +  i/;,  (jj)  geben  : 

J  9{p)  J  ^W) 

Ganz  analoge  Gleichungen  erhält  mau  fttr  y  nnd  z.     Sind  ^„  9,',  9,";  A,, 
/f,',  /ti"  nXber  zu  bestimmende  Constanten,  so  findet  man : 


t7) 


„_  rg.»'(p)+g.>(p)  -g."p„  ,  A.'V(y)+gi>(y)-g.o, 
j^  ff'iV*{p)+f'iV{p)~K'^    ,  /'W(g)+*.>(9)-A.g 

Die  Gleichungen : 

dudv'^ dudv  '^ dudi~  ' 

gehen  durch  Einführung  von  /)  =  w  +  r  1,  g  =  k  —  vi^l  =2^ >^-^^.  ;  ■- 

über  in : 

(©•+(e)'-H0=».C4)*+0VG^)'=», 

dxdx      dydy      dzdz_  [l  +  ^lp)'^{q)]^ 
dpdq'^  dpdq'^  dpdq  89{p)t'(^)     * 

Diesen  Gleichungen  müssen  die  Werthe  von  rr,  y,  z  ans  15)  und  16)  tden* 
tisch  genügen.  Hierdurch  ergeben  sich  folgende  Relationen  zwischen  den 
Constanten  /*|,  g^^  h^  etc.: 

A*+g.*+V=o,   /;"•+?/'*+ V"=o, 

/•./".' +g.gi'  +  A.V=0,     A"r,'+9r9i'  +  K'h/=0, 

/,"+g.'»  + *,'•=*,   A/-,"+g.g,"  +  A,V'=i. 

Gehören  die  Winkel: 

A     g.     Ä; 

r,   g,    A'; 
r,   g",    *"; 

ZU  drei  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  im  Räume ,  so  lassen  sich  die 
Gleichungen  17)  durch  folgende  ersetzen : 
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17)      4.gf  =  cosg+icosg\     Agi"^:=cosg — ico8g\     Ig^' z=s,cosg\ 
4 .  Aj  =  cos  k  +  icos  h\     4Ät"  ^=zcosh — icosh\     2  A/  ==  cos  h'\ 
LiUst  mau  der  Einfaehheit  halber  die,  durch  f,  g^  h,,..  bestimmten  Rieh- 
langen,  mit  den  Goordinatenaxen  zosammenfallen ,  so  geben  die  Gleichnn- 
gen  18)  folgende  einfache  Lösungen  der  Gleichungen  17) : 

^i  =  j.    9t  = — — .    ffi  =0, 
Die  Gleichangen  15)  and  16)  werden  hierdurch: 

Die  Gleichung: 

<  tl  +  9>(/^)*(ff)]' 

giebt  für  t  nur  dann  reelle  Werthe,  wenn  fp(p)  =  0(p)  +  i^{p)^ 
^{q)  s=s0{q)  —  I  y(g).  Setzt  man  einfacher  (p(p)  =j»i ,  ^(*)  =  ^i ,  so 
erhält  man  folgende  Gleichungen ,  die  für  x,  y^  z,  i  immer  reelle  Werthe 
geben : 

.1  dp    dq 

p  =  tt+ri,     q  =  tt—vt,    — =4; 


p.=«>(/>)+«^(/>),  ?l=<I>(^)-tn?), 

19)  dp       .  dq 

dp  dq  . 

dp  dq 

Die  vorstehenden  Gleichungen  haben  die  Eigenschaft,  dassx,.^,  z  in 
Function  der  Argumente  der  Krümmungslinien  ausgedrückt  sind  ,  und  das 
Bogenelement  einer  Curve  die  Form  [{ouY  '\' {dvY\Vt  hat.  Die  Werthe 
Ton  ar,  y^  z  lassen  sich  ohne  Integralzeichen  darstellen,  so  dass  dieselben 
als  Functionen  neuer  Variabelen  t/|  und  &,  erscheinen,  welche  dann  aber 
nicht  mehr  Argumente  der  Krümmungslinion  sind. 

8» 
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Die  Gleichungen  19)  geben  für  einfache  Annahmen  von  pj,  9,  Gleich- 
ungen von  Flächen,  welche  sich  auf  tfnderem  Wege  nur  durch  complicirto 
Betrachtungen  aufstellen  lassen.  Nimmt  man  pi=p(k  +  gi),  q^  =^  (ä — gi)^ 
so  giebt  die  Elimination  von  p,  q  zwischen  den  Gleichungen  für  x^  y  z  eine 
Relation  zwischen  kx  —  gy^  gx-^hy^  z;  durch  eine  einfache  Transforma- 
tion der  Coordinaten'  lassen  sich  die  beiden  Constanten  g  und  h  auf  eine 
reduciren.  Setzt  man  einfacher  Pi  ;^:=  kpy  q^  =^  kg  ^  so  gehen  die  Gleich- 
ungen 19): 

4Äa:  =  iÄ:*(p»+9«)  — (p  +  ^),     2^x  =  4Ä*(t/»— 3mi;«)  — m, 
^ky='^k^p'—q')+i{p  —  q),    2Xry  =  jA:«(t;»— 3i/«r)  — r, 

42=p*  +  5r«  ,  2Z=V^  —  V\ 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab : 
4k'{x'  +  y'  +  iz')=pg{l+^k*pgy, 

Durch  Elimination  vonp^^  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

In  den  Gleichungen  19)  kann  man  immer  x—  f ,  y  —  rj,  z—  f  setzen ,  wo 
sich  die  Constanten  $,17,  {;  auf  eine  parallele  Verschiebung  der  Coordina- 
ten beziehen,  diese  Zuziehung  arbiträrer  Constanten  ist  in  den  beiden 
folgenden  Beispielen  angewandt,  um  die  erhaltenen  Resultate  möglichst  zu 
vereinfachen. 

Ist  der  Modul  gleich  — ,  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

1  —  sin*  am  gu .  /i^  am  g  V 

cosamgp.cosamgq  =  -- r-i 75 » 

^^  ^^         1  —  suvamgv./i^amgu 

1  —  co^  amgu  cos*  amgv 

«.  ,  sinamgp^sinamgq  ^= ri ri » 

2U)  ^  ^^  1 — sin*  amgvJ*  amgu 

_    cos*  amgv +  cos*amgu 

Jamgp.Jamgq  =  l- r  , Ti • 

^'^  ''^       *  1 — sm*  amgv. /i*  amgu 

1  +  co^  amgu  ^=^2^*  amgu. 

Für  p^  =  —  cosamgpy  qi  =  —  cosamgq  folgt: 

1  sinamgp        2    d        ,       .  . 

^-^  =  -F  ^  arctang  {cos  am  gp), 

g  Jamgp        g*  dp 

2Jamgp         1    d  ,      1  —  cosamgp 
—  log-  


Pi*-l  _ 

dpi 

dp 

dpi  g  sin  amgp       g*  dp        1  +  ^<>*  «*'*  9P 

p,     cosamgp         ^    ^  /      ^^^9P 

dpx  g sinamgp  Jamgp  g*  dp       sinamgp 
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Setzt  man  in  19)  z  +  -r-^log2  statt  z,   so   erhält  man  für  o:,  y^  z  folgende 
Gleichungen : 

2  y '  a: = arclang  {cos  am  gp)  +  arctang  (cos  amg  g)  =  arclang ^-=- ■-  —      - , 

l-^cosamgpcosamgq 

oder,  wegen  1  +  cos^amgp  =  2J^amgp: 

^  ,  1  —  cosamgp.cosamga 

cos2g*xt= — ^^-- ^^. 

2Jamgp.Jamgq 

Für  y  findet  man  die  Gleichung : 

_4^t,. 1  —  cosamgp       l  +  cosamgq 

l+cosamgp  '   1  —  cosamgq' 

Diese  Gleichung  giebt,  mit  Hülfe  von  2  +  ß2««  +  er-2a«V=(2co*«)',: 

^  ,         \  — cosamgp  cosamgq 

cos2g*y= ^^ ^. 

sin  amgp.sin  am  g  q 

Für  z  ergiebt  sich  die  Gleichung : 

sin  amgp.si^amgq' 

Mittelst  der  Gleichungen  20)  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  für  x^  y, 

2  über  in : 

^  ,  cos^amgv  —  co^amgu  ^  ,         cos^amgv  —  cos^amqu 

cos2g*y  =  '' ,  cos2g^x^ — ^ — ; — ^, 

1  —  cosramgucos^amgv  ''  co^a7ngv  + cos^amgu 

_2-«, co^amgv  +  cos^amgu 

l  —  co^amgucos^amgv ' 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar  die  bekannte  Gleichung 

(Scherk  in  Crelle's  Journal  t.  XIII) : 

cos2g'y^^_^t^ 

cos2g^x 

Nimmt  man  wieder  den  Modul  gleich  -r-,  so  ist: 

1  .  cos^amgp  —  i 

*         cos  am  (1  +  f)  gp  co^  am  gp  +  i  ' 

1  .  cos^amgq  +  i 

cosam{l  —  i)gq  cos^amgq — i  ' 

Für  diese  Wertho  von  p^  und  ^i  findet  man : 

Pi^ — 1         l    sinamgp.Jamgp  1    ^  , 

—^ = ^—  ^^—-^^  log  cosamgp. 

dpt  g  cosamgp  ST  op 

.Pi'+I 1         cosamgp         ^    ^  /     sinamgp 

dpi  g  sinamgpJamgp  g*  dp        Jamgp ' 

Pi       I  \+cos^amgp  i     d        sinamgp.Jamgp 

^Pt  4y'  sinamgp, cosamgp, Jamgp       2g^dp  cosamgp 

ä7 
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Setzt  man  in  den  Gleichungen  19)  y flog2  statt  y,  so  geben  dieselben 

für  die  obigen  Werthe  von  pi  nnd  g, : 

•  •        sinamgp.sinamgq 

e-^'^cosamgp.cosamgp,     e-*rif~  .   .^^^^   A»n,r,.,  » 

2^amgp  ,^amgg 


,-V«  = 


sin  amg  p ,  /l  amg  p  ,co8  amg  q 


sinamgq.Jamgq,cosamgp 
Mittelst  der  Gleichungen  20)  leitet  man  hieraus  für  o:,  y,  z  folgende  Gleich- 
ungen ab : 

-•^         .-4^4P (^ö**  amgv  —  cos*  afngu){i  +  cos*  amgu  co^  am  g  v) 

(1  —  sin*  amgv  J*  amgu)  {l  —  sin*  amguj*amgv)^ 

^  t  __!  «  (co^ amgu-^  cos* am g v)*  —  (i — cos* amgu cos^ amgv)* 

{co^  amgu +  co^  amgv)  {l — cos^  amgu  cos*  amgv)    ' 

4co54p*r  = 

cos*amgv  —  cos*amgu     V+cos^  amg  uco^  amgv 

cos*amgV'^co^amgu  '  1 — cos*amgucos*amgv 

{co^  amgu  +  cos^  am  gv)*  —  (1  —  cos*  amgu  cos^  am  g  v)* 

(1  —  sin*amguJ*amgv){\ — sin*  am  gu^*  amgv) 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man: 

cos  4g*  z  = . , 

^  2  2  ' 

welche  Gleichung  ebenfalls  zuerst  von  Scherk  aufgestellt  ist.     Die  beiden 

vorhergehenden  Resultate  sind  in  der  allgemeinen  Annahme 

—  =  cosam ig  +  Äf)p ,   —  =  cosamCg  — -  h i) q 
p,  ^^  ^'^'    q^ 

enthalten,  welche  indessen  zu  complicirten  Gleichungen  führen.     In  der 

Abhandlung  von  Scherk  (Grelle,  J.  XIII,  p.  188)  findet  sich  die  Gleichung 

einer  Fläche  angemerkt,  welche  die  Rotationsfläche  der  Kettenlinie  und 

die  Schraubenfläche  als  besondere  Fälle  enthält.    Die  bemerkte  Gleichung 

ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  19)  für 

wo  h  und  g  Constanten  sind.  Es  ist  vielleicht  nicht  uninteressant,  diese 
Gleichung  noch  auf  andere  Weise  abzuleiten,  wobei  sich  eine  einfache  Art 
der  Erzeugung  der  bemerkten  Fläche  ergiebt  Durchläuft  ein  fester  Punkt 
einer  ebenen  Curve  die  Helix  eines  Kreiscylinders,  während  die  Ebene 
der  Curve  beständig  durch  die  Axe  des  Cylinders  geht,  so  beschreibt  die 
Curve  eine  Fläche ,  deren  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  ti| 
zwischen  den  Gleichungen: 

21)  ^-f  =  r[(a:-S)«  +  (y-i/)*],     ^  =  |, 

ist,  wo  f  ein  beliebiges  Functionszeichen  bedeutet,  und  die  Coordinaten 
I,  t},  ^  eines  Punktes  der  llelix  als  Functionen  der  Variabelen  u^  ange- 
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sehen  werden.  Setzt  man  |  =  Arcos  m,  ,  iy  r=r  ksin  iii ,  f  =  klang  d.Uiy  wo  Ar 
und  d  Constanten  sind,  so  lässt  sich  ein  Punkt  der  Fläche  21)  In  Function 
zweier  Variabelen  U(  and  v,  anf  folgende  Art  ausdrücken : 

xs=:ViC08Ui^  y=ViW>itt,,  2  =  klatigÖ .u^  +  f[{Vi — A:)*], 
oder  kürzer: 

22)  x=^ViC08Ufy  ys=ViSinUiy  «  =  örtt|  +  F, , 

wo  g  =  klang i  und  F,  nur  von  v^  abhängt.  Die  Gleichung  der  erzeugen- 
den Curve  in  der  xz  -  Ebene  ist  z  ==  Tj  für  Vi  =  a;.    Setzt  man  znr  Abkür« 

aang  ^=  T/,    ^—^  =  Fi",  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  22) : 

1     i__    d t>.* v;         *) 

7  +  r"  -  "'  d  V,  VW+g'  +  V  Vn  ' 
Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  r  +  r"  =  0,  so  folgt  durch  Inte- 
gration : 

Vr»'=ÄK(V+^+t;,«r,'«), 

und  hieraus: 

wo  h  eine  Constante  bedeutet.  Mit  Weglassang  einer  unnöthigen  Con- 
stanten folgt  durch  weitere  Integration 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  V^  in  die  Gleichungen  22),  setzt        * 
Wj  =  arclang  -^,  »,«  =  a:«  +  y« , 

X 

so  erhält  mau  folgende  Gleichung  der  gesuchten  Fläche : 

-r  garciang  ^^  ^^^  ^  ^  ^^^  —gyV^a^  +  y'  -  Ä')' 

III. 

Flächen,  für  welche  ein  System  von  Krümraungslinien 

plan  ist. 

Ist  das  System  von  Krümmungslinien  einer  Fläche,  für  welches  v  allein 
variirt,  plan,   so  muss  in    der  zweiten   Gleichung  (I,  21)r  =  cjD,   oder 


•)  Man  findet  noch  j^=.  y (v,*+g'+^F7^d7,  TW+TW^TT'  »° 
dass  auch  «ine  Fläche  von  constantem  Kriiminungsinaass  aaf  die  angegebene  Weise 
durch  eine  (-urre  erzeugt  wird. 
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-—  arctang  — -  :=  0  sein.     Diese  Gleichnng  integrirt  giebt : 
ov  {J 

1)  N=  U%, 

r 

wo  V  eine  Function  von  u  allein  bezeichnet.    Aas  der  Gleichung  (I,  3  und 

1,4)  folgt:   r— ^  = T,N,     Für  den  vorstehenden  Werth  von  iV^  geht 

^      cur  r 

diese  Gleichnng  über  in : 

d   0  P  0  ^,     r"  d  0  0  .. 

dur  r   r  Pdur  r 

Durch  Differentiation  nach  u  folgt  hieraus : 

du\P  dur  )  r    du  dur        r"  r  r  du* 

Die  Gleichung  (1, 7)  lässt  sich  wegen  der  vorstehenden  Gleichung  schreiben  : 

d  (r    d  P\\    P  Q,        ,,.,       Q^ü       ^ 

dv\Qdvr  J       r    r  ^  '       r  du 

r    d  P 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2  -rr  ^ — ;?  i  so  folgt : 


tion  erhält  man  hieraus : 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus 


wo  Z7|  eine  beliebige  Function  von  u  bezeichnet.  Bezeichnet  man  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung,  welche  nur  Function  von  u  ist,  durch  £^,*, 
ist  G  ein  beliebiger  Winkel,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung  durch 
die  beiden  folgenden  ersetzen*. 

5.  /'^i  +  U^du'^yii  +  U'f'^^ 

—  ^-  -r,=^  —  M  =  l\  .  cos 6. 
Q  ovr 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  (1, 11)  v  allein  variabel,  so  geben  die- 
selben ö  =  ^— ,  T=—,    die  Gleichungen   (I,  13  und  14)  werden  dann: 

S:=:  T^  r  =  — -r-= r  .     Substituirt  man  diese  Werthe  von  t,  5  und 

r  0  r 
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T,  80  sind  die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  plane  Krümmungslinie  mit 
den  Axen  bildet : 

«V  cos  a  —  ücos  a     cos  V  —  ücosb      cos  c  -^  ücos  c 

Mittelst  der  Qleichongen  (I,  8)  und  N=iü  ^  findet  man  dttrch  DiflTeren* 

tiation  nach  9,  dass  die  Ausdrücke  (3)  unabhängig  von  v,  also  blosse  Func* 
tionen  von  u  sind.  Die  folgenden  Ent Wickelungen  gewinnen  sehr  an  Ein- 
fachheit, wenn  man  die  bemerkten  Cosinus  als  die  Cosinus  der  Winkel  an- 
sieht, welche  die  Tangente  einer  Cnrve  doppelter  Krümmung  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet,  deren  Coordinaten  Functionen  von  u  sind.  Haben 
«>  /^»  y;  ^1  ^>  "i  '»  ^y  «  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (I,  2),  so  hat  man  für 
w  =  u  die  Gleichungen : 

.    dcosa coslds      dcosl cosXds      dcosk /cos a      cnsi\ds 


-.  rds  rds 


wo  wieder  ^  der  Krümmungshalbmesser,  r  der  Torsionsradius,  ds  das  Bo- 
genelement,  ds  der  Contingenzwinkel  und  den  der  Torsionswinkel  ist.  Die 
sämmtlichen  vorstehenden  Quantitäten  werden  als  Functionen  von  ti  an- 


setzt man : 

cosa  —  ücosa^=cosa.y(\  +  Z/*), 

6)  cosh'  —  ücosb  =  cosß.yll  +  i7«), 

cosc  -^  Ucosc=^cosy.Y{i  +  IT*), 

so  folgt  durch  Differentiation  nach  ti,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  4)  und 

(1.8): 

(P      dU\  ,    P  „        .  ,„ 

\-n -T- \ COS a-'r-r.'J cosa  +Mcosa 

\r         du/  r 

(-T/ —  ^—]cosb+  -T,  ücosb'  +  Mcosb" 
t)  \r        du/  r 

^  ^  ^         XJ    .   7y/i  J_  TTi\  COSflds 

\-T,  —  s—  |co«c+—  Ucosc  +Jacosc 

\r        duj  r 

Diese  OleichuDgeo  qnadrirt  nnd  addirt  geben : 

/P      9Ü\\/P\*      „,       /       «        SUy  ,  ,,  ^  „../IdsV 
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oder: 

<'+-')(?-|fMV.)V*<=c.+^-)(i|i)'. 

Wegen  der   Gleicbuogpn  2;  reducirt  eich  diese  GleicUung  einfncli   auf: 
~  ^ j  (1  +  i^O-     Setzt  man  CT,  =  i  |i  ^(l  +  ü*) ,  so  werden  die 
Gleichungen  2) : 

P_dü     l        ,     .  ß  1  a* 

Q  ovr  Q  du^  ^  * 

Eliminirt  man  zwischen  den  ersten  Gleichungen  6)  und  7)  successive  (rosa'' 
nnd  cotd^  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  8): 

coÄa'=l^co*a  +  K(l+  ü^cosa, 

^  cos  a  =  ^(1  +  V^  cos  a .  iang  8+  ücoscc,  lang  S ^. 

cosS 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  cosa\  cosa'  in  coj'a+co^a'+co*'a"  =  l, 

so  folgt: 

[^(1+17*) .  cosa+ücosa-coslsin  6]'=cOÄ*d(l-coÄ*a-co«'X)=(cMÖco*/)% 

oder : 

KU  +  U^*cosa=:^'^lJcosu  +  cosksviQ'\'CosLcos8. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  9)  giebt: 

^(1  +  ü*)cosa=^ — Ucosu  +  cosksinS  +  coslcosS^ 

10)  y{l  +  lJ^)cosa=i         cosa  +  UcosXsme+  UcoslcosSj 

cosa'z=z  —  CO«  A  cos  S  +  cosisin  S, 

Ganz  analoge  Gleichungen  erhält  man  für  cosb^  cosb\  cosb"  und  cosc^ 

cosc\  cosc'  durch  Vertauschung  von  a,  A,  /  mit  j5,  jm,  m  und  y,  v,  n.    Nach 

(I,  8)  ist : 

dcosa"  -.        ,      dcosb"  dcosc' 

—- :=— iifcosa,     — r =  —  Mcosb^ ='-Alcosc. 

du  ^         du  du  - 

1  ds 
Setzt  man  hierin  i»f  =  — cos  6  — r-.f/fl+r^*),  für  eosa\  cosa'....    ihre 

Q  ou 

Werthe  aus  10)  und  den  analogen  Gleichungen,  so  erh&lt  man: 

,       ^>  /ae  ,    1  ds        \  ds  ^         \ 

(cösXsinB  —  coslcos6)  {- h  —  r 5-  ücosS)=o, 

^  ^  \du        r  du       Q  du  j 

i  .     ^  äX\f^^     l       ^    ^^  1    ^^     TT  j\  ^ 

(cosustnS — cosmcos6)l  r r r-  ücosS]^=0, 

^      ^  \du        r  du       Q  du  / 

^^{^^^  .  1  as     1  as  „    ^\     ^ 

'  ^  \^M        r  du       Q  du  / 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 

fds  ,  1  as      1  as ,,       V    ^ 
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oder: 

11)  ö ^~  =  --r-cosO  oder -5- H =  — C056. 

'  ou        r  du       (f  du  ds        r        q 

Die  Quantitäten  od  und  ^  sind  Functionen  von  Uy  man  kann  aucli  umgekehrt 
11  und  CO  als  Functionen  von  f,  oder  u  und  s  als  Functionen  von  m  ansehen. 

Im  letzteren  Falle  lässt  sich  die  Gleichung  11)  wegen  —  =  —     auf    fol- 
gende Art  darstellen : 

12)  l^+i=Lu.cose. 

Die  willkührliche  Constante,  welche  die  Integration  der  Gleichung  il)  oder 
12)  involvirt,  muss  gleich  einer  beliebigen  Function  von  v  gesetzt  werden. 
Aus  den  Gleichungen  10)  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab : 

1 


CO*  a  cos  a  +  cos  h'  cos  ß  +  cosc  coS'y=:= 


ni+u*) 


«\» 


13)  cosa  cosk  +  cosb' cos II  +  cosc  cosv=  ^  .sinS^ 

cos  a,  cos  l  +  cos  b*  cos  m  +  cos  c  cos  n  =  -yfrr~jfi\  ^^  ©• 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  plane  Krümmungslinie  mit  den  Ooor- 
diuateiiaxen  bildet,  sind  durch  die  Ausdrücke  3)  bestimmt,  die  Gleichung 
der  Ebene  der  Krümmungslinie  ist  also : 

14)  xicosa-ücosa^+yicosb' - Ucosb)  +  z {cosc  - Vcosc^^SLYK^  +  ^')- 

dSL 
Diese  Gleichung  nach  v  differeutiirt,  giebt  —  =0,  i2  ist  also  nur  von  u 

abhängig.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  lässt  sich  die  Gleichung 
14)  auch  schreiben: 

14)  xcosa  +  ycosß  +  zcosy  s=  Ä. 

Setzt  man  zur  Abkürzung : 


15)  Kl  +  ^0     ^^ 


=  z, 


so  erhält  man  durch  successive  Differentiation  der  Gleichung  10)  mittelst 
13)  und  15)  folgendes  System  von  Gleichungen : 

xcosa-^rycosß-^zcosy^^^Siy 

16)       xcosX^ycos\k'\'Zcosv=^i^— 1, 

o  s 

—  (a:co*/+ycosm  +  2co*;i)  =  r— -(o- Z)+Ä LUsinß. 

^         ds  V  ds  /  Q        Q 


116  Analytisch-geometrische  Untersuchungen. 

Die  dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  s  differentiirt,  giebt  wegen 
der  zweiten  für  L  folgende  Differentialgleichung : 

17) 

Siebt  man  wieder  u  und  s  als  Fanctionen  von  co  an,  nimmt  man  oi  als  unab- 
hängige Variabele,  so  folgt  wegen  ds  =  rdca: 

0(ol^dm\r  d(o      J  Q      Q  J       r  d(o         \q  / 

r  dS 

Da  nach  12)  —  Ucof  8  —  i  =  -—  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung 

Q  0(0 

auch  schreiben: 

ooi\d(o      Q  J         o  (o      doy\r  öibJ      Oio\^  -  J       r   ota 

Zur  Integration  dieser  Gleichung  nehme  man  die  einfachere : 

18)  -^{-^  +  -AUsin8]  =  A-^. 

oa>\da)       Q  J  0(0 

Ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist  As=cosS.     Nach  12)  hat 

d  cos  8       t  {  t  d  8\ 

man  nämlich:  — r +  —  [7*m6cos6=  5w6{  —  ücosS — -r— )  -^sin  8, 

0(O  Q  \q  0(o/ 

also  — r ^=cos8-r—  =  A:r—.     Setzt  man   das  zweite  particuläre  Inte- 

0(0  o  fO  O  (O 

gral  in  der  Form  q,(^s8  voraus,  so  geben  die  Gleichungen  12)  und  18): 

(Per  Odo  \        ()(o/ 

oder  mit  cos  8  multiplicirt : 

d(o\  0(o)  \        d(oj0(o 

38       r 
und  da  nach  12)  1  +  ^— =  —  Vcos8,  so  folgt: 

"^  0(0  Q 

^log (co^8^J^  +  sin8.  -  U=  0. 
d(o    ^\  3(0/  ^  Q 

Mit  Weglassung  arbiträrer  Constanten  erhält  man  hieraus  durch  successive 
Integrationen : 

^     J  co^8       ^  ^ 
Die  beiden  particulären  Integrale  von  18)  sind  also : 

cos 8 ,         cos ^J^^ « -/v  ^'^^^ ". 
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Setzt  man  znr  Abkürzung: 

20)  f.(*|^)  +  ^(il^)  +  ^«  =  Ä.. 

dty\r   OiAj       d(ü\Q     J       r 

^o  findet  man ,  nach  einer  bekannten  Metbode ,  mittelst  der  beiden  particn- 
Ifiren  Integrale  coaB  und  t^cosS  von  18)  als  allgemeines  Integral  der 
Gleichung  17J: 

21) 
L  =  '^cos8.QVt+  ^t^co8eSlte'^(ü)'^'l^co8e{r^  +  IcosSSlie'doti), 

wo  F,  und  Vf  beliebige  Functionen  von  v  sind.  Der  vorstehende  Aus- 
druck ISsst  sieb  durcb  partielle  Integrationen  noch  sehr  vereinfachen.  Setzt 

man  aus  12")  für  - —  seinen  Werth  —  Ucosß  —  1  ein,  so  folgt  aus  10): 
"^        dm  Q 


^         d  d  /r 

dn^  o(o  \^ 


d 
di 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  partielle  Integration: 

dSl\ 


J  our\r  dm/  o io\v  dm) 

J  ö«\r  dm )  r  da 

J  cosSdioXr  daj  cosß  r  d(o     fr 


Q  sine  dSldS^ 

r- — Ol 


cos*0  dmd(o 
p  dQ, 


)io    J    r   d(acore\r  J 


cosS  r   di 
Ans  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht  durch  Addition : 

J  L^ö*\r   d{o)      r  dm]  L  doi\r   dm)  r  dm\ 

1    p  dsi     r  dSl 

CüS  v^  r  dm     J  dm 

Addirt  man  zu  dieser  Gleichung : 
ittCosSe^—f-^\dm=^liCosee*-Sl—l  -  Sl  UsinGe^+'-^dm, 
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so  folgt  mit  Rücksicht  aaf  den  Werth  von  Sli  aus  20: 

J  cosB  r  Of»    J  e?ö> 

L  <)m\r   ömj  r  on  9      J 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  folgt: 

L  om\r  omj  r  dm  Q      J 

Mittelst  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  geht  die  Gleichung  21) 
über  in : 

^^:ß^-^L=zriCosS—VttiCose  +  cose  f(t,e^^iangS)ü^^dm 
r  000  J  <7co 

23)       —i,co8erUe'^-^dm—coser^Sl(te^sin8+'j^da 

+  ^  cos  e  C—  Sle^sin  Sd  a. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  den  Gleichungen  10)  erhält  maa 
durch  Differentiation  nach  »: 

-"SinS  /  — ÄU«^*»«ö  +  -^-r;V«>  +  (-^  +  ^««^^  f—Sle^sinSdfa. 
J    Q      \  cost^J  \cose  )J    (f 

Durch  die  Gleichungen  23)  und  24)  sind  die  rechten  Seiten  der  beiden 
letzten  Gleichungen  16)  bestimmt,  multiplicirt  man  dieselben  der  Reihe 
nach  mit  cosa^  cosX^  — cosJ^  addirt  die  Producte,  so  erhält  man  den  Werth 
von  X  in  Function  von  u  und  p.  Analog  ergeben  sich  die  Werthe  von 
y  und  ?. 

Die  Gleichungen  23)  und  24)  enthalten  drei  Functionen  von  p,  näm- 
lich Fl,  Vf  und  die  Function  von  v^  welche  die  Integration  der  Gleichung 
12)  mit  sich  führt.     Diese  drei  Functionen  sind  nicht  von  einander  unab- 

dP 
hängig,  da  die  Werthe  von  «,  y,  z  aus  16)  die  Gleichung  ^=— ßilf  iden« 

r 
tisch  machen  müssen.     Setzt  man  zur  Vereinfachung  —  U=p^  so  geht  die 

Gleichung  12)  über  in: 

12)  ^^  +  i=pcos». 
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Ist  Ol  ein  Werth  von  6,  welcher  keine  arbiträre  Constante  entlittlt  und  der 
Gleichung: 

0(0 

genügt,  80  ist  das  vollstündige  Integral  von  12) : 

25)  <««(/lö  =  to/rflf4Ö,  +  ^;|-^, 

wo  V  eine  Function  von  v  ist,  und : 

26) 

Ans  den  vorstebendcn  Gleicfanogen  and  der  Differentialgleicbang  fttr  O, 
folgt: 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man: 

A  [iV+hy+(iV+h)gsine,+g'cos'\e,]  = 

27) 

^  P9(l+co8et}[(^V+h)cose^~lgsinS,]. 

Aus  25)  folgt: 

QV+h)cosS,—  ^sin  8, 


siVi  6= *m  6,+öf(l  +cos8i)  ■ 


iV+hy+iV+h)g8mS,+g*cos^lS,' 
oder  wegen  27) : 

psinez=psinS,+  ^-^[CV+hy+iF+h)gsiHS,+g'cos'\8,]. 

r  dt 

Diese  Gleicluing  iutegrirt  giebt,  wegen  psinS=s  —  UstnS  =  -^: 

Q  VW 

fpsine^dm 
28)         e^^-=[(^V+hy+(^F+h)gsm9,+g^cos'^^e,]e 

Für  r—  erhält  man  aus  25)  folgende  Gleichung : 


Diese  Gleichung  mit  28)  mnltiplicirt,  giebt: 
oder  für  g  an«  20)  seinen  Werth  substitnirt : 


'a. 
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Danunpcosö,  — 1=—  alao  j  {pcosQ^^\)tang\B^dQi=. — logcos^i^B^ 
=  —  log ^,  so  wird  die  Gleichung  für  e'—  einfach: 

30)  '"|^  =  -^'/- 

Man  kann  sehr  einfach  beweisen,  dass  e'  -^-  nur  von  v  abhängt,  die  vor- 

ov 

stehende  Deduction  hat  indessen  den  Vortheil,  den  Zusammenhang  zwi- 
sehen  c*  -^  und  der  Function  von  v  zu  zeigen,  welche  die  Integration  Ton 

12)  involvirt.     Differentiirt  man  - — hl=  —  i/co^ö  nach  »,  so  folgt  - — r— 

da  Q  Cfoov 

''  TT  •  Ä^®     A  ^^       ^  TT  '  ^     ^'^  dt  dB      .     . 

= t^5mö^— jOder  wegen  5— =  — r^^me,  ^-3-  =  — TT-  5— .    d.    i. 

TT—^og-x — }-:r— =0,  oder  :r-%(<^Tr- )=0,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass 
dm       dv      00}  dm       \    dmj 

c*-—  nur  von  »  abhängt. 

dv 

dt         e~' 
Mit  Rücksicht  auf  ^  =  — 5-^  giebt  die  Gleichung: 
dm      cos^S  ° 


^«-ten,e)=«-(-l  irmeto»,8+^|^) 


^     fe"^- t^co^e, 


C05*  0  ^ 

vm  Q 

oder  integrirt: 

31)  e-UangS+ii=^  /  ^~'"'  ü  cos  dm. 

Nun  ist  aber  nach  30): 

^— I  -üco$e^-dm='-2-^  le-^—ücosBdm. 
dv     J    q  dv  ov J         q 

aber  wegen  31): 

Mit  IlUlfo  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  30)  leitet  man  ohne  Schwie- 
rigkeit die  folgenden  ab: 

32)  -.I.e'(u^^-r.SlsinS\^ 
-^  cv      \     dm       Q  / 

2^\(^lange+t,eOU^J^^^Sl(  '^+Usinee')]. 
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dP 
Diese  GleiclmngeD  gestatten  es,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung -^  = — QIH 

die  gesuchte  Relation  zwischen  den  Functionen  F,    V^^    V^  aufzustellen. 

Nach«)  und  15)  ist  Jlf=:-i|i^(l  +  V^)cosS,  i>  =  i|i^(i  +  ü^y,L,  die 

Gleichung  r—  =  —  QM  wird  hierdurch :  ß  cos  6  =  -^.     Dift'erentiirt   man 

ov  ov 

die  Gleichungen  iO)  nach  9  und  bildet  die  Summe  der  Quadrate,  so  folgt : 

dl  ^ 

oder  wegen  ^—  ==  (?  tf05  ö : 
ov 

^■^,mB  =  eos0^(l^+-ULsinB\ 

dv  dv\0(l»         Q  ) 

Man  beweist  leicht  durch  die  DifiPerentiation  nach  a>,  dass  diese  Gleichung 
identisch  wird.  Entwickelt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  Hfilfe  der 
Gleichungen  23)  und  24),  so  wird  dieselbe: 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  wegen  32)  einfach  auf: 

33)  ^^.|-^+T^*  =  0. 

'  OV        dv 

Eine  der  Functionen  T,  V^ ,  F,  kann  gleich  v  gesetzt  werden ,  die  Gleich- 
ung 33)  zeigt  dann,  dass  von  den  drei  Functionen  F,  Fj,  F,  nur  eine  wilU 
kahrlich  bleibt.  Welche  der  Functionen  F,  Fj,  F,  als  unabhängige 
Variabele  zu  nehmen  ist,  wird  sich  in  jedem  besonderen  Falle  darnach 
richten,  für  o:,  ^,  z  möglichst  einfache  Gleichungen  zu  erhalten. 

Ist  ein  particuläres  Integral  Ö,  der  Gleichung  -z — |-  1  =  —  Usinß  be- 

kannt,  substituirt  man  in  die  Gleichungen  16)  für  /,  ^,  ihre  Werthe  ans 
10)  und  den  Werth  von  6  aus  25) ,  so  geben  die  Gleichungen  10)  in  Ver- 
bindung mit  33)  die  vollständige  Lösung  des  Problemes,  die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Fläche ,  für  welche  ein  System  von  Krümmungslinien 
plan  ist,  in  Function  der  Argumente  der  Krümmungslinien  auszudrücken. 
Die  vorstehenden  Entwickelungen  erfordern  eine  Modification  für  den 
Fall,  dass  die  Curve,  deren  Elemente  Functionen  von  u  sind,  plan  ist. 

Z«iU€iiriri  f.  Mathematik  a.  Phjtik.  iX,  X  0 
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Nimmt  man  die  Corve  in  der  Ebene  der  x  und  y  an ,  so  hat  man  folgende 
Gleichungen : 

COS/=0,    C05»l=0,    C05ns=l 

C05  y  =  0 ,  cosv  ^=s,  0. 
Bezeichnet  man  durch  ^  den  Krümmungshalbmesser  der  planen  Gurre, 

setat  wieder  --  c^  — ,  so  ist: 

09  Q 

COSl  sszCOSij   COSllzzs:  mf  ,    COSu  =  m  f ,    COSß  =s  —  C05f. 

Die  Gleichungen  B)  bleiben  unverändert.     An  die  Stelle  der  Gleichungen 
10)  tritt  folgendes  System : 

•  —  üsin  B  +  sin  S,cosb  .  Ucost  +  sin  Ssin  i 

'"""^ — ni+W) — •  ''''**= — W+v^) — ' 

,        sin  t  +  üsin  S  cos s  . ,        —  cos  s+üsifiS sin  $ 

'"'"= — ni+ü*) — '  '•"*= — WTöT^ — . 

cos  a  =  —  cos  s»  sin  ß  ,     cos  h"  =  —  ms.  m  O. 

34)     Viy  +  V^  cos  c = cos  6,  y^l  +  er«)  cos  c'  =  ücos  O,  cos c"  :=zsin  9. 

Mittelst    der    vorstehenden    Gleichungen    und    8)    geht    die    Gleichung 

dcosc'  -.        r  .,,       . 

—  Mcosc  über  m: 


du 


dB  1   dS^  ^      A         ^^  TT  ^ 

:r-  =—  ö—  Ucos  ß  oder  -r—  =  ücosS. 
du        Q du  ds 


wenn  s  als  unabhängige  Variabele  genommen  wird.  Durch  Integration 
folgt: 

35)  i^f^=r« -»>«•, 

'  l  +  stnS  ' 

wo  V  eine  Function  von  v  bedeutet.  Hat  X  wieder  die  Bedeutung  wie  in  15) 
ist  H  nur  von  u  oder  s  abhängig ,  so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen 
16)  die  beiden  folgenden : 

xsine  —  ycoss^=Sl^ 

•*"/  xcost  +  ystnes^^-T Z. 

OB 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  für  X  die  Differentialgleichung : 

oder  wegen  -^r—  s=  Z7coi  d : 
ds 

d'Sl,^      dL  ^^       ^dß    -  Ä^      ^ 


folglich : 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  L  in  ^  =  1^(1  +  l/*)  — 0-  >  den  so  erhaltenen 

^  ^  ^  if  du 

Werth  von  P  in  :r--  =  Pcosc  =^77 — .  ^r^^cosS.  so  folgt: 
du  KU  +  ^) 

du       ifdul  *      J  \ds*    ^     JcosSj 
Nimmt  man  c  als  unabhängige  Veränderliche,  setzt 

TT  ^  ^^        TT       Jt^  ^««® 

Ci  0% 

so  ist: 

az_      dsine      dsinS    /*/a'i2         \    di 

di~  *   di   "^    di  J  \di^^   jcose" 

Da  nun : 

-/(77+«)'**»"' 

80  giebt  die  Differentialgleichung  für  z  integrirt: 

38)  z=.r.+««e[F.+/(^+Ä)^]-J(|^+Ä)M„^ea.. 

WO  V^  eine  Function  von  v  bedeutet.     Aus  36)  folgt: 

(l^)+(H)"=(l^)--»'-(S)"+(l;)" 

d  P  d  lä 

Für  diesen  Werth  von  Q  geht  die  Gleichung  -r-  ss^QM  oder  -r-  =  Oco#  6 

dr  ^» 

fiber  in:  -^fmOs^r-  co$9.  Substituirt  man  für  L  und  z  ihre  Werthe  aus 

ov  dv 

30)  und  38),  so  folgt: 

-».,/(|B+.)_J^|?a.=.. 

Nach  35)  ist  nun  — ^  "5— =-r"'^":r"»  ^^^  vorstehende  Oleichuns:  redncirt 
C0SV9  ov       2  V  ov  " 

sich  hierdurch  auf:  451^=  — ^*.  ««Iw  ^t  =  —'^^^*-    Mit  Hülfe 

2     r     C/t'  OV  OV 

dieser  Gleichung  und  37)  werden  die  Gleichungen  36)  und  38) : 
xsmi — yco8i=^Sl^ 

J9)     ,.»..+,*.='^+c»[.rl^+_y(|^+fl)-^, 

0» 


124  Analytisch-geometrische  Untersuchungen. 

In  diesen  Gleichungen  ist  S  durch  35)  bestimmt.  Die  erste  Gleichung 
39)  zeigt,  dass  die  Ebenen  der  planen  Krümmungslinien  sämmtlich  einer 
festen  Geraden,  der  z-Axe,  parallel  sind,  für  i2  =  0  gehen  diese  Ebenen 
durch  die  z-Axe. 

Die  in  3)  enthaltenen  Ausdrücke  repräsentiren  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Ebene  der  planen  Krümmungslinie  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  multiplicirt  man  dieselben  respective  mit  cosa,  cosb^  cosc^ 

bildet  die  Summe  der  Producte,  so  ist:  — -77 — .    „^.  der  Cosinus  des  Win- 

y(i  +  o') 

kels,  welchen  die  Krümmungsebene  mit  der  Normale  bildet ,  wenn  27  =  0, 
so  schneidet  die  Krümmungslinie  die  Fläche  orthogonal. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  39)  £/=  0,  so  zeigt  die  Gleichung  35), 
dass  ß  von  s  oder  u  unabhängig  ist,  aus  den  Gleichungen  8)  folgt,  dass 

dasselbe  mit  -tt  nnd  M  der  Fall  ist,  also —-  =0,    d.    h.    das    zweite 

r  du    P 

System  von  Krümmungslinien  ist  ebenfalls  plan. 

Ist  die  Curve,  deren  Elemente  Functionen  von  u  sind,  eine  Gerade,  so  hat 
man  ^=  oo,  die  Gleichungen  8)  geben  dann  3/=:=0.  Das  zweite  System  von 
Krümmungslinien  ist  in  diesem  Falle  ebenfalls  plan  und  die  Ebenen  dessel- 
ben schneiden  die  Fläche  orthogonal.  Die  Winkel  er,  /?,  y  sind  constant,  folg- 
lich sind  die  Ebenen  des  ersten  Systemes  einander  parallel.  Es  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  für  U=0  die  Gleichung  33)  ungültig  wird,  was  in  der 

Art  ihrer  Ableitung  liegt.  In  diesemFalle  giebt  die  Gleichung  12)  - — hl=0, 

also   einfach  S  =  v  —  od.     Für  /  und  t^  ergeben  sich    die  Werthe   i  =  0, 

U=  I — TT c=  —  tangiv  —  od).     Da-:r-=l,   so  giebt   die   Gleich- 

J  co^iy — ©)  jf\  /  dv  ^         ^ 

d  V 
ung  33)  F,  =  •^.     Setzt  man  einfach  V  statt  V^ ,  so  werden  die  Gleich- 
ungen 23)  und  24) : 
?. L=i  —  cos{v  —  (o)  +  Vsin{v  —  ©)  —  cos{v  —  »)  j  —Slcos{y—m)dn 

—  $in(v — w)  j  —  Slsin{v  —  oi)dm^ 

-— (-^  ^ Zr)+  — Ä  =  ^-*m(»  — w)— rcos(£^— o)) 

öw  \r  ^flo        /       ^  ov       ^  ^ 

—  sin{v  —  «)  j--Slcos{v  —  o))5«  -f-  cos[y  —  w)  /  —  Slsin{y  —  n)d(o. 
Setzt  man  —  Ä==:  gp"(a))  +  g>(o)),  so  folgt: 

cos  {v-^n)  I  [qp"  (00)  -f-  g>  (a>)]  cos  (v  —  w)  e)  w 
-^sin  (v-^fo)  H[<p"(w)  +  9>(a>)]3(»=9?'(«), 
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—  sin(v — «)  f[g>"{€o)+g>{m)]cos(v  —  m)dfo 

+  cos  {v  —  oo)  /  [9"  (co)  +  <p  (co)]  ^  «  =  9)  (00). 

Die  Gleichungen  IG)  nehmen  dann  folgende  einfache  Formen  an : 

xcosa+ycosß+zcosY=:'^[ip"  {(o)+g>{(o)]j 

d  V 
40)    a;co5A+yco5fi+?(?o*vös— 9'.(w)+-^co5(t^— (ö)+  r«>i(»— »), 


dV 
^1 


dv 
dv 
1^' 


Seist  man  |  =  -^  [9?"  (w)  +  q> («)] co« a  —  9' («) co^X  —  9»  («) co*/,  so   folgt 
durch  Differentiation  nach  s: 


Nimmt  man  den  Factor  von  cosa  gleich  der  Einheit,  setzt  analog: 
1}==:^  [(p"{a>)  +  <p{(o)]cosß — g>'{m)cosii — q>{<o)cosm^ 

f  =  —  [9"  ((o)  +  q)  (»)  C05  y  —  9>'  (a>)  co  J  v~—  q>  («)  co*  » , 
r 

80  sind  £,  17,  i;  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Cnrve  doppelter  Krüm- 
mung, für  welche  die  Gleichungen  (I,  l)  gelten,  wenn  J,  1/,  f  statt  x,  y,  z 
gesetzt  werden.  Nimmt  man  weiter  in  den  Gleichungen  40)  r=rAr,  wo 
k  eine  Constante  ist,  so  folgt: 

X  —  ^=^kcosX$in{v — ©)  +  kcoslcos{ü  —  ©), 
41)  y  —  ti=kcosiisin{v  —  »)  + Arco5mco*(r  —  w), 

z  —  l=zkcosv8in  (v  —  ©)  +  A:  cosncos  {v  —  cd). 
Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

(^~S)'  +  (y-i?)*+[^-Ö*=*' 

(o:  —  ^)cosa+{y  +  ri)cosß  +  {z  —  i)cosY  =  0. 
Dieses  sind  dieselben  Gleichungen,  welche  in  II  für  die  Flächen  gefunden 
wurden,  für  welche  einer  der  Haaptkrümmungshalbmesser  constant  ist. 
Bewegt  sich  also  der  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  von  constantem  Halb- 
messer auf  einer  Carve  doppelter  Krümmung,  so  geben  die  Gleichungen 
41)  einen  Punkt  der  einhüllenden  Fläche  in  Function  des  Argumentes  der 
Krümmungslinien. 
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IX.  Veber  einige  Transformationen  von  Flächen.  Entspricht  einem 
Punkte  (x,  y,  z)  einer  Fläche  5  ein  Punkt  (a:|,  ^|,  Zt)  des  Ranmes  so,  dase 
^1}  yi}  ^1  bestimmte  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  liegt  der  Punkt  (X|,yi,Z|) 
anf  einer  bestimmten  Fläche  5|,  welche  die  transformirte  Fläche  S  heissen 
möge.  Ans  den  Oleichnngen  ^tj  ==  9  (x,  y,  z),  y^  =  q>t  (^,  y,  t),  Zi  =  tpt  (^,  y,  z) 
und  der  Gleichung  /*(a:,y,2:)  =  0  der  Fläche  iS  erhält  man  durch  Elimination 
von  Xy  y,  2  die  Gleichung  der  Fläche  Si.  Sind  die  Functionen  ^,  gp,,  ^« 
bestimmt,  so  lassen  sich  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte 
{^u  y\y  ^tO  2Uf  Fläche  ^|  mit  den  Axen  bildet,  durch  o:,  y,  z  ausdrücken. 
Aus  den  Gleichungen  o:,  ==9(a:,y,x),  y,  =  qpt  (ar,y,z),  z,  ==  9?iOr,y,2)  folgt 
umgekehrt  a:  =  a/;(a:j,yi,  «,),  y  =  tf;,(a;„y„?i),  2  =  tf;,(a:,,y,,Zj),  die  Gleich- 
ung der  Fläche  S^  ist  dann  /*(if;,  t^^  o//,)  =0.  Diese  Gleichung  successive 
nach  OTi,  yj,  Zj  differentiirt,  giebt: 

<//•  _df  dx       df   dy       df  dz 
dxi       dx  dxi       dy  dx^       dz  dxi* 

'  dyi       dx  dyt        dy  dy,        dz  dy^^ 

df  _d£  dx        df  dy        df  dz^ 
d?i       dx  dZi        dy  dz^        dz  dz^' 
Setzt  in  iC  =  i('(a:,,y,,Zi)  für  .r,,  y,,  r,  ihre  Werthe  ein,  so  ist  a:=^(<p,<p,,g>,). 
Diese  Gleichung  nach  x^  y,  z  differentiirt,  giebt : 

dx  dx^      dx  dy^      dx  dz^ 

da?!  dx      dyy  dx      dz^  dx^ 

^  dx  dXx      dx  dyt      dx  dz^ 

'  dx^    dy       dy^   dy      dz^  dy' 

dx  dxi      dx  dy^      dx  dz^ 

dx^  dz      dyi   dz      dz^  dz' 
Mittelst  dieser  und  sechs  analogen  Gleichungen  lassen  sich  die  Differential- 
quotienten  von  x^  y^  z  nach  ar, ,  y,,  z^  ausdrücken  durch  die  Differential- 

quotienten  von  a:|,  y,,  z  nach  x^  y,  z.*)     Durch  Elimination  von  --^  ,     -— 

dXx       oyi 


*)  Jacobi:  de  deierminantibM  functiomiübtta  §.  9  in  CrcUe's  Journal  XXII. 


Kleinere  Mittheilangen. 


127 


äx 

-— ,  zwischen  der  ersten  Gleichung  1)  und  den  Gleichungen  2)  folgt : 
dZt 


n  = 


df  df   df 
dx   dy    dz 

'             dx^ 

dVi  dy^  dy, 
dx  dy   dz 

dz^  dzi  dZf 
dx    dy   dz 

af  ganz  ähnliche  Weise  findet  man 

dfdfdf 
dx  dy  dz 

dyi 

dZi  dZi  dZf 
dx  dy    dz 

dxx  dXi  dxx 

dx    dy    dz 

dx, 
dx 

dx, 
dy 

dx, 
dz 

dy, 

dy, 

dy, 

dx 

dy 

dz 

dz, 
dx 

dz, 
dy 

dz, 
dz 

iL 

dx 

df 
dy 

,dr 

dt 

dx, 
dx 

dx, 
dy 

dx, 
dz 

dy, 
dx 

dy, 

dy 

dy, 
dz 

dz. 


Die  Quantitäten  -r^» -7~»~r-   ß>*^d  den  Cosinus  der  Winkel  proportional, 
^  d.T|   dy^   dzi 

welche  die  Normale  zur  Fläche  Äj  im  Punkte  (xi,  yi,  z,)  mit  den  Coordi- 
natenaxen  hildet,  so  dass  die  Richtungen  der  Normale  mittelst  der  vor- 
stehenden Gleichungen  in  Function  von  Xy  y,  z  ausgedrückt  werden  können. 
In  manchen  Fällen  enthalten  die  Gleichungen  für  Xy  y^  z  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte  (o;,  jf,  z)  der  Fläche  S  mit  den 
Axen  bildet,  die  Anwendung  der  Gleichungen  3)  erfordert,  dass  diese 
Cosinus  als  Functionen  von  x,  y,  z  anzusehen  sind,  was  in  den  meisten 
Fällen  zu  sehr  umständlichen  Eechnungen  führt.  Im  Folgenden  sind 
einige  häufig  vorkommende  Transformationen  zusammengestellt,  wobei, 
statt  die  Gleichungen  3)  anzuwenden,  die  Coordinaten  x^y^z^  also  auch 
^19  yn  ^1  <^B  Functionen  zweier  Yariabelen  j9,  q  angesehen  werden,  was  die 
Rechnungen  mit  grosser  Leichtigkeit  auszuführen  erlaubt. 

Die  Winkel,  welche  die  Normalen  in  den  Punkten  (:r,  y,  z),  (oTi,  yi,  s,) 
der  Flächen  5,  S,  mit  den  Axen  bilden,  seien  respective  a,  &,  c  und  a^y  5|,  c^, 
Ist  ($,  17,  t)  ^^^  fester  Punkt,  so  werde  zur  Abkürzung  gesetzt: 

KI(^-ir+(y-i?)*+(^-t)']-r,  K[(^,-|)*  +  (y.-i?)«+(r..Ö«]=r,, 

4)  (x  —  ^co8a  +  {y  —  ifi)cosh+{z — Qcosc=Py 

Nimmt  man  zu  der  Gleichung: 

5)  (x'^^)cosa  +  {y — 7i)cosb  +  {z — l)cosc=py 
die  Gleichung : 

6)  cos  a  +  cosb  +  cosc=iq^ 

so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  von  5,  x,  y,  z  als 
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Functionen  von  p  und  q  ansehen.    Die  GleicbuDgen  5),  6)  und  co^a+ca^6 
-}-  co^c  =  1  differentiirt  geben : 

(o;  — |)d<:o5a  +  (y — fi)dco8b  +  {z  —  ^d€o$h=zdp^ 

7)  dcosa-{-dcosb+dco8c=idq, 
eosa,dcosa+cosbdcosb+coscdcosc  =  0. 

Setzt  man  znr  Abkürzung : 

^—i    y—n    z—t 

1  1  1       =z/, 

cos a         €08 b       C08 c 

Bo  folgt  ans  den  GleicbuDgen  7) : 

J.dco8a=^(co8C  —  co8b)dp^[cosb,(z  —  f)  — co*c(y  —  '»?)Jrf7; 

Jdeo8b==i{cosa  —  eosc)dp+[cosc(x — g)  —  co8a{!i — Ol^^i 

Jdcosc={cosb  —  cosa)dp'{'[co8a  (y — ij) — co8b(x  —  i)]dq^ 

folglich : 

dcosa  dcosa      ,        .  v       ^      ,  x 

"rf — ^=^cosc — cosbj       ^  —j —  =(*  —  t)co8b  —  (y — rf)co8Cf 

Q.  .dco8b  dcosb      ,         ^^  ,        «.x 

8)  J— — =co8a  —  cosc,      J— — =(a: — i)co8,c  —  {z — i)co8a, 

dcosc  dcosc      ,         .  /        „N       .^ 

^— ^ — ^=co8b  —  cosay      ^— — =:(jf  —  ijjco^a  —  (jc  —  Si^<>^^» 

Es  werde  die  Fläche  S  so  transformirt ,  dass  zwischen  Xi^  y«,  Z|  nud  x^  jf,  ^ 
folgende  Gleichungen  stattfinden: 

9)  AT,  — |  =  t(p).co5a,  yi  — i?  =  ^(p)co56,  r,  — £;=^(p)co*4?, 

wo  '^  (p)  eine  beliebige  Function  von  p  bedeutet.     Die  Gleichungen : 
cos  üf  cos  bi  cos  Cf 

rfy,  dz,       rfy,  dz,         dz,  da:,       dz,  dx,         dir,  dy,       dx,  dy,  ' 
dp  dg        dg  dp  dp  dq        dq  dp         dp   dq        dq  dp 

cos'  a,  +  cos^  bi  +  cos'  <^i  =  1 ; 

gehen  mit  Hülfe  der  Gleichungen  8)  und  9)  über  in : 

Ä,  cos  «1  =  [p  ^</'  (p) + ^  (p)]  cosa—{x  —  i)  ^'  (p), 
10%  Ä,co5&,  =  [pi/;'(p)  +  V;(p)]co*6—  (Sf -i?)^'(/'), 

i?,C0*C,  =  [pt//(p)  +  l(;(p)]c05C— (Z  —0V{P)' 

Ät  =  ±nr>'Cp)'-i>*t|;«(p)«+tf.(p)M. 

Diese  Gleichungen  erweisen  sich  bei  den  folgenden  Transformationen  sehr 
nützlich. 

I.  Ist  Si  die  Fusspunktfläche  von  5,  d.  h.  der  Ort  der  Fusspunkte  der 
Perpendikel,  gefällt  von  einem  festen  Punkte  (§,  17,  £)  auf  die  berührenden 
Ebenen  der  Fläche  5,  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

11)  Xi  —  |s=pco5a,     y, — iy=pco*6,     z,  —  t==^P^^^^' 
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Diese  OleichuBgen  folgen  ans  9)  für  ^(p)'=3p,  die  Gleichnngen  10)  geben 
dann: 

2peosa  —  {x  —  S)      ,         .        2pcosb~(jif — «) 

12)  ""  ^  '' 

^ 2/?co5c  — (z— 0 

—  r 

Ans  den  Gleichnngen  11)  nnd  12)  findet  man  leicht: 

r  ^i        ^ 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichnngen  nur  das  obere  Zeichen,  so  erhält  man 
ans  11)  nnd  12): 

ar— 4=2(ar|  — ö  — -^co^ai,     eosa^-^ — , 
Pi  ^i 

13)  9-ri^2{y,^fi)-^'±eosb,,     cosb^^-^, 

Pt  ^t 

pt  2   t 

Pt  Tj 

Sieht  man  eine  Fläche  als  Fusspnnktfläche  einer  Fläche  S  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  (£,  ij,  Q  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  13)  die  pri- 
mitiTO  Fläche. 

IL  Ist  Si  die  reciproke  Polarfläche  von  S  in  Beziehung  auf  eine 
Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  (|,  ij,  Q  und  dem  Kadius  A:,  so  hat  man 
folgende  Gleichungen: 

k*  k*  k* 

14)  X. — i=-^cosay    y,  —  fi=^—cosb.     z, — tz=:i-^cosc, 

p  '      p  P 

k* 
Für '4;(p)=:  ~  geben  die  Gleichungen  10),  wenn  man  das  doppelte  Vor- 
zeichen von  R  weglässt: 


X — £  -        y—fi  z  —  i 

S,      C08b^=^- -y     COSCi=s . 


15)  cos  öl  = 5      cos  b»  = 

Aus  14)  und  15)  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

.  _*•      «  -*'     ^*_^ 
ri  — -,     Pi— ^»    ^^  — 7» 

In  den  Gleichungen  14)  und  15)  kann  man  a,  fr,  c,  o;,  y,  z,  p,  r  mit  Oj ,  6|. . . . 
vertauschen,  was  aus  der  Transformation  von  selbst  folgt. 

III.  Die  Transformationen  I.  und  II.  lassen  sich  nach  einander  auf 
die  Fläche  S  anwenden,  es  werde  zuerst  die  Fusspnnktfläche  der  reciproken 
Polarfläche  gesucht.  Für  die  Coordinate  x^  und  den  Winkel  a^  dieser 
Fläche  finden  nach  11),  12),  14),  15)  folgende  Gleichungen  statt: 

x^—g^=^PxCOsax=^k* 2,    co^OfSs-^ — ^r=2p— -5 cosa. 
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Seiet  man  einfacb  wieder  a?|,  Of  statt  o:«,  o«,  so  ist  die  FusspaDktfläche  der 
reciproken  Polarfläche  dnrch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

16)  / 

oc-'t  y-'V  y^v 

cosai=2p'-^ — cosüy  eosb^x=z2p^^--CQsb^  eo8c^^=s2p — ^'-cosc. 

Aas  diesen  Gleichnngen  folgt: 

r'        Tf        r 
Die  Gleichnngen  16)  enthalten  die  bekannte  Transformation  mittelst  reci- 
proker  Radienvectoren.*)     Der  Einfachheit  halber  möge  der  Fläche  ^|  die 
inverse  Fläche  von  S  heissen.  ♦♦) 

Die  in  I,  II,  III,  enthaltenen  Transformationen  lassen  sich  mit  einan- 
der verbinden.     Man  findet  dann  ohne  Schwierigkeit  folgende  Sätze: 

Die  Fusspnnktfläche  der  reciproken  Polarfläche  ist  die  inverse  Fläche 
der  primitiven  Fläche. 

Die  inverse  Fläche  der  reciproken  Polarfläche  ist  die  Fnsspanktfläche 
der  primitiven  Fläche. 

Die  inverse  Fläche  der  Fusspunktfläcbe  ist  die  rociproke  Polarfläche 
der  primitiven  Fläche. 

Der  zweito  dieser  Sätze  rührt  von  Hirst  her  (Ann.  di  Math,  II.  96). 

IV.     Ist  Si  die  recipruke  Polarfläche  der  inversen  Fläche,  so  hat  man : 
r*  f*  r* 

p  p  p 

17)  co*ai  = 'y    co8b^i=t -,     cosc^^^i , 

r  r  r 

r*         Pi_£ 


a:  — J=P|C05a,,     y  —  i;=pjCOJ&|,     z — i=PiC0SCi^ 
2/>jC0«Ct  — («, — D 


COSa^= ,    C08bi=:-- ;; , 

I  ö)  Ti  Ti 


COS  c,  — 


Aus  den  Gleichungen  17)  folgt:  (a:i-a:)co5ai+(yi-y)co*6i  +  (Z|-2)co5C|=0, 
die  berührende  Ebene  im  Punkte  (X|,  ^i,  Zi)  steht  also  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (J,  i?,  ö  und  (x,  y,  z).  Die  durch  17)  definirte 
Fläche  Si  ist  also  die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  in  den  Endpunkten 
der  Radienvectoren  der  Fläche  5  senkrecht  stehen.  **•)     Eine  einfache 


*)  Vergl-  hierüber  Thompson  im  Journ.  de  Math^m.  X.  364,   XII.  256;   Lion- 
ville  ibid.  XIL  30ö. 

**)  Diese  Bezeichnung  findet  sich  bei  Hirst.    Annali  di  Mat.  II.  90. 
•♦♦)  Vergl.  hierüber  Hirst.    Annali  di  Mat.  II.  95,  Cayley  ibid.  II.  186. 
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yergleich«ng  der  Gleichungen  17),  18)  mit  11)  und  13)  zeigt,  dass  die  Auf- 
gabe, die  bemerkte  Enveloppe  zn  finden,  identisch  ist  mit  dem  Problem  zu 
einer  gegebenen  Fnsspnnktfläche  die  primitive  Flftche  zu  finden. 

V.  Für  die  reciproke  Polarfläche  der  Fnsspnnktfläche  hat  man  folgende 
Gleichungen: 

2pco^a-(a?-£)  2pcosb-(y^  2j>co5c^(i-0 

*i  5 p ^  ,  Vi-n—        —f        'f »  v*»"" yi *^  » 

19)  C05a  =  C0^ai,      C08b:=:C0Sb^j      COSC  =  COSCi, 

„„  — ,Jtf     -  — fctü     Pi — ^ 

ppi  —  '*»      "l  —  **    ^»     —  —  —  • 
p*     r^        r 

Aus  den  Gleichungen  19)  findet  man  leicht,  dass  die  parallelen  Normalen 
in  den  Punkten  (o;,  y,  «)  und  (a?|,  y, ,  X|)  in  der  Ebene  liegen,  welche  die 
beiden  bemerkten  Punkte  und  den  Punkt  (£,  i;,  i)  enthält. 

VI.  Die  Gleichungen  für  die  Fusspunktiläche  der  inversen  Fläche  er- 
hält man  durch  Anwendung  der  in  III.  enthaltenen  Transformation  auf  die 
Gleichungen  19). 

Die  sämmtlichen  vorstehenden  Transformationen  haben  die  characte- 

ristische  Eigenschaft,  dass  —  c=s^\  oder,  dass  die  Normalen  in  zwei  ent- 

r        Tj 

sprechenden  Punkten  der  Flächen  S  und  ^|  mit  ihren  respectiven  Kadien 
yectoren  gleiche  Winkel  bilden. 

Die  obigen  Transformationen  lassen  sich  wiederholt  anwenden,  es 
scheint  aber  nicht,  dass  man  bei  diesem  Verfahren  zu  besonders  einfachen 
Kesultaten  kommt. 


^  X  Beweis  eines  Theoremes,  von  welchem  die  Theoreme,  welche 
sicli  auf  die  Tonrier'schen  Doppelintegrale  beziehen,  und  viele  andere,  nur 
ganz  specielle  Fälle  sind.    Von  Dr.  Fb.  K.  GrOnwald. 

I.    Ist  /der  bekannte  Werth  des  bestimmten  Integrales : 

.+  * 


ff 


wo  F(&)  eine  in  dem  Integrationsintervalle  ( —  QO ,  +  oo)  endliche  und 
stetige  Function  ist;  wählt  man  ferner  eine  Function:  /'(cd,  q>)  der  zwei  un- 
abhängig Yariabelen  i»  und  9  so,  dass  für  positive  <p 

1.  /*(a>,  —  <p)  =  —  A»,  9)1     2.  f{+  00,  <p)  =  +  00   I 

/•(—  00,  <p)  =  —  00  » 
wird  und  dieselbe  von  ©=  —  oöbisÄi=3  +  oo  endlich  und  stetig  bleibt; 
setzt  endlich 


^I/(«.9)](^^)=  *(«.?.): 
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80  Yerläuft  ^(w,  q>)  endlieb  und  stetig  ron  co  =  —  QO  bisttca-f-Qo,  nud 
das  Integral 


I  a>(«,  ip) 


wird  ftlr  jedes  endliche  tp  gleich  +y  oder:  — y,  je  nachdem  9  positiv  oder 
negativ  ist. 

II.     Das  Theorem. 
Ist  die  Fanction  <P(io,  q>)  der  zwei  unabhäugigen  Variabelen  o,  (p  end- 
lich und  stetig  von  cd  =  —  00  bis  09  =  +  00,  und  von  tp  =  ip^  bis  tp  =^  9>i 
und  besitzt  das  bestimmte  Integral 

4*00 

den  Constanten,  von  g>  anabhängigen  Werth : 

+  y  oder  —  y, 
je  nachdem  g)  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  das  Doppelintegral 

(•  =  —  00      ^^^0 

in  welchem  /*(a:,  d),  g>{x^d')  in  dem  Intervalle  ^  =  ^,,,  ^, ,  endliche  nnd 
stetige  Functionen  von  x  und  d  sind,  und  x  von  ^  und  o>  nicht  abhängt : 

1.  gleich  Null,  wenn  die  Gleichung:  ip{Xf^)  =^0  innerhalb  des  Inter- 
valles  ^0  ^  ^  '^  ^1  ^ür  ^  keinen  oder  doch  nur  eine  gerade  Anzahl 
gleicher  Wurzel werthe  liefert; 

2.  gleich  2y/*(a;,  w),  wenn  die  Gleichung: 

q>{x^d)=0,  in  dem  Intervalle  ^>o  <  ^  <  '^1 
für  d  nur  eine  einzige,  oder  doch  nur  eine  ungerade  Anzahl  gleicher 
Wurzeln : 

4>  =  u  (als  Function  von  x) 
besitzt ; 

vorausgesetzt,  dass  man  <p(x^^)  mit  solchem  Vorzeichen  gewählt  hat,  dass 
der  erste  der  beiden  Grenz  werthe  von 

q>(x,&):  <p{^^^q)  =  9o\ 

d.  i.  q>Q  negativ  ausfällt. 


Beweis  des  unter  I.  ausgesprochenen  Hilfs-Lehrsatzes. 

Es  sei  F{&)  eine  beliebige,  durch  das  ganze  Intervall  von  ^  =s  —  oo 
bis  ^  =  +  00  endliche  und  stetige  Function  und  y  der  bekannte  Werth 
des  Integrals 
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^^^^^^M^^^^^^^^^^^^^S^^ 


S' 


+  00 

—  OD 

80  ist : 

4-OD  -Hoo  -Hx 

—  OD  —  OD  ^00 

Sabstituiren   wir  in   das   Torliegende  Integral   behufs    Einführung   einer 
neuen  unabhängigen  Yariabelen  «» 

^  =  /'(w,SP), 
wo  (p  Ton  m  unabhängig  und  die  Function  /*((»,  ip)  vorläufig  nur  den  folgen- 
den Bedingungen  unterworfen  sein  soll: 

1.  für  jeden  endlichen  Werth  von  a  endlich  und  stetig  zu  bleiben,  so* 
bald  q>  endlich  ist;  und 

2.  fär  o>  =  +  00  positiv  unendlich,  für   «  =  —  oo  negativ  unendlich 
zu  werden,  d.  i.  die  Bedingungsgleichungen : 

X  f(+(X>,fp)  =  +  ^  I 

^  /•(— 00,^)  =  — 00    j 

für  irgend  ein  endliches  positives  9^ zu  erfüllen. 
Es  wird 

<»=:  — OD 

2)  /"•^[/•(«..  y)]  +  F[-f(«,  ip)]  fdfim,  q>)\      __ 


Das  zweite  Integra]  linker  Hand  wird  offenbar  das  entgegengesetzte 
Zeichen  bei  gleichem  numerischen  Werthe  enthalten,  wenn  die  Function 
/*(o>,  9)  ebenfalls  ohne  Aenderung  ihres  numerischen  Werthes  das  Zeichen 
wechselt. 

Ist  daher  die  Function  /*((»,  ^)  der  Art,  dass  sie  mit  der  Grösse  ip  ihr 
Zeichen  ändert,  d.  h.  dass 

/?)  /'K  —  9)  =  — /'(»»^P) 

wird,  80  ergiebt  sich  (wenn  fp  im  linken  Theile  der  Gleichung  2)  negativ 
genommen  wird): 


I' 


—  OD 

•F[/(«>.  -y)]  +  F[- /-(«,,  -y)l  dfiw,-v)  ^^. 

da 
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>[-/'(a),y)]  +  i^[/'(«,y)]  d^«,  y)  ^^  ^ 
2  do 

—  00 

d.  h.  (siehe  Gleichang  2)  und  3))  es  ist: 

+  00 


„  -f. 


I  <!>(»,  9)d»  =  y 


-OD 

4-00 


I  <P(o9, — fp)d<o=i — y 


wenn  der  Kürze  wegen  F[/*(«,  q>)]  ^^=<I>(a»,  y)  gcseUt  wird. 

u  09 


Beweis  des  unter  II.  ausgesprochenen  Haupttheoremes« 
Es  sei: 

-00         ^0 

und  f(xy  d)^  sowie  g>Ca:,  ^)  von  d  =  ^o  ^^^  O  =  ^„  and  <P[©,  g>(x,  d)]  von 
«0  =  —  OD  biso)=+00  und  ^  =  9»  (ar,  ^^  ^=^(p^  his  9»  =  9  (ar,  -fr,)  s=  ^j. 
endlich  nnd  stetig;  endlich  «,  ^  und  x  von  einander  unabhängig,  und 

+  00 

iP{w,  q>)dm 

—  00 

für  jedes  positive  zwischen  9»  =  9^,  und  9  =  9>i  liegende  9)  gleich  +  y,  für 
jedes  negative  zwischen  denselben  Grenzen  allenfalls  liegende  <p  dagegen 
=:  —  /i  wo  y  von  g>  ganz  unabhängig  ist. 
Das  bestimmte  Integral 

welches  unter  dem  Integralzeichen  ein  Product  zweier  Functionen  enthält, 
von  denen  die  eine  ein  Differentialquotient  nach  der  Yariabelen  ^  der  In- 
tegration ist ,  weist  hierdurch  von  selbst  auf  die  Anwendung  der  partiellen 
Integration  hin. 

Dieselbe  liefert  uns  aber : 
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^^O^'VWW^fN^^^  ^  »^^'W%rVM>rf\^V^>^^^^  ^^  ^  ^^^^r»^  "^t^^-^rf^  ^"»^^^i^^r»  ■ 


:<P[ai,9>,]r(a:,^t)--a>[»,g>ol/^(^,^o)-r<5[«>,9](^ 


d^ 


und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  mit  if  lo  multipH- 
ciren  nnd  awischen  den  Grensen  0  =  —  QO  bis  n=i  +  qo  integriren : 

-00     i^ 


II. 


+  00  +00 

—  00  —00 

^j  +00 


L  Nehmen  wir  an ,  die  Gleichung  9»  (x,  0)  =  0 ,  habe  nach  d  aufge- 
löst, innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  ^sszOg,  ^==^1  keine  oder  nur 
eine  gerade  Anzahl  gleicher  Wurzeln,  und  dabei  sei,  wie  wir  auch  im 
Folgenden  stets  voraussetzen  wollen,  das  Vorzeichen  von  q>{x^%)  so  ge- 
wählt worden,  dass  tp^^=^fp (x,  ^g)  negativ  ausfallt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bleibt  das  Zeichen  der  Function  9  (x,  %) 
Yon  ^  =  ^0  bis  ^  =  '&I  stets  dasselbe ; 

7(^1^0)9  9 (^}'^j)  ^°d  allgemein  q>{x^%)  sind  negativ,  weil  9(^,^0) 
negativ  ist;  und  kraft  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  des  Integrales 
+  00 

/  <D(o,  9>)tfo>  ist: 

—  ao 

+  0D  +00 

—  00  —00 

+00 

ra>[»,y(a:,d)]d»  =  — y,  ^o<^<^n 
—  00 
mithin  (siehe  Gleichung  II) : 

y=sO. 
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II.    Nehmen  wir  zweitens  an,  die  Gleichung 

fp  (jc,  '^)  =  0 
habe,  wenn  sie  nach  ^  aufgelöst  wird,  innerhalb  der  Grenzen  ^  =  ^g, 
i^=z^i  nur  eine  einzige  oder  eine  ungerade  Anzahl  gleicher  Wurzeln 
^  =  tt,  wo  ti  natürlich  eine  Function  von  x  ist;  zugleich  sei,  wie  bereits 
erw&hnt  wurde,  das  Vorzeichen  von  fp(x^^)  so  angenommen  worden,  dass 
q>  {x,  do)  =  <Po  <  0  wird. 

In  Folge  dieser  Bestimmungen  bleibt  die  Function 

fpCx^d)  negatiT  für  jedes  zwischen  ^=  -^^  und  ^  =  ti 
positiv  für  jedes  zwischen  O  =  u  und  ^  =  ^^ 
liegende  ^;  also  wird  vermöge  der  Eigenthümlichkeit  de«  Integrales 

+  00 
—  OD 


4-»  4-» 


/<!>(»»  g>o) <'»  =  —  /•/  <5(»i  Vi)<'»  =  +  y» 


-OD 
+    OD 


/ 


<P[a),9(a:,0)]flffl)=:  — y  fardo<^<M=+yftlrti<^<^,, 


—  OD 

hiernach  ergiebt  dich  aus  IL  folgender  Werth  für  y ; 

U  +0D 

V0  —OD 

U  —OD 

falls  nämlich  das  Grenzintervall  (^q,  ^j)  in  die  beiden  Intervalle  (^^,1/ )  und 
iUy^i)  zerlegt  wird,  in  deren  erstem  q>(x^d)  beständig  negativ,  in  deren 
letzterem  ^(x^^)  stets  positiv  bleibt. 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  ist  daher: 

U  4-OD  u 


das  zweite  hingegen: 

*,  +0D 
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und  Boniich: 

-y[/*(^,^i-/-(^,tO] 

y=2yf(x,u), 
womit  das  ausgesprochene  Theorem  erwiesen  ist. 

III.    Zusatz. 

Aendert  die  Function  fp{x^^)  für 

^s:=U,,     ^  =  «1,     -^=1/. d  =  M« 

das  Zeichen,  sobald  ^  bei  seiner  Aenderung  von 

^  s.^  ^^  bis  ^  =  -^i  durch  einen  der  Werthe 

^  =  »j ,     t/,,     M, u^  hindurchgeht, 

d.  h.  ist  eine  jede  von  diesen  Grössen  eine  einfache  oder  nngcrad-vielfache 
Wurzel  der  Gleichung: 

9>(x,^)=0, 
so  ist: 

der  Werth  des  Integrales 

—  OD     ^0  •  . 

unter  den  in  unserem  Theoreme  festgestellten  Bedingungen ,  so  dieselben 
die  Functionen  <I>(G),g)),  A*''^»'^)»  vi^y^)  betreffen. 

Beweis. 

1.  Aus  unserem  Theorem  folgt  fast  von  selbst,  dass  der  Werth  des 
Doppelintegralcs  y  auch  in  dem  Falle 

=  2y/*(a?,M) 
sein  wird,  wenn  innerhalb  des  Integrationsintervalles  (^j,  &f)  neben  der 
einzelnen  einfachen  oder  ungerad- vielfachen  Wurzeln  u  noch  beliebig  viele 
gerad-vielfache  Wiirzehi  vorhanden  wären. 

Denn  man  kann  das  Intervall  (i%,  ^i)  stets  der  Art  in  Partialintervalle 
zerlegen,  dass  sich  innerhalb  eines  jeden  derselben  immer  nur  eine  einzige 
der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  <p(a:,  ^)  =  0  befindet;  und  da 
alle  jene  Theilintegrale,  deren  Yariabele  ^  in  einem  jener  Partialintervalle 
variirt,  in  welchem  nur  eine  einzige  gerad -vielfache  Wurzel  liegt,  ver- 
schwinden, so  bleibt  nur  das  Integral  innerhalb  jenes  Partialintervalles, 
welches  die  einzige  ungerad-vielfache  Wurzel  ^  =  fi  enthftlt;  dieses  ist 
aber  gleich 

2yf{x,u). 

ZeiUrlirin  T.  Malhrmalik  a.  Physik.  IX ,  ^  10 
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2.  Ein  aufmerksamer  Blick  auf  den  Beweis  des  Haupttbeoremes ,  in 
welchem  zur  Fixirnng  der  Ideen  angenommen  wurde,  dass  9(^, '&o)  =  9'o 
negativ  sei;  lehrt  ferner,  dass  man  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  wenn 
(p{Xj  ^o)  positiv  wäre,  die  Constante  y  nur  mit  — y  zu  vertauschen  hat,  um 
den  wahren  Werth  des  Doppelintegrales  zu  erhalten. 

3.  Liegen  also  in  dem  Intervalle  (^g,  Oj)  neben  beliebig  vielen  gerad- 
vielfachen Wurzeln,  auch  die  ungerad*vielfachen 

«i<«f<«i <««, 

80  zerlege  man  dasselbe  in  die  Partialintervalle : 

C^o,  6i)'  {li.  I.).  «.I  li) (£«-2,  li.^i),  (1—1,  ^t). 

80  dass  innerhalb  je  eines  derselben  auch  nur  je  eine  der  Wurzeln  u, ,  if|, 
Un  liegt,  und  bezeichne  mit  y  (tf,  ß)  das  Doppelintegral : 

— »  a 
dann  ist: 

y(*.,*.)  =  y(*o,5.)  +  y(6i,5.)  +  y(lt,S.)+ +  y({.-i,»,) 

y(*o.  ii)  =  +  2y/"(a;, «,),  wegen  ?»(«,  ♦,)  <0, 
y  (I. ,  $i)  =  —  2y/"(« .  «^).     ,,     9  (--c ,  I.)  >  0 , 

y  (lt.  S.)= +  21- /•(«,«,),      „       v(a;,IO<0, 
y  (1—1 ,  ^i)  =  (—  1)"-'  2y/'C^,  M»),  wegen  <p  (ar ,  £,_,) .  (_  i)» >  o , 
mitbin : 

-OB   li 

=  2y[/-(x,«0-/'(x,«,)+/'(r,«.)- +  (-l)-V(^,««)] 

w.  z.  b.  w. 

Specielle  Fälle  unseres  allgemeinen  Theoremes. 

1.  Die  Fourier^schen  Doppelintegrale  sind  nur  ganz  specielle  Fälle 
des  von  uns  betrachteten  Doppelintegrales. 

a.  Anwendung  des  Hilfssatzes  I.  zur  Ermittelung  eines  speciellen  In- 
tegrales von  den  Eigenschaften  des  Integrales : 

+  00 

(2>(ai,9))^ai. 

—  CD 

+  00 
Es  ist  bekanntlich    /     *      d&  =  «(=  y).    Die  einfachste  Function  /*(«•, 9), 

—  00 

welche  für  9  >  0  die  Eigenschaften 

/(+  00,  «p)  =  +  00 ,  /-(o) ,  — <p)  =  — /(a,,  ip) 
besitzt,  ist  /(o,  9»)  =  ca^). 


f 
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Wir  haben  also 

mithin : 

1  df{aßy  y) 


^i^^^)  =  F\f{a^,q>)]Wll 


sinaip       sinmtp 

€9q>    '  m 


+  » 


/sin  n  w 
-dm  =  +  n  oder  —  »,  je  nachdem  y  >  0  oder  9  <  0  ist* 
09 


—  OD 


6.  Anwendung  des  Hanpttheoremes  IL  auf  die  specielle  Function : 

-*/        \       sinmfp 
<P(a),^)=  — — , 

60 

wenn  ausserjlem  noch  speciell : 

genommen  wird,  wo  u  irgend  eine  Function  von  x  ist 
unter  diesen  Annahmen  wird : 

folglich : 

4-OD      -^1 

y=/       I  co8a{&—u)f{Xjd)d^.da^ 

=  0,  wenn  9(0:,  d)*»-^  —  «  =  0  zwischen  ^ss-Ö^,  und  J&t=s^'^ 
keine  Wurzel  besitzt,  d.  h*  wenn  u  ausserhalb  des  Intervalles 
(^0 1  -^i)  l»«g*i  ™-  *•  W.  für  «>-&,>  ^^„  oder  filr  w  <  -^„  <di 
=  2w/"(x,  tt),  wenn  9>(ar,  -&)  =  d  —  «  =  0  zwischen  ^»-O^o»  ^==^1 
eine  einfache  Wurzel  besitzt,  d.  h.  wenn : 
^o<w<^iist. 
Nimmt  man  noch  specieller: 

80  erhält  man : 

+  00  +ft 

L    /      lcesn{^-x)f{&)d&df»=oaxx<—b, 
—  00  —6 

oder  a:>  +  5, 
=2»/*(a:)  für  — 6<a:<  +  6, 
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2.     f      /co*«(^  +  a;)/('^)rf^rfw=OfÜr  a?>+6, 

—  00    —6 

oder  a:-^ — b, 
—  2nfC—x)  für  — 6<a:<  +  6, 
nnd  daran»  durch  Addition  und  Subtraction 

+  0D  +& 

IcosmxdG)  I cosco&f(ß)d&=0  für  x<C  — *, 

—  00  —6 

oder  a;  >  +  Ä , 

+  00  +6 

fsinaxd»lsinfX}^f(d^)d^=^Of^rx>by 

—  00  — fi  *  » 

oder  a:< — &, 

wenn  /'(^)  zwischen  &  =  —  6,  ^=3-f-6  endlieh  und  stetig  bleibt. 
2.    Es  ist  bekanntlich  für  jedes  ganze  positive  fi  («  >  0) 

+  00  +00 

—  00  —OD 

Behufs  Anwendung  des  Hilfssatzes  nehmen  wir  am   einfachsten   wieder 
In  Folge  dessen  und  weil  hier  jP(^)  =  ^'^"e"-**  ist,  wird: 

Das  Integral : 


-r  *» 


ist  nun : 

.  1.8.5...(2«  — 1)   /-,       .     >      ,                 1.3.5...(2w~l),/-,  ^ 

=  + ^n /^  (=  +  Y\  oder  = :^ ^'/n  (=-y), 

je  nachdem  q>  positrv  oder  negativ  istf  und  die  auch  früher  gemachte  ein« 
fachste  Annahme  der  Function 

9 :     ip  (rc,  *&)  =  -^  —  u^ 
WC  u  irgend  eine  Function  von  x  ist,  führt  in  Verbindung  mit  der  An- 
nähme ; 

^dfl^jx,^)' 


,<,,,  =  (._. ,[£imj 
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wo  ^(op,  ^)   Innerhalb  der  Grenzen  ^=^,,,   ^^=i^i  endlich  und  atetig 
vorausgesetzt  wird, 

nndAx.«)  =  («-«)[^^]=0) 
ZU  dem  Theoreme: 

(2,.  +  l)r«»"d«, /*e-«V«^«)*(«-w)»-+i  P*^^^^]  d» 

—  OD  ^4, 

für  jedes  w,  gleichviel  ob  es  inner-  oder  ausserhalb  des  Intervalles  (d^i  ^i) 
liegt. 

Es  ist  also,  wenn  zur  Abkürzung : 

1)  fn=J«>2-dcor.--'(^--)\^-ii)^+'^ 

-00  IF^ 

gesetzt  wird, 

t„+,=-^. .. .... in 

und  fürn  =  0,     v  =  fi 

1.3.5... .211-  1  ^ 

2)  f  »=  - 


2« 


Nun  ist  nach  Gleichung  1)  für  n  =  0: 

+  00  *, 


-OB         », 


^)   —  ^  "' »,  +» 
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1.  Ist  ti<C^o)  8o  iflt  im  Doppelintegrale  a):  4^  —  u  positiv 

H-OD 


A-»*(d-«i«(<^  _  ^^^^  =  +  j/« 


und 

I. 


2.  Ist  u  >&i,  Bo  ist  in  demselben  Doppelintegrale 

^  —  «negativ,   A-»"<^^)*(d— tt)di»  =  — ]f/» 


—  00 

und 


von 


3.  Ist  endlich  do  ^  ti  ^  dj ,  so  ist  (^  —  ti)  im  ersten  Doppelintegrale 

4-00 

ß)  negativ  nnd    /  r-"^^^'')' (^ — u)dm=^ — J^;  im  zweiten  Doppelin- 


—  00 

tegrale  von  ß)  hingegen  (^  —  ü)  positiv,  folglich 

-1-30 


A-««(^-«,«  (^^^u)dm=  +/k 


zn  setzen. 

Hiemach  ist 


J?t 


Durch  Verbindung  dieser  Werthe  von  £;,  mit  der  Gleichung  2)  ent- 
springt folgendes  interessante  Theorem : 

„Ist  if(x^d}  irgend  eine  dnrch  das  ganze  Intervall  ^£=3(^9,^1) 
endliche  nnd  stetige  Function,  so  ist  das  Doppelintegral : 
-Hob  ^4 

t.=y«»-rf«y«--*<»->**-«)*^  p^^iö]d<^  gleich 

—  OD  ♦« 
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+  ^'^'^'"^^'''^^V«[»(^»<»i)-'»(^>^o)]  wenn  u<{>,<^^ 

H ^^izi K»  [ -^ *(^,w)J  wenn  ^o<«<^n 

wobei  tt  eine  beliebige  Function  von  9  ist. 

Mnltipliciren  wir  jede  dieser  drei  Gleichungen  mit  ■  ^     "^         ,  sctsen 

der  Reibe  nach  it  =5  0,  1,  2,  3  —  n  etc.  in  infinüum^  berücksichtigen  rechter 
Hand,  dass 

1.2.3...(2n  — l).2n  =  (l.3.5...2«  — l)X(1.2.3....n)X2« 
ist,  und  vereinigen  sämmtliche  so  gewonnene  Gleichungen,  so  erbalten  wir: 


/./ 


=  +/«««' [*(a-,d,)  —  t(ir,*,)]  wenn  u<*,<d, 


nnd  wenn  wir  schliesslich  noch  ay—l  für  a  schreiben 

-OB   ^ 

=  +  >/» .  e-'*[if  (»,  d.)  —  ^  (x, »,)]  wenn  «  <  #,<  d, 
=  —  ■/».  e—*[y„{x,»,)  —  rt>(T,»,)]      „     «>*,>*, 

=  +2/;r«-»[^^i^l*^-^i^i^-t(x,u)]  wenn  0.<«<».  ist. 

XL  lieber  die  Formel  nun  barometriaehen  Eöhenmeiaen  bei  geringen 
Hölienimteraoliiaden  nach  Babimet.    (Compte  rendu  Bd.  52,  8.  221.) 

B abinet  wandelt  folgende  von  Laplace  angenommene  Formel, 
welche  in  der  Nähe  der  Breite  von  45®  gilt,  in  eine  für  geringe  Höhen- 
unterschiede geltende  um,  in  der  keine  Logarithmen  mehr  vorkommen : 

h  —  183Ö3-/OÖ  -r  n  +  2^^-^'Y 
^  b\    ^      1000  / 

worin  Ä  den  Höhenunterschied  beider  Stationen ,  B  und  T  den  Barometer- 
stand und  die  Temperatur  der  unteren  Station ,  b  und  /  dieselben  Grössen 
an  der  oberen  Station  bedeuten. 

Die  einfachere  Formel  von  Babinet  Ist: 


— «-^(■+»fl> 
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Setzt  man  nämlich :  iP  +  &  =  S 

daher:  jj 


^-s 


Nan  ist  angenähert: 


log  nal 


('+D= 


lognal{x-^)==-^ 


und  wenn  der  Modulus  0,434294482  des  Briggischen  Logarithmensystemes 
mit  M  bezeichnet  wird : 

Die  Laplace*sche  Formel  bekommt   bei  Einführung  dieses  Werthes   den 
Factor: 

18393.  2  ilf=  15975,9. 
Man  kann  demnach  statt: 

B 

18393"»  log  - 


setzen : 


15975,"'9 


B  —  h 
B  +  b' 


Da  nun  aber— etwas  kleiner,  als  log  —,  so  nimmt  B abinet  den  Fac- 

B  '\'  0  0 

tor  vor  der   ersteren  Gross  etwas  grösser,   nämlich  16000*,   wodurch  die 

Formel  entsteht: 

A=16000-..^^fl+2^+-\ 

i9+6v       1000  y 

Um  die  Brauchbarkeit  der  Formel  zu  zeigen,  gebe   ich  die  Werthe  von 


B       ,  B'-b 

18303  log  -  und  16000  .  -ß~r-r 

renzen  beider: 


für  3  Werthe  von  B  und  o,  sowie  die  Diffe- 


B 

b 

B 
18393%^- 

B—h 
16000;^, 

Differenzen 

700 
760 
760 

710 
660 

610 

543.6 
1126.9 
1756,3 

544,2 
1126.8 
1751.8 

—  0.6 
+  0,1 
+  4.5 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Formel  von  Babinet  für  Barometerstands- 
unterschiede  von  etwa  100"'"*  und  Ilöhcnunterschiede  von  etwa  1000*^  noch 
brauchbar  ist.  Dr.  Kahl. 


Oerbert's    Begeln    der    DiTision. 

Von  Prof.  Fbiedlein  zu  Ansbach. 


II. 

In  den  Compies  rendus  1843,  XVI.  S.  286 — 295  hat  Chasles  eine  üeber- 
setzung  und  einen  Commentar  zu  den  Kegeln  der  Division  gegeben,  welche 
Gerbert,  den  nachmaligen  Papst  Silvester  II.,  zum  Verfasser  haben.  ^  Die 
grosse  Wichtigkeit  dieser  Regeln  für  die  Geschichte  der  Arithmetik  hat 
jenen  Gelehrten  bestimmt,  in  das  anscheinend  undurchdringliche  Dunkel 
derselben  unter  Beiziehung  eines  späteren  Werkes  desselben  Inhaltes 
Licht  und  Klarheit  zu  bringen,  und  es  ist  seinem  Scharfsinn  gelungen, 
Sinn  und  Verständniss  da  nachzuweisen,  wo  unlösbare  Räthsel  vorzuliegen 
schienen.  Gleichwohl  giebt  es  auch  für  ihn  noch  (S.  289)  eine  phrase 
obscure  ei  ioul  ä  faxt  amphibologique  und  ein  Bekenntniss:  Touf  cela  esij 
eomme  on  Je  voii,  fort  obscur  et  enigmatigue.  Der  Grund  scheint  darin,  zu 
liegen,  dass  dasselbe  spätere  Werk,  welches  den  Schlüssel  zu  den  Räthseln 
an  die  Hand  gab,  auf  der  anderen  Seite  die  Unbefangenheit  im  Auffassen 
der  einzelnen  Ausdrücke  benahm.  Im  Folgenden  soll  der  Versuch  ge- 
macht werden,  auch  die  letzten  Dunkelheiten  zu  verscheuchen  und  auch 
die  Ausführung  auf  dem  Abacus,  die  Chasles  nicht  gab,  wieder  sichtbar 
zu  machen.  Nach  dem  lateinischen  Text  der  einzelnen  Regeln  soll  eine 
möglichst  sinngetreue  Uebersetzung  (meines  Wissens  die  erste  in  deut- 
scher Sprache)  gegebeli,  und  hierauf  die  Regel  an  Beispielen  erklärt 
werden. 

1.    Division  der  Einer  durch  Einer,  Zehner  durch  Zehner 

u.  s.  w. 

In  parlitione  numerorum  abaci,  sicut  se  habeni  3ingulares  ad  singulares,  sie 
quodam  modo  habent  se  deceni  ad  decenos,  centeni  ad  cenlenos,  milleni  ad  mille- 
noSj  hoc  modo  .- 

ZeiUchrifl  f.  Malhcmalik  u.  Physik.  IX,  9  11 
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Si  volueris  dividere  singvlares  per  singulares,  vel  decenusn  per  decenum,  vel 
centenum  per  centenum,  vel  millenum  per  millenum^  secunäum  denominationem 
eorum  singulares  singularihus  subirahes. 

„Bei  der  Division  auf  dem  Abacus  ist  das  Verhftltniss  der  Einer  zu 
Efliern  gewissermassen  auch  das  der  Zehner  zu  Zehnern ,  der  Hunderter 
zu  Hundertern,  der  Tausender  zu  Tausendern,  in  folgender  Weise: 

Will  man  Einer  durch  Einer,  oder  einen  Zehner  durch  einen  Zehner, 
oder  einen  Hunderter. durch  einen  Hunderter,  oder  einen  Tausender  durch 
einen  Tausender  dividiren,  so  hat  man  in  Berttoksichtigung  des  Nenn- 
werthes  derselben  Einer  von  Einern  abzuziehen.*' 

Der  Ausdruck  denominatio  bezeichnet  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie 
viele  Einer,  Zehner  u.  s.  w.  vorhanden  sind.  Er  hätte  also  einfach  durch 
Zahl  oder  Anzahl  übersetzt  werden  können;  die  folgenden  Regeln  aber 
lassen  es  als  besser  erscheinen ,  einen  wörtlicher  demselben  entsprechen- 
den Ausdruck  zu  wählen.  Die  in  den  folgenden  Beispielen  angewendete 
Art  der  Subtraction  ist  der  8.  Regel  entnommen ,  der  Platz  für  den  Quo- 
tienten den  Darstellungen  von  Ohasles  in  denselben  Compi,  rend.  S.  235  bis 
237.  ..Dass  statt  Quotient  der  Ausdruck  „Anzahl  der  Divisoren*'  gesetzt 
ist,  geschah  in  Berücksichtigung  des  Wortlautes  der  10.  Regel.  Die  fett 
gedruckten  Zahlen  sind  diejenigen ,  welche  bei  der  Rechnung  auf  der  mit 
Sand  bedeckten  Tafel  verwischt,  oder  bei  Anwendung  von  Marken  weg- 
genommen wurden.  Dadurch  hatte  die  Rechnung  eine  geringere  Aus- 
dehnung, als  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 


1.  Beispiel. 
I 


7:3 


2    .  3  =  6 
7-6=1 


Divisor 

Dividend 

Rest 

Anzahl  der  Divisoren. 


Die  Nebenrechnungen  sind  die, 
welche  im  Kopf  gerechnet  wurden,  oder 
auch  mit  Benützung  freier  Stellen  des 
Abacus.  Statt  2.3  =  6  und  7  —  6=1 
konnte  auch  7  —  3  =  4,  4 — 3  =  1  ge- 
setzt werden;  es  ergiebt  sich  aber  aus 
der  8.  Regel,  dass  ein  MuUipliciren  des 
Divisors  vorkam. 


2.  Beispiel.     70  :  50. 


X 

I 

5 
7 

2 

1 

5  =  2 


Divisor 

Dividend 

Rest 

Anzahl  der  Divisoren 


Ebenso  ist  das  Verfahren  bei 
den  Hundertern  und  Tausendern,  nur 
erfolgt  es  in  der  3.  und  4.  Columne 
des  Abacus,  im  Text  angedeutet 
durch  sedes  oder  locus  ^  oder  duröh 
Nennung  der  Zahlklasse,  die  in  der- 
selben steht. 
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II.     Division  mit  Einern. 

Jft  pariiiione  numerorutn  ahaciy  sicut  se  habent  singülares  ad  decenes  el 
centenos  ei  mülenasy  aic  $e  habent  deceni  ad  cefiienos  ei  milienos  el  cenlem  ad 
millenos  ei  milleni  ad  ulira  se  compositos  decenos  millcnos  el  cenlenos  müleno^y 
hoc  modo  • 

Si  volueris  per  singularem  mimerum  dividere  decenum  aut  cenlenum  aui 
mUlenum  vel  simul  vel  inlermisse,  differetiliam  divisoris  a  singülari  ad  decenum 
per  integram  denominaiionem  dividendi  mullipUcabis  el  articulos  quidem  propria 
denominaiione  ei  posila  differeniia  diminues ,  digiios  vero  digitis  aggregahis  el,  si 
ti.-iiculi  provenienl,  ul  supra  diminues  usque  ad  solos  digiios.  Et  millenus  quidem 
habehii  articulos  in  milleniSj  digitos  in  centenis,  cenlenus  articulos  in  cenleniSy 
digiios  in  decenis,  dccenus  articulos  in  decenis,  digiios  in  singularibus. 

„Bei  der  DIvison  auf  dem  Abacus  ist  das  Verhältniss  der  Einer  zn 
Zehnern,  Hundertern,  Tausendern,  auch  das  der  Zehner  zu  Hundertern 
und  Tausendern,  und  der  Hunderter  zu  Tausendern,  und  der  Tausender 
zu  den  noch  über  sie  hinaus  durch  Zusammensetzung  gebildeten  Zehn- 
tausendern und  Ilunderttausendern  in  folgender  Weise : 

Will  man  durch  einen  Einer  einen  Zehner  oder  Hunderter  oder  Tau- 
sender, sei  es  vereinigt  oder  mit  Weglassung  des  Einen  oder  des  Anderen, 
diTidiren,  so  hat  man  die  Differenz  des  Divisors,  von  dem  Einer  bis  zu 
Zehn,  durch  den  ganzen  Nennwerth  des  Dividenden  zu  multipliciren ,  und 
die  Oliedzahlen  (des  Productes)  vermittelst  ihres  eigenen  Nennwerthes 
und  der  angesetzten  Differenz  (durch  Multiplication  beider)  zu  vermindern, 
die  Fingerzahlen  aber  zu  den  Fingeizahlen  zu  addiren,  und  wenn  die 
Summe  Gliedzahlen  enthält,  diese,  wie  vorher,  zu  blossen  Fingerzahlen  zu 
vermindern.  Ist  der  Dividend  ein  Tausender,  so  gehören  die  Oliedzahlen 
(des  erwähnten  Productes)  zu  den  Tausendern ,  die  Fingerzahlen  zu  den 
Hundertern,  ist  er  ein  Hunderter,  so  gehören  jene  zu  den  Hundertern, 
diese  zu  den  Zehnern,  ist  er  ein  Zehner,  so  gehören  jene  zu  den  Zehnern, 
diese  zu  den  Einern." 

Die  Hegel  führt  die  Rechnung  nur  bis  zu  den  Einern,  weil  von  diesen 
an  der  Gebrauch  der  Differenz  des  Einers  aufhört,  und  in  der  1.  Kegel  be- 
reits gesagt  ist,  wie  weiterzufahren  ist.  Die  folgenden  Beispiele  sind  ganz 
durchgeführt  wegen  der  Bildung  des  Quotienten,  die  in  der  10.  Kegel  an- 
gegeben ist.  Um  die  Darstellung  nicht  zu  langgestreckt  zu  machen,  sind 
die  Quotienten  in  Columnen  neben  die  Kechnung  gestellt,  unter  der  sie  zu 
denken  sind.  In  der  Ausrechnung  wird  darin  von  Chasles  (S.  287)  abge- 
wichen,  dass  die   Dividenden  nicht  durch  10  oder  100  u.  s.  w.  di- 

11* 
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vidirt  werden;  denn  diese  Anffassnng  ist,  wie  der  Ansdrack 
Quotient  selbst,  dem  Wortlaut  der  Regel  und  dem  Verfahren 
Oerberts  fremd.  Oerbert  multiplicirt  mit  keinem  Quotienten,  sondern 
mit  dem  Dividenden  selbst  die  Differenz  des  Divisors.  Als  3.  Beispiel  ist 
ein  solches  gewählt,  In  dem  die  Differenz  des  Einers  grösser  ist  als  der 
Einer,  um  das*  Unbequeme  des  angegebenen  Verfahrens  fttr  solche  Fälle 
zu  zeigen. 


K  Beispiel.     86 :  7  (Chasles  8.  287). 


X 

I 

3 

8 

2 

1 

A 

Differenz  10  —  7  =  3     8.3=24 
Divisor  2.3=  6 

Dividend 

6  +  4  +  6  =  16     1.3  =  3 

6+3=9 
Summe  der  Fingerzahlen 

Neue  Summe  d.  F.       9  —  7  =  2 
Rest  der  Division. 


Gliedzahlen ,  wel- 
che die  Nennwerthe 
der  Multiplication  bil- 
den (vgl.  d.  lO.Regel), 
d.  h.  mit  welchen  die 
Differenz  multiplicirt 
wird. 
Zahl  der  Divisoren  im 

Dividenden  9. 

Oesammtzahl  d.  Div. 


2.  Beispiel«     209  : 6  (Hinweglassung  der  Zehner). 


c 

X 

I 

4 

6 

2 

8 

9 

8 

2 

1 

2 

4 

1 

7 
4 

1 

1 

4 

5 

Dz.   10-6=:4    2.4=8 

Dr. 

Dd. 


4+2+2+9=17 

4+7=11     . 

4  +  1=5 

Beat  der  Division. 


X 

I 

4=8 

2 

8.4=32 

8 

3.4=12 

3 

1.4=  4 

1 

1.4=  4 

1 

1.4=  4 

1 

3 

4 

Gliedzahl  v.  Hundrtr. 
Gliedzahl  v.  Zehner 


Gesammtzahl  d.  D. 


Von  Prof.  Friedlein. 
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3.  Beispiel.     d069  :  4  (Hinweglassnng  der  Hunderter). 


I 

C 

X 

I 

6 

4 

5 

6 

9 

3 

1 

8 
6 

1 

4 
6 

1 

6 

S 

1 

2 

1 

1 

1 

« 

8 
6 

9 

2 
6 

7 
6 

1 

S 
6 
9 

1 

Dz. 
Dr. 
Dd. 


10-4=6 


6+8=14 
6+4=10 

6+8+6+6=26 

6+2+6=14 
6+4=tO 

6+8  +  6+9=29 

6+2+9=17 

6+7=13 

6+3=9    2.4=8 

9-8=1 

Rest  der  Division. 


C 

X 

I 

5.6=30 

5 

3.6=18 

3 

1.6=  6 

1 

1.6=  6 

1 

1.6=  6 

1 

6.6=36 

6 

3.6=18 

3 

1.6=  6 

1 

2.6=12 

2 

1.6=  6 

} 

1.6=  6 

1 

1.6=  6 

1 

6.6=36 

6 

3.6=18 

3 

1.6=  6 

1 

2.6=12 

2 

1.6=  6 

1 

1.6=  6 

1 

1.6=  6 

1 
2 

1 

2 

6 

7 

Qliedz.  T.  Tausender 


Gliedzahl  v.  Hundrtr. 


Oliedzahl  yom  Zebner 


Zahl  d.  Divis.  i.Dvd.  9 


Gesammtz.  d.  Divisor. 


m.     Division  mit  einem  einfachen  Zehner,  Hunderter 

u.  s.  w. 

5t  volueris  per  decenum  numerum  dividere  cenienum  vel  mülenum ,  atä  per 
cenienum  miüenum  vel  ulteriores,  auf  per  miüenum  sequentes,  differeniiam  diviso- 
ris  quasi  singularis  ad  decenum  per  integram  denominationem  dividendi  multi- 
plicabis  {id  est  per  vocabüla  singularis  ac  deceni),  articulos  ac  digitos  diminues 
usque  ad  exiremum  dwisorem^  sicut  fiehai  in  singulanbus  quemlibet  numerum 
dhidentihus. 

„Will  man  durch  .einen  Zehner  einen  Hunderter  oder  Tausender  di- 
vidiren ,  oder  durch  einen  Hunderter  einen  Tausender  oder  höhere  Zahl- 
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klassen,  oder  durch  einen  Taofiender  die  folgenden  Klassen,  so  hat  man  die 
Differenz  des  Divisors,  von  ihm,  als  wäre  er  ein  Einer,  bis  zu  Zehn,  durch 
den  ganzen  Nennwerth  des  Dividenden  zu  multipliciren ,  und  die  Glied- 
zahlen und  Fingerzahlen  (des  Productes)  bis  zu  dem  letzten  Divisor  (den 
man  noch  hinwegnehmen  kann)  so  zu  vermindern,  wie  es  bei  der  Division 
einer  beliebigen  Zahl  durch  einen  Einer  geschah/^ 

Diß  im  lateinischen  Text  eingeklammerten  Worte :  „d.  h.  durch  die 
Zahlwörter  des  Einers  und  Zehners*^  hat  bereits  Chasles  (S.  287)  als  eine 
Glosse  unbeachtet  gelassen.  Hätte  Gerbert  eine  Erklärung  für  ^nöthig 
erachtet,  so  würde  er  sie  bei  der  2.  Regel  oder  hier  anders  gegeben  haben. 
Denn  hier  kommt  weder  ein  Einer  noch  ein  Zehner  im  Dividenden  in  Be* 
tracht.  Wenn  aber  Chasles  S.  288  sagt,  dass  hier  unter  dem  letzten  Di- 
visor der  letzte  Quotient  zu  verstehen  ist,  so  bringt  er  eine  Anschau- 
ung herein,  die  nicht  in  der  Regel  liegt.  Die  Worte  usque  ad  extre- 
mum  divisorem  sagen  nur:  „bis  der  letzte  Divisor  hinweggenommen  ist^* 
mit  anderen  Worten ,  bis  ein  Dividend  sich  ergiebt ,  der  kleiner  ist  als  der 
Divisor. 


c 

X 

1 

4 
6 

7 

2 

8 
8 

1 

6 
4 

1 

4 

1.  Beispiel.     700  :  60. 


Dz.    10-6=:4     7.4=28 
Dr.  2.4=   8 

Dd.  1.4=  4 

1.4=  4 
8  +  8  =  16 

4+6  =  10 

«  60)  Rest  der  Division. 


Gliedzahl  vom  Hqnderter 


Gesammtzahl  der  Divisoren. 


I 

C 

X 

I 

3 

7 

5 

1 

5 

3 

8 

2 

4 

1 

.1 

2.  Beispiel.     5000  :  70. 


Dz.  t0-7=3     5.3=15 
Dr.  1.3=  3 

Dd.  8.3=24 

2.3=  6 
3  +  5=8  1.3=  3 


6  +  4=10 

«  70)  Rest  der  Division. 


7    l 


Gliedzahl  von  Tausender 
Gliedzahl  von  Hunderter 


Gesammtz.  d.  Divisoren. 


Von  Prof.  Fhibdlbin. 
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I 

C 

X 

I 

2 

8 

9 

1 

8 
2 

1 

2 

X  i 

C 

X 

I 

5 

5 

3 

1 

5 
5 

1« 

6 

3.  Beispiel.     9000 :  800« 


Dz.    10— 8«2    9.2=:18 
Dr.  1.2=  2 

Dd.  1.2=  2 

2  +  8=10 

«800)  Rest. 


4.  Beispiel.     30000  :  5000. 


Dz.     5—5=10  3.5=15 
Dv.  1.5=  5 

Dd.  1.5=  5 


5+5=10 

5—5  =  0  (Kein  Rest). 


Gliedzahl  vom  Tausender* 


Gesammtzahl  der  Divisoren. 


Gliedz.  V.  Zehntausender 


Zahl  d.  Divisoren  im  Dd.  5 


Gesam'mtz.  der  Divisoren , 


IV.     Division  eines  einfachen  oder  zusammengesetzten 
Zehners  durch  einen  zusammengesetzten  Zehner. 

Si  vohteris  per  compositum  dec&num  cum  singulari  dividere  vel  simplicem 
decenum  vel  cum  singulari  compositum^  considera,  quoiam  partem  divisorig  ieneat 
stHfftäaris ;  nam  seeundus  singularis  habet  rationem  ad  secundas  dividendi,  iertius 
ad  ierHas,  quarkis  ad  quarkis,  quinius  ad  quinias  et  deinceps;  id  est:  differentia 
a  singulari  divisoris  ad  decenum  mtdliplieahitur  per  denominaüonem  secundarum, 
tertiarum,  quartarum.  Quod  vero  exsuperai  secundas,  tertias,  quartas,  quintaSy  - 
aggregabis  et,  si  multipliciores  sunt  divisore,  eadem  regxtla  diminuentur,  Similiter 
vero  et  singulares  composiii  ad  dividendum  aggregabuntur, 

„Will  man  durch  einen  mit  einem  Einer  zusammengesetzten  Zehner 
einen  einfachen  Zehner  oder  einen  mit  einem  Einer  zusammengesetzten 
dividiren ,  so  beachte  man ,  den  wievielsten  Theil  des  (hier  nach  Zehnern 
eingetheilten)  Divisors  der  Einer  einnimmt;  denn  ein  Einer  im  zweiten 
Theil  steht  im  Verhältniss  zu  den  zweiten  Theilen  des  Dividenden ,  im 
dritten  zu  den  dritten  Theilen,  im  vierten  zu  den  vierten  Theilen,  im  fünf- 
ten zu  den  fünften  Theilen  u.  s.  w.;  d.  h.  man  hat  die  Differenz  vom  Einer' 
des  Divisort  bis  zii  Zehn  mit  dem  Nennwerth  der  2.,  3.,  4.  Theile  (des  Di- 
videnden) zu  multipliciren ;  was  aber  bei  der  Bestimmung  der  2.,  3.,  4.,  5. 
Theile  übrig  bleibt,  hat  man  zu  addiren,  und  wenn  die  Summe  grösser  ist 
als  der  Divisor,  hat  man  sie  nach  derselben  Regel  zu  vermindern.     In 
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gleicher  Weise  werden  auch  (mit  dem  Zehner)  zur  Division  zusammenge« 
setzte  Einer  addirf 

Der  Satz  qtwtam  partem  divisoris  ieneat]  singulaHs  ist  die  im  Eingang  er- 
wähnte, fär  Chasles  dunkle  Phrase.  Derselbe  bezieht  aber  gegen 
den  Sprachgebrauch  Gerberts  divisoris  zu  singularis  und  ergänzt 
zum  Nothbehelf  zu  partem  den  Oenitiv  dividendi:  „voyez  quelle  parfie  {du 
dividende)  comporte  le  chiffre  des  unites  du  diviseur^^;  ferner  übersah  er  im 
folgenden  Satz  das  Wort  singularis  oder  fasste  es  unrichtig  mit  secundus 
zusaQimen;  denn  er  übersetzt:  car  2  se  rapporie  ä  la  tnoitiä  du  dividende^ 
3  au  tiers  etc*  Aber  schon  aus  dem,  was  Chasles  zur  Erklärung  sagt,  geht 
hervor,  dass  nicht  die  Ziffer  des  Einers  den  Theil  bestimmt,  sondern  die  des 
Zehners,  und  dass  es  für  diesen  Theil  gleichgiltig  ist,  welcher  Einer  im 
Divisor  vorkommt.  Die  Regeln  über  die  Abacusrechnung ,  die  Chasles  in 
denselben  Compt  rend.  mittheilt,  sagen  S.  246:  si  illa  unitas  (d.  h.  die  aus 
dem  Einer  und  seiner  Differenz  entstehende  Zehn,  die  für  die  nächste 
Stelle  ein  Einer  ist)  Juncia  Uli  majori  divisori  (d.  h.  hier  dem  Zehner 
des  Divisors,  nicht  des  Dividenden)  medieias  illius  conjuncti  (d.  h.  der  Summe 
des  major  dimsor  +1)  fuerii,  quaerilur,  quota  sii  medietas  dividendi.  Was  also 
Gerbert  meint,  ist  im  Grunde  die  Frage,  welcher  Zehner  entsteht,  wenn 
man  den  Einer  zu  einem  Zehner  ergänzt.  Ist  z.  B.  der  Divisor  23,  so 
wird  durch  Addition  von  7  30  daraus;  ist  der  Divisor  57,  so  wird  durch 
Addition  von  3  60  daraus.  Sieht  man  nun  die  Sache  so  an,  dass  1  — 10 
den  ersten  Theil,  11 — 20  den  zweiten  Theil  des  Divisors  23  bilden,  so 
kommt  der  Einer  3  in  den  dritten  Theil,  und  ebenso  vom  Divisor  57  der 
Einer  7  in  den  sechsten  Theil.  Man  kann  sich  dieselbe  Sache  auch  so 
vorstellen ,  dass  (3  +  7)  =  J  (23  +  7) ,  (7  +  3)  =  ^  (57  +  3).  —  Bei  solcher 
Auffassung  haben  auch  die  Worte  nam  secundus  singularis  ....  ei  deinceps 
einen  richtigen  Sinn.  Sie  beruhen  auf  dem  Satze  ^  dass  ein  Verhältniss 
nicht  geändert  wird ,  wenn  man  beide  Glieder  mit  derselben  Zahl  dividirt. 

Soll  z.  B.  47  durch  14  dividirt  werden,  so  ist  7-  =  -?7 ^  oder 

14        4(20—6) 

40  +  7    20  —  6 
47  :  14  = 


X 

I 

3 

1 

7 

7 

1 

9 

2 

1.  Beispiel.     70;  17. 


Dz.  Der  Einer  7  nimmt  d.  2.  Theil  d. 
Dr.       Div.  ein:|.7  =  3  Restl. 
Dd.  .  3.3  =  9 

Rest  bei  der  Bestimmung  d.  Hälfte. 
19--17=2 
Best  der  Division. 


Gliedzahl,  mit  der,  als 
Hälfte  des  Dividenden, 
multiplicirt  wurde. 

Anzahl  der  Divisoren  im 
Dividenden  19. 

Gesammtz.  der  Divisoren. 
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X 

I 

6 

2 

4 

8 

7 

2 

1 

2 

S 

9 

6 

1 

5 

Gliedzahl  etc. 


Gesammtzabl  der  Div. 


2.  Beispiel.     87  :  24. 


Ds.  Der  Einer  4  nimmt  d.  3.  Theil  d. 
Dv.       Div.  ein :  1 . 8  =  2  Keet  2 
Dd.  2.6=12 

Rest  b.  d.  Bestimmung  d.  3.  Theiles. 
20  +  12  +  7=39 
Neuer  Dd.     |.3  =  1  RestO. 
6  +  9=15  .  1.6=6 

(<  24)  Rest  der  Division. 


Nach  der  vorstehenden  Regel  folgen  in  der  Ausgabe  von  Beda's 
Werken,  Basel  1563,  col.  161,  folgende  Worte: 

M  in  centenis  et  mülenis  idem  fades,  nisi  quod  unum  cenienum  vel  millenum 
in  caeteros  dissipabis,  quod  in  uno  non  evenit  deceno;  et  articüli  quidem  ab  uno 
centeno  vel  milleno  secundabuniur;  a  pluribus  dividendorum  obtinebunt  sedes, 

„Bei  Hundertern  und  Tausendern  hat  man  dasselbe  zu  tbun,  nur  dass 
man  einen  der  Hunderter  oder  Tausender  in  die  anderen  Klassen  zerlegen 
mnss,  was  bei  einem  der  Zehner  nicht  eintritt;  die.  Gliedzahlen  von  dem 
einem  Hunderter  oder  Tausender  werden  um  eine  Stelle  zurtickgerückt, 
die  der  mehreren  aber  behalten  die  Plätze  der  Dividenden." 

Dazu  steht  bei  Chasles  S.  298  noch  zwischen  fades  und  nisi  quod;  id 
est,  ticut  unum  centenum  vel  millenum  dissipabis  in  sede  denarii  ae  centenarii  de 
proposilo  dividendo,  sie  reliquos  singillatim  dissipa,  „d.  h.  wie  man  den  einen 
Hunderter  oder  Tausender  vom  vorgelegten  Dividenden  am  Platz  des 
Zehners  und  Hunderters  zerlegt,  so  zerlege  auch  die  übrigen  einzeln." 

Die  letzteren  Worte  sind  ähnlich ,  wie  die  Zuthat  bei  der  dritten  Re- 
gel, eine  schlechte  Erklärung  der  Worte  in  caeteros  dissipabis,  die  Chasles 
in  seiner  Uebersetzung  auch  vorausstellt.  Derselbe  hätte  auch  hier  die 
Glosse  ausscheiden  sollen. 

Was  den  ersteren  Abschnitt  betrifft,  so  kann,  er  als  Andeutung  der 
folgenden  fänften  Regel  von  Gerbert  geschrieben  worden  sein ;  da  er  aber 
nach  Chasles  (S.  289)  im  Ms.  No.  41  in  Chartres  und  im  Ms.  No.  591  in 
Ronen  fehlt,  und  der  Inhalt  in  der  fünften  Regel  vollständig  enthalten  ist, 
so  kann  er  gleichfalls  eine  Zuthat  von  anderen  Händen  sein.  Möglich  ist 
aber  auch,  und  der  Stil  macht  es  sogar  wahrscheinlich,  dass  die 
fflnfte  Regel  nur  die  Ausführung  eines  Schülers  Gerberts 
von  den  einfachen  Worten  des  Zusatzes  Gerberts  zur  vier- 
ten Regel  ist  Doch  erscheint  es  besser,  erst  bei  dieser,  als  dem  Aus« 
flihrlicheren,  die  erläuternden  Beispiele  zu  geben. 


15.4  Gerbert's  Regeln  der  Division. 


y.     Division  eines  Hunderters,  Tausenders  u.  s.  w.  durch 
einen  zusammengesetzten  Zehner. 

Si  volueris  dividere  centenum  vel  millenum  et  deinceps  per  dccennm  cum 
singulari  compositum,  primum  centenum  veluti  supra  divides^  sutnpta  di/ferentia 
divisdris  a  singulari  ad  decenum,  et  quod  super avcrit^  per  denominationem  pra- 
positi  centeni  multiplicabis.  Et  si  singülaris  cenleno  ad  compositionem  add&tur, 
aut  decenus  cum  singulari,  diminues  vel  aggregabis,  quemadmodum  superius  dic- 
tum est  in  decenis  et  singularibus.  Et  primi  quidem  articüli  sunt  in  summa  dt 
oidendis  proacima  ac  minore,  augmentati  vero  in  ariiculos  alios  dividendorum 
obtinent  sedes, 

„Will  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  n.  s.  w.  durch  einen  mit 
einem  Einer  zusammengesetzten  Zehner  dividiren,  so  hat  man  einen  der 
Hunderter  wie  im  Vorstehenden  zu  dividiren,  nämlich  mit  Hilfe  der  Diffe- 
renz des  Divisors,  von  dem  Einer  bis  zu  Zehn,  und  den  Rest  (dieser  Di- 
vision) mit-demNennwerth  des  vorgelegten  Dividenden  zu  multipliciren.  Ist 
dem  Hunderter  in  Zusammensetzung  ein  Einer  beigegehen,  oder  ein  Zehner 
mit  einem  Einer,  so  hat  man  (entweder  sogleich)  zu  vermindern  oder  (zuerst) 
zu  addlren ,  wie  es  oben  bei  Zehnern  und  Einem  gesagt  ist.  Die  ersten 
Gliedzahlen  (des  erwähntem  Restes)  haben  ihren  Ort  bei  der  Summe, 
welche  die  nächste  an  den  Dividenden  und  niederer  ist  als  diese,  sobald 
sie  aber  durch  die  Multiplication  zu  anderen  Gliedzahlen  geworden  sind, 
bebalten  sie  die  Plätze  der  Dividenden/^ 

Auffallend  sind  hier  die  Ausdrücke  primus  cenienus  für  unus  centenus, 
ad  compositionem  addere  für  componere,  esse  in  summa  proxima  ac  minore  für 
secundari.  Diese  sind  es,  wqjche  die  Autorschaft  Gerberts  zweifelhaft 
'machen.  Im  tJebrigen  enthält  die  Regel  dasselbe,  was  im  Anhang  zur 
vierten  Regel  nur  kurz  angedeutet  ist.  Chasles  bezieht  S.  289  das  diminues 
auf  den  Fall ,  in  welchj^m  die  Hunderter  nur  mit  einem  Einer  verbunden 
aind,  das  aggregabis  auf  diejenigen,  in  welchem  der  Dividend  auch  Zehner 
und  Einer  enthält.  Diese  Unterscheidung  liegt  aber  nicht  in  den  Worten 
des  Textes  und  entspricht  auch  der  Sache  nicht  ganz;  denn  einerseits  kann 
die  Addition  eines  Einers  auch  den  Hunderter  verändern,  wie  195  +  7^=302, 
andererseits  ändert  auch  die  Addition  eines  Zehners  oft  den  Hunderter 
nicht,  wie  105  +  40=145;  endlich  kann  man  auch  dann,  wenn  der  Hunder- 
ter verändert  wird,  vor  der  Addition  den  vorhandenen  Hunderter  und 
ebensogut  die  Zehner  für  sich  dividiren  und  dann  erst  die  Reste  addiren. 


Von  Prof.  FßlEDLEIN. 


155 


pr.  arUculi 
augnleniati. 


1.  Beispiel.     874  :  35  (s.  Chasles  p.  290). 


Dz. 
Dr. 
Dd. 
Theilung       des      einen 

Hunderter6=10Zehner. 

Der  Einer  5  nimmt  den  4. 

Theil    des   Divisors    fein; 

J.10  =  2  Rest  2. 
Rest  vom  4.  Theil.  2.5=10 

2  +  1=3 

(30)  Rest  V.  Hund.  8.3  =  24 
Hier  zuerst  weitere  Vermin- 
derung, u,  dann  Addition 
also  2.3  =  6 

6  +  4  +  7  =  17 

3  +  7  =  10  1.3=3 


c 

X 

I 

5 

3 

5 

8 

7 

2 

1 
3 

4 

2 

T 
6 

1 

7 
3 

1 

3 

I 


Anzahl  d.  Divis. 

I    tu  d.  einen  Hun- 

I    derter. 

"872=16  Product 
d-  Nennwerthes 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
obige  Anzahl  d. 
Divis,  (s.  d.  10. 
Regel). 

2.2=::4       - 

1.2  =  2     - 

K2_2     - 


2    4   Anz.  d.  Divisoren. 


(30  +  4  =  34)<35  also  Rest  d.  D. 


2.  Beispiel.     7906 :  48. 


a. 


augm 


pr- 
augm. 


Dz. 

Dr. 

Dd.      . 

Theilnng  des  1  Tau- 
senders =10  Hunder- 
ter. Der  Einer  8  nimmt 
den  5.  Theil  des  Divisors 
ein;  4.10=2  ohne  Rest. 
2.2  =  4 

(40)  Rest  vom  Tausender. 
7.4  =  28 

Hier  zuerst  Addition,  dann 
Verminderung. 

9  +  2  =  11  1.4  =  4 

4  +  8=12 

1  +  1=2 

Theilung  des  1  Hun- 
derters ==10  Zehner. 

1.10  =  2  ohne  Rest.    . 

^  2.2  =  4 

Rest  vom  Hunderter. 

2.4  =  8 

8  +  6=14 

1+2  =  3 

(34)< 48  also  Rest  d.Div. 


Anzahl  der  Divi- 
soren in  d.  einen 
Tausender. 

7^2  =  14  Product 
d.  Nennwerthes 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
vorstehende  An- 
zahl d.  D. 

1.2=2 


6    4 


Anzahl  d.  Diviso- 
ren in  dem  einen 
Hunderter. 

0'=4  Product 
d.  Nennwerthes 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
vorstehende  An- 
d.  D. 


Anz.  d. Divisoren. 


166 


Gerbert's  Regeln  der  Division. 


VI.     Division  eines  Hunderters  durch  einen  zusammenge- 
setzten Hunderter,  oder  eines  Tausenders  durch  einen    . 
zusammengesetzten  Tausender. 

Et  si  volueris  per  compositum  centenum  cum  deceno  vel  compositum  mülenum 
cum  cenieno  dividere  aut  centenum  aui  mülenum,  considera  quotam  partem  divi- 
soris  teneal  decenus  vel  centenus  (vel  millenus)^  et  per  denominationem  earum 
partium  multiplica  di/ferentiam  divisoris ,  sicut  faciebas  in  singularibus  junctis 
cum  decenis. 

„Will  man  durch  einen  mit  einem  Zehner  zusammengesetzten  Hun- 
derter, oder  durch  einen  mit  einem  Hunderter  zusammengesetzten  Tausen- 
der einen  Hunderter  oder  Tausender  dividiren ,  so  beachte  man ,  den  wie- 
vielsten Theil  des  (hier  nach  Hundertern  oder  Tausendern  eingetheilten) 
Divisors  der  Zehner  oder  Hunderter  (oder  Tausender)  einnimmt,  und  mit 
dem  Nennwerth  dieser  Theile  multiplicire  man  die  Differenz  des  Divisors, 
wie  man  es  bei  den  mit  Zehnern  verbundenen  Einem  thut/' 

Das  eingeklammerte  vel  millenus  geht  über  die  im  Vorhergehenden 
bezeichneten  Fälle  hinaus  und  ist  daher  wohl  nur  ein  miissiger  Zusatz. 

Es  verhält  sich  diese  Kegel  zur  4.,  wie  die  3.  zur  2. 


c 

X 

I 

1 

1 

9 

6 

3 

1.  Beispiel.     600  :  190. 


Dz.  Der  Zehner  9  nimmt  den 
Dr.  2.  Theil  d.  Divisors  ein; 
Dd.       4.6  =  3  ohne  Rest. 

3.1  =  3 
(30  <  190)  also  Rest  der  Div. 


Gliedzahl,  mit  der  mul- 
tiplicirt  wurde. 

G.  d.  D. 


I 

C 

X 

I 

7 

4 

3 

9 

4 

7 

4 

9 

2.  Beispiel.     9000  :  4300. 


Dz.  Der  Hunderter  3  nimmt  d. 
Dr.  5.  Theil  d.  Divisors  ein ; 
Dd.      |.9=1  Rest  4. 

1.7=7 
Rest  bei  der  Bestimmung  des  5. 

Theiles. 
47  —  43=4 
(400)  Rest  d.  D. 


Gliedzahl,  mit  der  mul- 

tiplicirt  wurde. 
Anzahl  d.  Divisoren  im 

Dividenden  47. 


2    G.  d.  D. 
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Vn.     Division  eines  Hunderters  oder  Tausenders  durch 

einen  Zehner,  oder  eines  Tausenders  durch 

einen  Hunderter* 

Si  i>olueri$  dwidere  centenutn  vel  mülenum  per  decenum,  aut  mittenum  per 
eenienunty  sumes  differeniiam  divisoris  secundum  raiionem  stngularium  ad  decenum 
ei  mütUplicabis  aut  per  iotam  denominationem  dividendi,  si  Simplex  decenus  vet 
eentenus  dvrisor  est,  vel  per  secundas  vel  per  iertias  vel  per  quarias  vel  per  quin- 
ias,  si  campositus  est:  habita  videlicet  ratione,  quam  partem  composili  divisoris 
teneat  decenus  vel  eentenus. 

„Will  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  durch  einen  Zehner,  oder 
einen  Tausender  durch  einen  Hunderter  dividiren ,  so  hat  man  die  Diffe* 
renz  des  Divisors,  beziehungsweise  des  Einers  zu  Zehn,  entweder  mit  dem 
ganzen  Nennwerth  des  Dividenden  zu  multipliciren ,  wenn  nämlich  der 
Divisor  ein  einfacher  Zehner  oder  Hunderter  ist,  oder  durch  die  2.,  8., 
4.,  5.  Theile  (des  Dividenden),  wenn  er  (der  Divisor)  ein  zusammenge- 
setzter ist,  nämlich  mit  Rücksicht  darauf,  welchen  Theil  des  zusammenge- 
setzten Divisors  der  Zehner  oder  Hunderter  einnimmt/^ 

Diese  Regel  fasst  die  III  und  V  (die  II  und  IV,  die  ühasles  S.  291 
nennt,  nur  mittelbar)  kurz  zusammen  und  dehnt  sie  auf  die  Division  eines 
Tausenders  durch  einen  zusammengesetzten  Hunderter  aus. 

Beispiele  fiQr  die  Division  mit  einfachem  Divisor  sind  die  3  ersten  Bei' 
spiele  der  in.  Regel. 

Beispiele  für  die  Division  mit  zusammengesetztem  Zehner  sind  die  2 
Beispiele  der  V.  Regel. 

Es  erübrigt  also  noch  ein  Beispiel  für  die*  Division  eines  Tausenders 
durch  einen  zusammengesetzten  Hunderter. 


Beispiel.     7000  :  470  (Vgl.  das  1.  Beispiel  der  V.  Regel. 


pr.  a. 


I   CX    I 

3 
4    7 
7 

6 

4  T 


Dz. 

Dr. 

Dd. 

Theilung  des  1  Tausen- 
de rs  =  10  Hunderter. 

Der  Einer  7  nimmt  d.  5.  Tbl. 
des  Divisors  ein;  ^.t0==2,- 
RestO.  2.3=   6 

(60)  Rest  vom  Tausender 

7.6=42 

(420<470)Restd.  D. 


Anzahl  der  Divisoren 
in  dem  1  Tausender. 

772^14  Product  des 
Nennwerthes  d.  gan- 
zen Dividende^  in  d. 
obige  Anzahl. 

oTd.  D. 
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VIII.    Division  eine^  Hnndertere  durch  einen  mit  einem  Einer 

zusammengesetzten  Hunderter,  oder  eines  Tausenders 

durch  einen  mit  einem  Zehner  zusammengesetzten 

Tausender. 

Si  volueris  dividere  cenienum  vel  millenum  per  compositum  centenum  vel 
millenum  uno  intermisso,  unum  dividendorum  sumes  ad  mintUa  componenda  ei 
maximum  divisorem  reliquae  parii  comparabis.  Ei  si  quid  abundaverit,  reltn- 
quendis  repones,  Minuium  autem  per  denominaiionem  eJuSj  per  quem  divisor 
coaequatur  dividendo^  multipUcabis,  Ei  in  digiiis  quidem  perfecta  ponettir  diffe- 
reniia,  ante  articulos  vero  altera  differentia  uno  minuSy  quasi  rationem  Habens  ad 
juxta  positos,  quum  sunt  digiti  et  articuli.  Nam  solus  ariiculus,  id  est  sine  digi- 
iis, integram  proponit  sibi  differeniiam,  solus  digitus  integram  supponit.  Et  tum, 
quum  solus  est  digitus,  ei,  qui  ad  minuta  componenda  seclusus  est,  differenüa 
integra  secundabitur.  Et  hae  quidem  di/ferentiae  ei  si  quis  forte  a  maximo  divi- 
sore  seclusus  est,  significabuni,  quod  relinquitur  ex  dividendis. 

„Will  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  durch  einen  zusammen« 
gesetzten  Hunderter  oder  Tausender,  bei  dem  die  mittlere  Klasse  fehlt, 
dividiren,  so  hat  man  einen  der  Dividenden  zur  Behandlung  der  niederen 
Klasse  wegzunehmen,  und  den  übrig  bleibenden  den  höchstbenannten  Theil 
des  Divisors  (durch  Multiplication)  möglichst  nahe  zu  bringen.  Um  was 
sie  (die  übrigen  Dividenden)  dieses  Product  übersteigen,  das  hat  man  zum 
Rest  zu  setzen.  Die  niedere  Klasse  (des  Divisors)  aber  hat  man  mit  dem 
Nennwerth  der  Zahl,  mit  welcher  (durch  Multiplication)  der  Divisor  dem 
Dividenden  möglichst  nahe  gebracht  wird,  zu  multipUciten.  Bai  den 
Fingerzahlen  hat  man  (hierauf)  die  volle  Differenz  zu  setzen,  vor  die  Glied- 
zahlen aber  die  andere,  um  eins  verringerte,  als  mit  Rücksicht  auf  die  ne- 
benstehenden Zahlen,  wenn  nämlich  Fingerzahlen  und  Gliedzahlen  vor- 
handen sind.  Denn  eine  Gliedzahl  allein,  d.  h.  ohne  Fingerzahl,  setzt  die 
ganze  Differenz  vor  sich ,  eine  Fingerzahl  aber  allein  setzt  sie  unter  sich. 
Dann  aber,  wenn  eine  Fingerzabi  allein  vorhanden  ist,  wird  für  den  einen 
Dividenden,  der  zur  Behandlung  der  niederen  Klasse  abgesondert  wurde, 
die  ganze  Differenz  an  die  nächste  Stelle  gesetzt.  Diese  Differenzen  und 
die  Zahl,  die  etwa  von  dem  höchstbenannten  Divisor  abgesondert  wurde, 
geben  an,  was  vom  Dividenden  übrig  bleibt/' 

Diese  Regel  habe  ich  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  etc.,  8.  5d 
bis  67,  an  dem  Beispiel  800  :  206  zu  erklären  versucht  und  Cantor  giebt  mir 
in  seinen  mathematischen  Beiträgen  zum  Kulturleben  der  Völker,  S.  217, 
zu,  dass  mir  Einiges  gelungen  ist,  es  habe  mir  aber  die  Kenntniss  der  Be- 
deutung des  Wortes  Differenz  gemangelt.  Allerdings  sah  ich  darin  nicht 
den  Begriff  der  Ergänzung,  am  wenigsten  dachte  ich  an  eine  Differenz 
des  Prodnctes  18,  in  dem  Sinne  einer  Ergänzung  zu  Hundert.     Von  einer 
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solchen  ist  aber  auch  nirgends  in  diesen  Hegeln  die  Rede ,  in  denen  sogar 
dann,  wenn  es  sich  um  die  Differenz  eines  Zehners  oder  Hunderters  han- 
delt, ausdrücklich  gesagt  ist,  man  müsse  diese  als  Einer  ansehen  und  den 
Unterschied  oder  Abstand  von  diesem  zu  Zehn  nehmen.  Ob  man  nun 
diesen  Abstand  so  gefunden  hat,  dass  man  z.  B.  sagte:  2  zu  8  gicbt  10, 
oder :  8  von  10  bleibt  2,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  Cantor  selbst  ge- 
braucht den  Ausdruck  „10  weniger  8^'.  Darnach  vermuthe  ich,  dass 
meine  Worte  so  aufgefasst  wurden,  als  verstände  ich  unter  iutegra  differeniia 
die  Zahl  10  und  unter  altera  di/ferenlia  die  Zahl  0,  wozu  ich  vielleicht  durch 
die  Stellung  dieser  Ausdrücke  neben  10  selbst  den  Anlass  gab;  ich  meinte 
aber  unter  der  Bildung  der  vollen  Differenz  das  Abziehen  von  der  vollen 
10,  unter  der  Bildung  der  anderen,  das  Abziehen  von  9,  das  Wort  differeniia 
selbst  aber  legte  ich  dem  Reste  bei,  wie  es  allgemein  gebräuchlich  ist,  und 
übersetzte  es  daher  auch  mit  Eest;  weil  es  aber  nur  vom  Rest  von  10  ge- 
braucht wird,  so  hätte  ich  es  besser  mit  Unterschied  übersetzt,  oder 
Differenz  gebraucht. 

An  solcher  Auffassung  muss  ich  auch  jetzt  noch  festhalten  und  den 
Begriff  der  Ergänzung  als  Gerbert  fremd  erklären,  zumal  bei  dieser 
Regel,  in  welcher  nicht  einmal  die  sogenannte  Division  mit  Differenzen  au- 
gewendet wird.  Dieses  sagt  Chasles  bereits  mit  folgenden  Worten  (S.  292) : 

Jusqu'  ä  preseni  les  regles  exposees  par  Gerbert  ont  toujours  roule  sur  la 
methode  des  differences^  qui  consisle  principalemenl  ä  diviser  par  un  nombre  plus 
grand  que  le  diviseur.  La  methode  exposee  ici  est  taut  auire,  quoiquil  y  soit 
encore  question  de  differences^  el  eile  rentre  datis  notre  methode  actuelle. 

Freilich  bezeichnen  wir  jetzt  mit  dem  Ausdruck:  statt  18  die  Er- 
gänzung zu  100,  nämlich  82  anzusetzen,  das  nämliche  Resultat,  das  Ger- 
bert erhält,  wenn  er  2  statt  8,  8  statt  1  ansetzt,  aber  Gerbe rt  sieht  darin 
nur  die  einzelnen  Unterschiede  der  Einer  von  Zehn,  ohne  entfernt  daran 
zu  denken,  dass  er  damit  18  zu  100  ergänzt. 

Einen  Ausdruck  aber  verstand  ich  damals  noch  nicht,  nämlich  secun- 
dare^  womit  das  Versetzen  an  die  nächst  niedere  Stelle  gemeint  ist«  Ich 
vermochte  daher  auch  damals  kein  Bild  zu  geben ,  wie  die  Rechnung  auf 
dem  Abaeus  könnte  ausgesehen  haben..  Nunmehr,  entwerfe  ich  dieses  in 
folgender  Weise: 

1.  Beispiel.     800  :  206. 


c 

X 

I 

2 

8 

1)7 

1 

8  1 

.6 

8 
2 

1  Hunderter  von  8,  bleiben  7 
Dr.   3.2=6   7  —  6=1 
Dd. 

3.6=18       10  —  8  =  2 
9  —  1  =  8 
182  Rest. 


Nennwerth  d.  Zahl,  welche 
d.  höchst  benannte. Zahl 
des  Divisors  dem  Rest 
d.  Dividenden  möglichst 
nahe  bringt,  = 

Anzahl  der  Divisoren. 
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ity^AJ'^^^A-Kf^A-fi^f^fsJ^^s^^^:,^'. 


2.  Beispiel.     9000  :  3010. 


1  Tausender  yon  9,  bleiben  8 
Dr; 

2.3=6         8—6  =  2 
Dd.      . 

2.1=2        10—2=8 
10—1=9 
2980  Rest. 


I 

c 

X 

I 

3 

1 

9 

1)8 

9 

2 

8 

2 

Nennwerth  etc. 


Warum  die  Differenz  der  Gliedzahlen  vor  diese,  die  der  Fingerzahlen 
unter  diese  zu  setzen  sind,  weiss  ich  nicht  bestimmt  anzugeben.  Ich  rer- 
muthe  aber  den  Grund,  dass  man  beide  an  den  Columnenstcich  neben  ein- 
ander setzte  {Juxta  posiios  heisst  es  im  Text)  und  daher  für  die  Gliedzah- 
len bequemeren  Platz  vor  ihnen,  für  die  Fingerzahlen  unter  ihnen  hatte. 


IX.     Division  eines  Tausenders  durch  einen  mit  einem  Einer 
zusammengesetzten  Hunderter  und  gleicher  Fälle  in  • 
höheren  Klassen. 

Si  votueris  dividere  millenum  vel  ulieriores  per  centenum  cum  smgulari 
eotnpositumj  unum  millenum  in  cenienos  dissipabis.  Et  rursus  unum  centenum 
ad  minuta  componenda  secludes  ei  maximum  divisorem  reliquae  parti  comparabis. 
Et  8i  quid  secludetur^  relinquendis  repones,  Minutum  ataem,  ut  in  superioH 
capitulOy  muUiplicabis,  reliquaque  omnia,  vel  quae  secludentur,  vel  quae  pro  diffe- 
renfiis  adhibentur]  ordinabis.  Eursusque  easdem  diff!ßrentias,  ac  si  qui  forte 
seclusi  sunif  per  denominationem  proposiii  dividendi  mulüplicabis.  Ac  Herum 
eadem  regula  deduees  usque  ad  extremas  differentias. 

M  in  millenis  divisoribus  cum  decenis  ad  decenos  mUlenos  et  ulteriorei  quasi 
eändem  ipsafn  rationem  servabis. 

,)Will  man  einen  Tausender  oder  höhere  Klassen  durch  einen  mit 
einem  Einer  zusammengesetzten  Hunderter  dividiren,  so  hat  man  einen 
Tausender  in  seine  Hunderter  zu  zerlegen.  Wiederum  hat  man  dann 
einen  Hunderter  zur  Behandlung  der  niederen  Klassen  abzusondern  und 
den  höchst  benannten  Theil  des  Divisors  dem  Übrigen  Theile  (durch  Mul-  * 
tiplication)  möglichst  nahe  zu  bringen.  Ist  noch  etwas  abzusondern,  so 
hat  man  es  zum  Rest  zu  setzen.  Die  niedere  Klasse  aber  hat  man  wie  im 
vorhergehenden  Capitel  zu  multipliciren  und  alle  Reste,  sowohl  die  aus 
Absonderung  stammenden ,  als  auch  die  als  Differenzen  angewendeten ,  in 
eine  Reihe  zu  bringen.  Dieselben  Differenzen  wiederum  und  etwaa  Ab- 
gesondertes hat  man  durch  den  Nennwerth  des  vorgelegten  Dividenden  zu 
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mnltiplieiren.     Dann  wird  (das  Prodact)  nach  derselben  Regel  wieder  ver- 
mindert bis  zn  den  letzten  Differenzen". 

„Sind  Tausender  mit  Zehnern  als  Divisoren  von  Zehntausendern,  und 
(ebenso)  weitere  Klassen  gegeben ,  so  hat  man  als  für  gleiche  Fälle  das- 
selbe Verfahren  einzuhalten". 

Hier  ist,  was  Chasles  nicht  that,  besonders  hervorzuheben,  dass  diese  Re- 
gel gegenüber  der  8.  ganz  dasselbe  Verfahren  enthält  wie  die  5.  gegen- 
Hber  der  4.  Denn  es  beweist  dieses ,  dass  weder  von  einer  Division  mit 
Differenzen,  noch  von  einer  ohne  Differenzen  allgemein  mit  beliebigen  Zah« 
len  bei  Gerbert  die  Rede  sein  kann.  Sobald  vom  Zehner  an,  nach  unserer 
Weise  zu  reden,  der  Dividend  mehr  Stellen  hat  als  der  Divisor,  wird  auf 
das  Verfahren  bei  gleicher  Stellenzahl  zurückgegangen, 
und  zwar  dort  auf  die  Division  von  Zehner  durch  Zehner,  hier  auf  die  von 
Hunderter  darch  Hunderter,  aber  auch  dieses  nicht  mehr  in  Allgemeinheit, 
sondern  in  Beschränkung  auf  die  Fälle ,  bei  denen  im  Divisor  die  Zehner 
fehlen. 

Dass  in  der  fünften  Regel  der  eine  Hunderter  und  Tausender  mit  An- 
wendung der  Differenzen  dividirt  wird,  hier  der  eine  Tausender  ohne  eine 
solche,  ist  keine  andere  Verschiedenheit,  als  die  zwischen  der  4.  und  der 
8.  Regel  stattfindet.  Es  ist  eben  das  Verfahren  angewendet,  welches  un- 
mittelbar vorher  gelehrt  wurde. 


1.  Beispiel.     3000  :  407.     Chasles  S.  293. 


4 
1)9 


1 
5 


1)4 

1 


1 


8 
5 


Dr. 

Dd. 

Theilung  eines  Tausen- 
ders =  10  Hunderter;  da* 
von  1  weggenommen,  blei- 
ben 9. 

2.4=  8    9—8=1 

2.7=14  10-4=6  9—1  =  8 

Rest  von  1  Tausender. 

Product  aus  diesem  Reste  und 
dem  Nennwerth  3  des  Divi-~ 
denden. 

4—1.4=0     1.7=6 

10-7=3,  10-t=:9,  9+5=14 

8  +  3=11     1  +  4=5 


Rest. 


(Vgl.  8.  Regel,  1.  Bei- 
spiel.) 

Anzahl  der  Divispren 
in  1  Tausender. 

3.2=6  Product  aus 
der  obigen  Anzahl  in 
den  Nennwerth  des 
Dividenden. 

Anzahl  der  Divisoren 
in  558. 


7    G.  d.  D. 


Z«its«hrin  f.  Mathtmfttik  n.  Phyvik.  IX,  3. 
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X 

I 

C 

X 

I 

8 

9 

7 

1)9 

9 

9 

1 

1 

9  1 

1 

8 

3 

7 

1 

9 

1 

4 

2 

1 

5 

8 

2.  Beispiel.     70000  :  8000. 


Dr. 

Dd. 

Theilung  eines  Zehntaa* 
send  er8=  10  Tausender,  da- 
von 1  weggenommen,  bleiben  9. 

1.8  =  8  9-8=stl 

1.9=9  10—9=1   10-1=39 

Kest  von  1  Zehntausender. 

Froduct  ans  diesem  Kest  u.  dem 
Nenuwerth  7  des  Dividenden. 

Von  dem  1  Zehntausender  ist 
die  Zahl  der  Divisoren  =  1  u. 
der  Rest  191  so  eben  gefunden. 

1  +  3  =  4    9  +  3  =  12 

1+4  =  5     1  +  7=  8 

5280  Rest  der  Division. 


Anzahl  der  Diviso- 
ren in  1  Zehntaa- 
sender. 

7.1  =  7  Product 
etc.  wie  beim  1. 
Beispiel. 

Anzahl  der  Diviso- 
ren in  1  Zehntaa- 
sender. 


8   O.  d.  D. 


Bei  der  Addition  der  in  denselben  Columnen  stehenden  Zahlen  wurde 
links  begonnen,  weil  dieses  dem  sonstigen  Verfahren  mehr  entspricht; 
doch  kann  die  Addition  von  rechts  an  gleichfalls  stattgefunden  haben. 


X.     Bestimmung  der  Anzahl  der  Divisoren  (des  Quotienten). 

1)  Si  volueris  nasse ,  quot  divisores  sint  in  guolibet  dividendOj  articulos^  a 
quibus  denominaiiones  fiunt  multiplicaüonis^  secundabis  ad  digitoSy  ei  si  augmenlo 
eorum  ariiculi  provenienty  reflectes  ad  arliculos.  2)  Ei  si  in  singularibus  pares 
divisoribus  proveneriniy  iolidem  unitates  coUeciionibus  aggregabis.  3)  Igitur  ei 
in  denominationibus  a  toio  ei  a  pariibuSy  quae  erai  a  secundis  ei  ieriiis  ei  quarOs 
et  deincepSy  secundum  eandem  ralionem  pro  exiremo  dtvisore  unHaiem  consHtues. 

4)  Ei  sicui  in  cenienis  ei  milleniSy  quod  ab  uno  exuperai,  per  denominaiio- 
nem  ioiius  summae  muiüplicaiury  sie  divisores  per  denominaiionem  ioHus  dividendi 
mtdiiplicabuniury  sed  in  ipsis  ianlummodp  cenienis  ei  millenis. 

5)  Simplex  decenus  divisor  cenieni  vel  milleni  ei  ulira  composiiorum  deno- 
minaiiones mittii  ad  ieriias^  id  esi  ad  ieriium  iocum  ab  eOy  quem  dividiiy  sciiicei  in 
coUigendis  divisoribus. 

6)  Cenienus  vel  miüenuSy  divisores  sui  ei  composiü  uno  reliciOy  denornfnaÜO" 
nes  suas  mitiuni  ad  extremos  digiios. 

l)  „Will  man  wissen,  wieviel  Divisoren  in  einem  beliebigen  Dividen- 
den sind ,  so  hat  man  die  Gliedzahlen ,  welche  die  Nennwerthe  der  Molti- 
plication  bilden  (d.  h.  mit  welchen  die  Differenzen  multiplicirt  werden)  in 
die  nächste  Stelle  zu  den  Fingerzahlen  zu  setzen,  und  wenn  durch  die 
Addition  derselben  Gliedzahlen  entstehen,   hat  man  diese  an  den  Glied- 
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Kfthlen  BU  bringen.  2)  Enthalten  ferner  die  Einer  den  DiTiaor  noch  ein 
oder  mehrere  Mal,  so  hat  man  eben  so  viele  Einheiten  der  Samme  (der  Di- 
visoren) noch  hinsQznfügen.  3)  Man  bat  also  sowohl  bei  den  Nennwerthen 
von  ganzen  Dividenden,  als  auch  bei  denen  von  den  2.,  3.,  4.  und  den 
weiteren  Theilen  desselben,  in  der  nämliehen  Weise  die  Einheit  als  letzten 
Divisor  anznsehen/* 

4)  „Wie  ferner  bei  den  Hundertern  und  Tausendern  der  Best  von 
dem  einen  Hunderter  oder  Tausender  mit  dem  Nennwerth  des  ganzen  Di- 
videnden muUiplieirt  wird,  so  hat  man  auch  die  Zahl  der  Divisoren  durch 
denselben  Nennwerth  zu  multipliciren ,  aber  nur  bei  den  Hundertern  und 
Tausendern  selbst/' 

5)  „Dividirt  ein  einfacher  Zehner  einen  Hunderter  oder  Tausender, 
oder  weiiere  Klassen,  so  bringt  er  die  Nennwerthe  zu  den  dritten  (Plätzen 
oder  Summen),  d.  h.  zur  3.  Stelle  von  der  Stelle  des  Dividenden  an,  na- 
tilrlioh  nur  bei  der  Znsammenfassung  der  Divisoren." 

d)  „Dividirt  ein  mit  Auslassung  einer  Stelle  zusammengesetzter  Hun- 
derter oder  Tausender  einen  Hunderter  oder  Tausender,  so  bringt  er  die 
Nennwerthe  ganz  ans  Ende  zu  den  Fingerzahlen/* 

Chasles  macht  daraus  (S.  293—295)  5  Paragraphen,  indem  er  den  ersten  ' 
ans  dem  1.  und  2.  Satz  und  dem  Anfang  des  3.  bildet.  Er  stellt  nämlich 
die  Worte:  Igitur  ei. in  denominaiionibus  a  ioio^  S.  299,  als  einen  besonderen 
Satz  aof  und  beginnt  mit  et  a  parHhus  den  2.  Paragraphen.  Dass  dieses  nach 
allen  Sprachgesetzen  ganz  unmöglich  ist,  erhellt  wohl  auf  den  ersten  Blick« 
Der  Gedanke,  den  einzelnen  Kegeln  entsprechende  Paragraphen  hier  zu- 
zuweisen, scheint  Chasles  zu  dieser  Gewaltmassregel  veranlasst  zu  haben. 
Es  ist  aber  ein  solcher  Gedanke  nicht  durchführbar,  da  bei  ein  und 
derselben  Division  die  Anzahl  der  Divisoren,  d.  h.  der  Quotient 
i^nf  verschiedene  Weise  gefunden  wird. 

Den  ersten  Satz  erklären  am  besten  die  3  Beispiele  der  2.  Regel.  Die- 
selben Zahlen,  welche  im  ersten  Beispiel  als  Gliedzahlen  in  den  Columnen 
der  Zehner  stehen,  nnd  welche  die  ersten  Factoren  in  den  vorkommenden 
Prodncten  sind  (denominaUone$  muUipHeaiionis)^  sind  für  die  Bildung  des 
Quotienten  in  der  Columne  der  Einer.  Da  ihre  Summe  grösser  als  10 
wird,  ao  kommt  ein  1  wieder  in  die  Columne  der  Zehner.  Wie  aber  die 
Einer  digiti  zu  den  Zehnern  sind ,  so  sind  die  Zehner  digiti  zu  den  Hunder- 
tern nnd  die  Hunderter  zu  den  Tausendern  n.  s.  w.  Daher  stehen  im  2. 
und  3.  Beispiel  die  Zahlen  der  Columnen  der  Hunderter  bei  den  Columnen 
fUr  den  Quotienten  in  der  Columne  der  Zehner,  die  der  Tausender  in  der 
der  Hunderter ,  also  immer  an  der  nächsten  Stelle  nach  der  erstgenannten 
{seeundati). 

Derselbe  Satz  findet  aber  auch  seine  Anwendung  bei  den  2  Beispielen 
der  4.  Regel,  nur  sind  die  denominaiiones  nicht  mehr  der  ganze  Dividend, 
sondern  die  2.  und  3.  Theile  desselben. 

12* 
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Der  2.  Satz  findet  seine  Anwendung  im  Grunde  schon  bei  der  1.  Re* 
gel,  nur  sind  bei  dieser  keine  weiteren  Quotienten  vorbanden,  xn  denen 
addirt  werden  müsste.  Um  auch  von  der  Addition  reden  zu  können, 
scheint  dieser  Satz  die  2.  Stelle  erbalten  zu  baben.  Was  übrigens  von  den 
Einern  gesagt  ist,  gilt  aucb  von  den  einfachen  Zehnem,  Hundertern  u.  s.  w^ 
wenn  einfache  Zehner  oder  Hunderter  u.  s.  w.  die  Divisoren  sind.  Es 
findet  sich  also  dieser  Satz  angewendet  ausser  bei  den  2  Beispielen  der 
1.  Regel,  bei  dem  1.  und  3.  Beispiel  der  2.,  bei  dem  4.  Beispiel  der  3.,  bei 
dem  1.  Beispiel  der  4.,  bei  dem  2.  Beispiel  der  6.  und  hätte,  wie  es  Chasles 
that,  auch  bei  dem  1.  Beispiel  der  0.  Regel  angewendet  werden  können. 

Der  3.  Satz  enthält  nichts  Neues,  was  schon  die  Conjunction  igittir  an- 
deutet; er  sagt  nur  aus,  dass  für  den  letzten  Divisor  der  von  dem,  was  das 
vorausgehende  Verfahren  vom  Dividenden  übrig  gelassen  hat,  nooh  abgo« 
zogen  werden  kann ,  in  der  Zahl  der  Divisoren ,  d.  h.  im  Quotienten  1  an- 
zusetzen ist,  gleichviel  ob  vorher  mit  dem  ganzen  Dividenden  multiplicirt 
wurde  oder  mit  einem  Theile  desselben.  Damit  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  in  dem  erwähnten  Rest  der  Divisor  auch  öfter  oder  nicht  mehr  enthalten 
ist.  Ersteres  kann  vorkommen,  wenn  der  Divisor  ein  Einer  und  kleiner 
als  5  ist  (vgl.  das  1.  Beispiel  der  1.  und  das  3.  Beispiel  der  2.  Regel); 
letzteres  kann  bei  jeder  Art  von  Divisor  vorkommen  (vgl.  das  2«  Beispiel 
der  2.,  die  ersten  3  Beispiele  der  3.,  das  2.  der  4.,  das  1.  der  5.  Regel). 
Darnach  ist  auch  im  Inhalt  dieses  Satzes  kein  Grund  aufzufinden,  der  das 
Verfahren  von  Chasles  rechtfertigen  Hesse. 

Der  4.  Satz  enthält  die  Bildung  des  Quotienten  in  den  Fällen,  in  wel- 
chen zuerst  ein  Hunderter  oder  Tausender  dividirt  wurde;  dieses  geschieht 
bei  der  5.,  dem  2.  Theil  der  7.  und  bei  der  9.  Regel.  Die  dort  gegebenen 
Beispiele  werden  die  Sache  am  besten  klar  machen.  Neben  den  Colum- 
nen  für  den  Quotienten  stehen  nämlich  die  Producte  besonders  angedeutet, 
die  hier  gemeint  sind. 

Der  5.  Satz  findet  seine  Anwendung  im  1.  und  2.  Beispiel  der  3.  Regel 
und  in  den  beiden  Beispielen  der  5.  Er  scheint  zugleich  als  Fingerzeig  dienen 
zu  sollen  für  die  Division  mit  einem  Hunderter,  der  die  Nennwerthe  an 
die  4.  Stelle  bringt,  mit  einem  Tausender,  der  sie  an  die  5.  bringt  n.  s.  w. 
Vgl.  für  den  Hunderter  das  3.  Beispiel  und  für  den  Tausender  das  4.  Bei- 
spiel der  3.  Regel. 

Der  6.  Satz  endlich  schliesst  sich  zunächst  an  die  8.  und  9.  Regel  an; 
dass  er  nämlich  auch  von  dem  einfachen  Hunderter  und  Tausender  bei 
der  Division  in  einen  Hunderter  und  Tausender  gilt,  ist  im  2.  Satz  insofern 
enthalten,  dass  gesagt  ist,  für  jeden  Divisor,  den  man  noch  vom  Dividen- 
den hinwegnehmen  kann,  sei  eine  Einheit  für  die  Bildung  des  Quo- 
tienten anzusetzen.     Die  Einheiten  aber  gehören  zu  den  digUi, 
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Zu  bequemerer  Uebersicht  des  Inhaltes  seien  bior  die  vorkommenden 
Beispiele  zusammengestellt. 

I.  7:3,  70 :  50 

IL         86:7,        209:6,        5000:4 

III.  700  :  60,     5000  :  70,      9000  :  800,  30000  :  5000 

IV.  70:17,        87:24 
V.       874  :  35,     7006  :  48 

VI.       600:190,  9000:4300 
Vlla.    [700:60,     5000:70,      9000:800] 
b.    [874:35,     7006:48],     7000:470 
VIII.       800:206,  9000:3010 
IX.     3000  :  407, 70000 :  8000. 

Es  ergiebt  sieb  daraas,  dass  nur  3  Arten  von  Divisoren  in  Be- 
tracht kommen. 

1)  Einer  nnd  solche,  die  Prodacte  aus  Einern  und  irgend  welcher 

Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form  a.lO",  wobei  a<^ip. 

2)  Zehner  mit  Einern  und  solche,  die  Producte  aus  diesen  und 

irgend  welcher  Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form 
(10  ft  +  a) .  10",  wobei  a  und  6  <  10. 

3)  Hunderter  mit  Einern  und  solche,  die  Producte  aus  diesen  und 

irgend  welcher  Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form 
(1006 +  a).  10»,  wobei  a<  10  und  6<10. 

Für  jede  Art  der  Divisoren  werden   2  Arten   von  Dividenden 
unterschieden :  « 

1)  solche,  die  ebensoviele  Stellen  haben  wie  der  Divisor, 

2)  solche,  die  mehr  Stellen  haben  als  der  Divisor. 

Dafür  werden  folgende  Regeln  aufgestellt : 

1)  für  die  1.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Sub- 

traction  des  Divisors  vom  Dividenden,  so  of^mal  es  angeht. 
L  Regel. 

2)  für  die  l.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden :  Bildung 

der  Differenz   des  Einers  zu  Zehn,  und  Multiplication 
derselben  mit  der  ganzen  ersten  Ziffer  des  Dividenden. 
II.  und  ni.  IJegel  und  VII  a. 

3)  für  die  2.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Bildung 

der  Differenz  des  Einers  zu  Zehn,  und  Multiplication 
derselben  mit  einem  Theile  der  ersten  Ziffer  des  Dividenden. 
IV.  und  VI.  Regel. 

4)  fUr  die  2.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden:  Tb  ei- 

lung einer  Einheit  der  höchsten  Benennung  in  der 
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unter  3)  begchriebenen  Weise  nnd  Maltiplicati<«  des  Bestes 
durch  die  1.  Ziffer  des  Dividenden. 
V.  Regel  und  VII  b. 

5)  für  die  3.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Ab- 
sonderung einer  Einheit  der  höchsten  Benennung,  Be- 
stimmang  des  Quotienten  aus  dem  Rest  für  den  Divisor  durch 
Multiplication  des  letzteren,  MultipHcation  der  niedrigeren  Be- 
nennung des  Divisors  mit  diesem  Quotienten,  Subtraction  des 
Productes  durch  Bildung  der  Differenzen.     YIII.  Regel. 

5)  für  die  3.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden:  Th ei- 
lung einer  Einheit  der  höchsten  Benennung  in  der 
unter  5)  beschriebenen  Weise  und  Multiplication  des  Restes 
durch  die  1.  Ziffer  des  Dividenden.     IX.  RegeL 

Eine  Unterscheidung  der  Dividenden  nach  dem  Vorhandensein  einer 
oder  mehrerer  Ziffern  braucht  deshalb  nicht  vorgenommen  zu  werden, 
weil  die  Division  zunächst  nur  für  die  eine  der  höchsten  Benennung  aus- 
geführt und  zum  Rest  der  Werth  der  übrigen  Ziffern  addirt  werden  kann, 
wodurch  ein  neuer  Dividend  entsteht,  der  in  ähnlicher  Weise  behandelt 
wird.     Es  ist  dieses  genügend  am  6chluss  der  4.  Regel  angedeutet. 

Fragt  man  endlich,  wie  weit  Erkenntniss  der  diesen  Regeln  zu  Grunde 
liegenden  Principe  bei  Gerbert  zu  finden  ist,  so  zeigt  die  Anwendung 
zweier  verschiedener  Methoden  bei  2  verschiedenen  Arten  des  Divisors, 
während  jede  der  beiden  Methoden  bei  jeder  der  beiden  Arten  des  Divi- 
sors hätte  angewendet  werden  können,  dass  eine  klare  Einsicht  in  das 
Wesentliche  der  Methoden  nicht  vorhanden  war.  Die  Sache  scheint  eine 
auf  praktischem  Wege  erlernte  und  keineswegs  theoretisch  erfasste, 
geschweige  denn  selbst  erfundene.  —  Die  mangelnde  Erkenntniss  des 
Principes  der  Division  mit  Differenzen  findet  Ghasles  überhaupt  in  allen 
Abhandlungen  vom  Abacus  (vgl.  die  erwähnten  compt  rend.  8.  171  unten) ; 
in  Gerbert*s  Regeln  aber  sieht  derselbe  die  Regeln  des  Boethius,  nur 
etwas  weniger  lakonisch  ausgedrückt  (ib.  S.  285). 

Diese  als  höchst  dunkel  und  räthselhaft  bekannten  Regeln  hat  Cantor 
in  seinen  mathematischen  Beiträgen  etc.,  S.  212  und  217,  übersetzt;  er  sagt 
aber  selbst  (S.  212—213),  dass  sie  im  Deutschen  kaum  verständlicher  klin- 
gen, als  im  Jateinischen  Originaltexte.  Es  wird  auch  schwerlich  Jemand 
aus  dieser  Uebersetzung  den  Inhalt  verstehen  können.  Die  völlige  Auf- 
klärung über  die  Regeln  Gerbert's  hat  aber  auch  endlich  die  Lösung  dieser 
Räthsel  möglich  gemacht,  die  ich  im  Folgenden  mittheile.  Da  es  zur  Be- 
urtheilung  der  Ansdrucksweise  in  diesen  Regeln  nöthig  ist ,  Eingang  und 
Schlusswort  zu  denselben  zu  kennen,  so  nehme  ich  auch  diese  mit  auf.  Für 
den  lateinischen  Text  benutzte  ich  ausser  dem  Erlanger  Ms.  auch  die  An- 
gaben von  Woepcke,  $ur  finirod,  etc.  S.  11. 
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Des  Boethins  (?)  Regeln  der  Division. 

Divisiones  igüur  quanialibet  jam  ex  parte  lectoris  animxis  introductus  facile 
valei  dinoscere.  Breviter  enim  de  his  et  summotenus  dicttiri,  si  qua  obscura 
intervenerint,  diligenti  lectorum  exercitio  adinvestiganda  committimus, 

„Die  Divisionen  nnn  vermag  der  Leser  nach  grösserer  oder  geringerer 
Anleitung  leicht  zu  erfassen.  Wir  wollen  nftmlich  darüber  nur  kurz  und 
Ton  dem  Hauptsächlichsten  reden,  und  wenn  etwa  Dunkles  vorkommt,  so 
llberlassen  wir  dieses  der  fleissigen  üebung  der  Leser  zum  Erforschen." 

Es  setzt  also  der  Verfasser  voraus,  dass  der  Leser  schon  einige  Kennt- 
11188  vom  Dividiren  mitbringt,  so  dass  er  weiss,  was  die  Ausdrücke  an- 
deuten wollen.  Das  Folgende  nennt  nur  die  Fälle,  in  denen  das  eine  oder 
das  andere  Verfahren  anzuwenden  ist  und  vertritt  also  die  Stelle  eines 
Leitfadens. 

1.  5t  decenus  per  se,  vel  cenienus  per  se^  vel  ulteriores  per  semet  ipsos, 
dividendi  proponanttir ,  minores  a  maioribus,  quoadttsque  dividantur,  sunt  sub- 
trahendi. 

,,Wenn  ein  Zehner  durch  einen  Zehner,  oder  ein  Hunderter  durch 
einen  Hunderter,  oder  eine  weitere  Klasse  durch  dieselbe  Klasse  zum  Di- 
vidiren vorgelegt  werden ,  dann  hat  man  die  kleineren  von  den  grösseren 
abzuziehen,  so  lange  diese  getheilt  werden  können  (d.  h.  bis  der  Rest 
kleiner  wird  als  der  Divisor)." 

Offenbar  ist  diese  Regel  dieselbe,  wie  die  erste  bei  Gerbert. 

n.  Singularem  autem  divisorem  deceni  aut  centeni  aut  milleni  aut  tdteriO' 
rum^  vel  decenum  divisorem  se  sequentium,  sumpta  differentia  eos  dividere  oportet. 

„Ist  ein  Einer  der  Divisor  eines  Zehners  oder  Hunderters  oder  Tau- 
senders oder  einer  höheren  Klasse,  oder  ein  Zehner  der  Divisor  einer  der 
anf  ihn  folgenden  Klassen,  so  muss  man  mit  Anwendung  der  Differenz 
dividiren." 

Worin  die  Anwendung  der  Differenz  besteht,  zeigt  die  2.  und  3.  Regel 
bei  Qerbert;  denn  beide  sind  hier  kurz  zusammengefasst.  Das  in  diesen 
beschriebene  Verfahren  ist  also  hier  vorausgesetzt. 

JIL  Compositus  aulem  decenus  cum  singulari  per  secundas  vel  terfiea  et 
deinceps  secundum  denominaUonem  partium  decenum  vel  simplicem  vel  compositum 
divisurus  est. 

„Ein  mit  einem  Einer  zusammengesetzter  Zehner  wird  mit  Anwen- 
dung der  2.  oder  3.  Theile  u.  8.  w.  nach  dem  Nennwerth  der  Theile  (d.  h. 
nach  der  Zahl,  welche  angiebt,  den  wievielsten  Theil  der  Einer  des  Divi- 
sors vom  ganzen  Divisor  einnimmt)  einen  einfachen  oder  zusammenge- 
setzten Zehner  dividiren." 

Diese  Regel  enthält  in  kurzer  Andeutung  die  4.  Regel  bei  Oerbert. 
Wer  diese  letztere  kennt,  ist  vollständig  in  Stand  gesetzt,  die  Division 
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auszuführen.     Wer  aber  diese  Kenntniss  nicht  mitbringt,  kann  sie  ans  den 
angegebenen  Worten  nicht  erlernen. 

IV.  Centenum  vero,  vel  milienum,  vel  uHenores,  per  decenutn  compositum^ 
si  diligens  investigator  accesserÜ,  sumpia  differenHa  et  primis  arlicülis  dividendo 
\vel\  secundalis  apposiiis,  auctis  aulem  dividendo  suppositis  dividi  posse  pernoscet. 

„Soll  aber  ein  Hunderter  oder  Tausender  oder  eine  höhere  Klasse 
durch  einen  zusammengesetzten  Zehner  dividirt  werden,  so  wird,  wenn 
ein  sorgfältiger  Forscher  sich  an  die  Sache  macht,  derselbe  erkennen,  daas 
es  geschehen  kann  mit  Anwendung  der  Differenz  and  dadurch,  dass  man 
die  ersten  Gliedzahlen  um  eine  Stelle  zurückrückt  neben  den  Dividenden, 
die  aus  der  Multiplication  hervorgehenden  aber  unter  den  Dividenden 
setzt" 

Das  eingeklammerte  vel  scheint  durch  falsche  Auffassung  der  Stelle 
in  den  Text  gekommen  zu  sein;  möglich  auch,  dass  es  hiess  appositis  vel 
secundatis.  —  Was  erste  Gliedzahlen  sind  und  womit  sie  multiplicirt  wer- 
den, lehrt  die  5.  Kegel  Gerbert^s.  Auch  hier  ist  ein  Verständniss  ohne 
Kenntniss  des  angedeuteten  Verfahrens  nicht  möglich,  zumal  da  die 
Hauptsache,  dass  nämlich  zuerst  einer  der  Hunderter  oder  Tausender 
zu  dividiren  ist,  gar  nicht  angedeutet  ist. 

y.  Cenlenus  aulem  cum  singulari  compositus  centenum  vel  miüenum  hoc 
paclo  dividere  cognoscitur: 

Sumpto  igitur  uno  dividendorum  ^  quod  residuum  fuerit^  divisori  est  coae- 
quandum^  et  quod  superabundaveril ,  sepositis  reservandum.  Singularis  autem 
vel,  ut  alii  volunt,  minutum  per  aequationem  majorum  est  mnliipUcandum,  et  digitis 
quidem  perfecta  differentia  supponenda,  articulis  autem  imperfecta  est  praepo- 
nenda.  Et  hae  differentiae  et  si  forte  aliquis  seclusus  sit,  significant,  quod  resi- 
duum Sit  ex  dividendis. 

„Wie  aber  ein  mit  einem  Einer  zusammengesetzter  Hunderter  einen 
Hunderter  oder  Tausender  dividirt,  lernt  man  in  folgender  Weise  kennea** : 

„Man  nimmt  einen  der  Dividenden  hinweg  und  bringt  den  Rest  dem 
Divisor  (durch  Multiplication)  möglichst  nahe.  Ergiebt  sich  noch  ein 
Ueberschnss  (auf  Seite  des  Dividenden),  so  ist  er  für  den  Rest  aufzube- 
wahren. Den  Einer  aber  oder,  wie  andere  wollen ,  die  niedere  Klasse  hat 
man  mit  der  Zahl ,  welche  die  höhere  Klasse  (d.  h.  den  Hunderter  des  Di- 
visors) (den  um  1  verminderten  Hundertern  des  Dividenden)  nahe  gebracht 
hat,  zu  multipliciren  und  unter  die  Fingerzahl  die  vollkommene,  vor  die 
Gliedzahl  aber  die  unvollkommene  Differenz  zu  setzen.  Diese  Differenzen 
und  eine  etwa  aufbewahrte  Zahl  geben  an,  was  vom  Dividenden  übrig 
bleibt." 

Diese  Regel  ist  die  abgekürzte  8.  Regel  Gerbert*s,  gleiehsam  ein  Ans- 
aug aus  ihr.     Sie  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  2.,  3.  nnd  4.,  dass  das 
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Yerftihren  nicht  blos  genannt  nnd  angedentet,  sondern  in  den  Hauptsfigen 
anch  angegeben  ist.  Wer  es  also  auch  nicht  bereits  kennt,  yermag  es 
daraus  kennen  zu  lernen.  Hätte  der  Verfasser  erkannt,  dass  im  Gründe 
•ine  Mnltiplication  des  gansen  Divisors  nnd  eine  Sabtraction  des  Prodactes 
▼om  Dividenden  ausgeführt  wird,  so  hStte  er  statt  hoc  pacio^  wie  in  der 
IL  Segel  sumpta  differentia,  so  hier  kurz  multiplicatione  dhisoris  setsen  nnd 
die  weitere  Ausführnng  sich  ersparen  können;  aber  es  bot  ihm  dieses  Ver- 
fahren keine  so  markirte  Seite  dar,  dass  er  es  nach  ihr  hätte  benennen 
können.     Er  theilt  also  das  Verfahren  selbst  mit. 

Der  Schlnss  lautet  so : 

Baec  vero  brevi  intrpduciione  prMlibanies,  si  qua  ohscure  sunt  dicta  vel,  ne 
Utedio  foreni,  praelermissa,  diligentis  exercitio  lecloris  committimus,  temtinum 
huius  libri  fadentes  et  quasi  ad  ulieriora  sequentium  nos  convertentes. 

„Indem  wir  diesen  Gegenstand  nur  in  kurzer  Anleitung  berühren, 
überlassen  wir,  wenn  etwas  dunkel  ausgesprochen,  oder,  damit  es  nicht 
Ueberdruss  errege,  übergangen  wurde,  dieses  der  Uebung  des  sorgfältigen 
Lesers  nnd  beschliessen  dieses  Buch,  um  zu  dem  Weiteren  des  Folgenden 
nns  SU  wenden.^* 

Die  dunkel  ausgesproclieuen  Partiecn  sind  besonders  die  2.,  3.  und  4. 
Regel,  das  Uebergangene  ergiebt  sich  aus  der  6.,  7.  und  0.  nnd  den  im 
10.  Abschnitt  zusammengestellten  Regeln  Gerbert's.  Die  ersten  8  dieser  Re- 
geln konnten  wegbleiben,  weil  die  darin  besprochenen  Fälle  mehr  oder  weni- 
ger leicht  nach  dem  Angegebenen  behandelt  werden  können  nnd  znm  Theil 
nur  die  Wiederholung  früherer  sind.  Dass  aber  die  Regeln  des  10.  Ab- 
schnittes fehlen,  ist  ein  wesentlicher  Mangel,  den  man  dadurch  zu  er- 
klären versucht  ist,  dass  diese  Regeln  an  sich  schon  sehr  kurz  gefasst, 
eine  weitere  Abkürzung  nicht  zuliessen,  und  doch  zusammen  für  den 
blossen  Abriss  zu  viel  waren. 

So  erklären  sich  die  Worte  des  Verfassers  vollständig ,  und  ich  kann 
darin  eine  Bestätigung  meiner  Ansicht  sehen ,  dass  der  Verfasser  des  An- 
hanges bei  Boethius  eine  Arbeit  Gerbert*s  vor  sich  gehabt  hat.  Allein 
diese  Ansicht  ist  von  einer  Seite  für  in  jeder  Weise  unhaltbar  erklärt 
(Cantor,  math.  Beitr.  S.  322),  von  einer  anderen  bestimmt  zurückgewiesen 
worden  (Hnltsch  in  N.  Jhrbb.  f.  Phil.  u.  Päd.  1863  S.  425).  Zu  meiner  Be- 
ruhigung aber  ist  das ,  was  so  w'enig  Anklang  fand ,  meine  Ansicht  selbst 
nicht.  Ich  sagte  S.  57  meines  Schriftchens  über  Gerbert,  y,dass  der  Ver- 
fasser d.  Ms.  die  erste  Arbeit  Gerbert^s  he  nützt  haben  mnss^S  d^^s  '^^^ 
aber  nicht  sagen  könne,  „dass  uns  die  Arbeit  Gerbert^s  darin  unver- 
sehrt erhalten  ist.*'  Hultsch  lässt  mich  sagen,  die  Stelle  über  den  Aba- 
cus  solle  von  Gerbert  herrühren  und  zwar  eine  frühere  Bearbeitung  des- 
selben Gegenstandes  sein;  Cantor  aber  lässt  mich  sogar  behaupten,  die 
frühere  Schrift  Gerbert^s  sei  der  Text,   der  uns  jetzt  als  Geometrie  des 
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Boethius  bekanDt  iat.  Gegen  letztere  zwei  Ansichten  lassen  sich  aller- 
dings Beweise  genug  anführen;  es  wird  aber  denselben  gegenüber  die  Er- 
kl&rnng  genügen,  dass  es  mir  nie  in  den  Sinn  kam,  sn  behaupten,  die  so- 
genannte Geometrie  des  Boethius  sei  ein  Werk  Gerbert's  —  alle  Streiche 
dagegen  sind  Luftstreiche  —  ferner  dass  ich  auch  jene  Stelle  nicht  für  Ger- 
bert^s  Arbeit  selbst  halte,  sondern  allein  das  behaupte,  dass  sich  in  ihr 
Spuren  finden,  die  auf  eine  Benützung  einer  Arbeit  Gerbert^s  schliessea 
lassen. 

Statt  Vermuthung  an  Vermnthnng  zu  reihen,  um  damit  darznthnn, 
wie  sie  alle  zusammenstimmen  und  darum  innere  Wahrscheinlichkeit  für 
sich  haben,  will  ich  lieber  an  Cantor's  Worte  anknüpfen,  welche  den  un- 
bestrittenen Theil  dieser  Untersuchung  deutlich  aussprechen.  Derselbe 
sagt  (S.  322):  „Ich  acceptire  das  ZugestAndniss ,  dass  Gerbe rt*s  Ab- 
handlung über  Multiplication  und  Division  so  viele  Aehnlichkeit 
mit  der  Geometrie  des  Boethius  hat,  dass  man  eine  directe  oder 
indirecte  Abhängigkeit  der  ersteren  von  der  zweiten  nicht  in  Abrede 
stellen  kann.*^ 

Die  Feststellung  der  Abhängigkeit  ist  mir  zunächst  genügend,  welches 
Werk  das  abhängige  ist,  darüber  folgende  Andeutungen : 

1)  Von  den  Regeln  des  Boethius  sind  nach  der  obigen  Darstellung 
die  2.,  8.,  4.  unverständlich ,  wenn  man  nicht  wenigstens  praktisch  auszu- 
führen weiss,  was  sie  andeuten.  Sie  setzen  also  Vertrautheit  mit  der 
Sache  voraus. 

2)  Die  Regeln  über  die  Bildung  des  Quotienten  fehlen,  und  könnten 
also  von  Gerbert  aus  dieser  Geometrie  des  Boethius  nicht  gelernt  worden 
sein. 

3)  Die  Worte  der  5.  Regel:  Singularis  axUem^  vel,  ut  alii  volunt,  mi- 
nuiuntj  beweisen ,  dass  zur  Zeit*  des  Verfassers  dieser  Regeln  auch  Andere 
mit  dem  Gegenstand  derselben  sich  beschäftigt  haben. 

Und  nun  noch  folgende  Fragen  : 

1)  Ist  es  wahrscheinlich,  dass  am  Ende  des  5.  und  Anfang  des  6.  Jahr- 
hunderts, der  Zeit  des  Boethius,  die  Division  bereits  praktisch  so  vollzogen 
wurde,  wie  sie  in  Gerbert's  Schrift  ungefähr  ans  dem  Ende  des  10.  Jahr- 
hunderts beschrieben  ist,  also  bei  4  Jahrhunderte  lang  (abgesehen 
von  der  Zeit,  in  der  sie  schon  vorher  geübt  wurde)  eine  in  so  enge  Gren- 
zen eingeschlossene  Weise  zu  dividiren  fast  mit  gleichem  Wortlaut  der 
Regeln  ohne  zunehmende  Verallgemeinerung  sich  erhalten  hat? 

2)  Ist  es  wahrscheinlich ,  dass  Boethius ,  der  die  Wissenschaften  der 
Römer  zu  erhalten  strebte,  ein  Buch  für  den  Unterricht  weniger  vollstän- 
dig und  klar  geschrieben  hat,  als  Andere  in  seiner  Zeit  es  thaten? 
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Oder  ist  es  3)  wahrscheinlicher,  dass  im  11.  Jahrhundert,  in  einer 
Zeit,  in  welcher  die  einfachste  praktische  Geometrie,  das  elementarste 
Rechnen  eine  bedeatende  Leistung  in  der  Mathematik  waren,  an  ein  .nnd 
derselben  Stfttte  Compendien  yerfasst  wurden,  welche  die  älteren  Schrif- 
ten des  Archjtas  und  Boethius  ebenso  benützend  wie  die  neueren  6er- 
bert's,  nur  das  in  Kürze  andeuteten ,  was  in  allen  Schulen  praktisch  geübt 
wurde  und  darum  hinreichend  bekannt  war? 

Da  man  meine  Behauptung  zu  kühn  fand,  so  werfe  ich  jetzt  nur  diese 
Fragen  auf.  Mein  Streben  ist,  mit  Thatsachen,  nicht  mit  Vermuthungen, 
SU  Werk  zu  gehen.  Letztere  mögen  als  Fragen  in  der  Schwebe  bleiben, 
der  Erkenntniss  der  thatsüchlichen  Beschaffenheit  Ton  Gerbert^s  Regeln 
und  von  denen  des  Boethius  hoffe  ich  einen  Dienst  geleistet  zu  haben. 


VIIL 
Galileo     Galilei. 

Von  Moritz  Cantor. 


E  pur  si  muovel  Und  sie  bewegt  sich  dochl  Mit  der  Erinnerung  an 
diese  Worte  ist  wobl  den  meisten  Laien  der  Name  des  Galilei  verknüpft; 
und  wem  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des  grossen  Mannes  we^ 
niger  bekannt  sind ,  der  hat  doch  das  Bild  des  Märtyrers  der  Wissenschaft 
deutlich  vor  Augen,  der  sieht  ihn  von  dem  Folterbette  mit  gebrochenen 
Gliedern  zur  Kirche  wanken ,  wo  er  zuerst,  der  Gewalt  sich  beugend,  den 
Widerruf  seiner  Ansichten  vollzieht,  dann  aber  im  lauten  Aufschrei  des 
Gewissens,  welches  die  Wahrheit  zu  verleugnen  nicht  im  Stande  ist,  den 
durch  Jahrhunderte  hindurch  ertönenden  gellenden  Protest  erhebt;  Und 
sie  bewegt  sich  doch ! 

Ein  grossartiges  Bild,  aber  leider  ein  durchaus  unwahres;  und  so  soll 
der  Zweck  dieses  Aufsatzes  darin  bestehen ,  in  Kürze  zusammenzutragen, 
was  von  einer  ganzen  Reihe  bedeutender  Gelehrten ,  besonders  in  Italien, 
dann  aber  auch  von  Alfred  von  Eeumont  und  von  Biet  als  die  Schilderung 
des  wahren  Galilei,  nicht  des  Romanhelden,  erhalten  wurde.  Möge  es  mir 
als  Entschuldigung  für  die  Zusammenstellung  fremder  Arbeiten  dienen, 
wenn  ich  auch  einige  neue  Punkte  hervorhebe ,  die  bisher  der  Aufmerk- 
samkeit der  Geschichtschreiber  entgangen  waren,  und  die  gleichwohl  dazu 
dienen  können,  noch  helleres  Licht  auf  die  damalige  Zeit  zu  werfen,  die 
dazu  beitragen  dürften,  ein  Verständniss  mancher  noch  rathselhafter  Mo- 
mente zu  ermöglichen. 

Galileo  Galilei  wurde  —  es  sind  jetzt  300  Jahre  her  —  den 
18.  Februar  1564  in  Pisa  geboren,  an  demselben  Tage,  an  welchem  Michel 
Angelo  Buonarotti  in  Rom  die  Augen  schloss.  Sein  Vater,  Vincenzo 
Galilei,  war  aus  edlem  florentiner  Geschlechte  entsprungen  und  selbst 
ein  Mann  von  hervorragendem  Geiste.  Er  zeichnete  sich  besonders  als 
theoretischer  Musiker  aus.  In  frühester  Jugend  kam  der  kleine  Galileo 
nach  Florenz ,  welches  seine  Eltern  nur  vorübergehender  Weise  verlassen 
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htttten ,  und  dorthin  füllt  seine  ganze  Erziehung  bis  zu  seinem  17.  Jahre, 
Der  Vater,  dessen  Vermögens  Verhältnisse  Nichts  weniger  als  glänzend 
waren,  bestimmte  ihn  anfangs  znm  Kaufmann.  Als  aber  der  Knabe  bei* 
mangelhaftem  Unterrichte  die  glänzendsten  Fortschritte  machte,  als  er 
fast  ohne  Lehrer  die  lateinische  und  griechische  Sprache  erlerute,  als  er 
zur  Erholung  kleine  Modelle  der  verschiedensten  Maschinen  verfertigte, 
als  er  daneben  bedeutende  Anlagen  zur  Malerei  entwickelte  und  auch  in 
der  Musik  als  würdiger  Sohn  seines  Vaters  sich  erwies,  da  entschloss  sich 
Vincenzo  Oalilei,  mit  Aufwendung  aller  Mittel,  die  er  beschaffen  konnte, 
dem  Sohne  eine  gelehrte  Ausbildung  angedeihen  zu  lassen.  Er  sollte  Arzt 
werden,  denn  das  war  der  einzige  gelehrte  Stand,  welcher  damals  einen 
goldenen  Boden  hatte ,  und  darauf  musste  in  dem  gegebenen  Falle  ein  be- 
sonderes Augenmerk  gerichtet  werden.  Galileo  Galilei  war  17^^  Jahr  alt, 
als  er  am  5.  November  1581  in  Pisa  immatriculirt  wurde.  Er  begann  nach 
der  Sitte  der  Zeit  mit  vorbereitenden  philosophischen  Studien,  mit  aristo- 
telischer Metaphysik  und  mit  Mathematik.  Am  Meisten  fesselte  ihn  diese 
letztere,  welche  er  nur  verstohlener  Weise  treiben  durfte,  da  sein  Vater 
wenigstens  von  Anfang  an  eingehende  Beschäftigungen  so  unpraktischer 
l^atnr  nicht  dulden  wollte.  Ueber  alle  Hindernisse  obsiegte  jedoch  der 
kräftige  Geist,  der  eiserne  Wille  des  Jünglings«  Mathematische  Vorlesun- 
gen ,  an  denen  er  als  eingesehriebener  Zuhörer  nicht  theilnehmen  konnte, 
verfolgte  er  ins  Geheim  an  der  Thür  des  Hörsaales  lauschend ,  bis  eines 
Tages  der  Lehrer  ihn  in  dieser  Stellung  entdeckte  und  von  da  an  die  be- 
sondere Leitung  seiner  geometrischen  Studien  übernahm.  Als  Galilei, 
21  Jahr  alt,  die  Universität  verlassen  musste,  weil  sein  Vater  die  Mittel 
zum  weiteren  Studium  nicht  aufbringen  konnte,  der  Grossherzog  von  Tos- 
oana  arber  jede  Unterstützung  Galileis  verweigerte,-  um  welche  er  ange- 
gangen wurde,  da  war  der  junge  Mathematiker  und  Physiker  schon  reif 
und  konnte  auf  eigenem  Wege  fortschreiten. 

Eine  Entdeckung  hatte  er  schon  als  Student  gemacht.  Es  war  in 
dem  Dome  zu  Pisa,  welchen  der  aus  innerster  Ueberzeugung  streng- 
gläubige Jüngling  häufig  besuchte.  In  andächtigem  Gebete  mochte  er 
smn  gepresstes  Herz  erleichtern,  mochte  neue  Hoffnung,  neue  Zuversicht 
erflehen.  War  doch  die  Gegenwart  für  ihn  eine  schwere,  hatte  er  doch 
hinlängliche  Veranlassung,  den  sehnsuchtsvollen  Blick  nach  oben  zu  wen- 
den, nach  jenen  unbekannten  Höhen,  dem  wahren  Sinnbilde  der  Unend- 
lichkeit und  deshalb  auch  dem  Sitze  des  Unendlichen  in  den  Glaubens- 
kreiaen  aller  Völker.  Und  siehe  da,  wie  sein  Auge  sich  erhob ,  da  haftete 
es  festgebannt  an  einer  Stelle.  Eine  Lampe,  welche  im  Heiligthume 
brannte,  war  in  schwingende  Bewegung  gerathen.  Galilei  folgte  ihrem 
periodischem  Wechselgange  mit  angestrengter  Aufmerksamkeit ,  und  als- 
bald fiel  ihm  auf,  wie  die  Grösse  der  Schwingungen  eine  immer  geringere 
wurde,  wie  aber  trotzdem  dieselbe  Zeit  verstrich  von  dem  Augenblicke  an, 
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wo  die  Lampe  ihre  äusserste  Stelle  nach  rechts  inne  hatte,  bi«  sie  bq 
änsserst  nach  links  angekommen  war.  Die  Gleich leitigkeit  der  Pendel- 
Schwingungen ,  so  nennt  die  heutige  Wissenschaft  dieses  Naturgesetz ,  war 
entdeckt,  und  damit  hatte  Galilei  den  ersten  Schritt  auf  der  grossen  Bahn 
gemacht,  auf  welcher  nach  einander  auch  die  übrigen  Pendelgesetse ,  sch 
wie  die  Gesetze  des  freien  Falles  sich  seinem  geistigen  Auge  darboten. 

Der  Ruf  des  jungen  Gelehrten,  des  modernen  Archimed,  wie  Marquis 
del  Monte  ihn  schon  damals  nannte,  verbreitete  sich  mit  ungewöhnlicher 
Schnelligkeit.  Seine  Freunde  setzten  15B9  es  durch,  dass  ihm  die  Pro- 
fessur der  Mathematik  zu  Pisa  mit  einem  Jahresgehalte  von  60  Thalem  auf 
9  Jahre  übertragen  wurde.  Die  letztere  Bedingung  darf  keinen  Anstoss 
erregen.  In  Italien  war  es  fast  ausnahmslose  Regel,  die  Lehrstühle  immer 
nur  auf  eine  bestimmte  Zeit  zu  besetzen.  Der  Gehalt  dagegen  war  für 
die  dortigen  Verhältnisse  ein  überaus  geringer.  In  Frankreich  und 
Deutschland  wäre  auch  dieses  nicht  der  Fall  gewesen.  Der  Lehrstuhl  der 
Astronomie  zu  Paris,  welchen  Ramus  gründete,  war  mit  85  Thalern,  der 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Heidelberg  gar  nur  mit  60  Gulden  nebet 
freier  Wohnung  aasgestattet,  aber  in  Italien  wurden  die  Gelehrten  immer» 
hin  besser  bezahlt.  Mochte  auch  der  Gehalt  von  2000  Thalern  jährlich^ ' 
welchen  Mercuriale,  der  Professor  der  praktischen  Medicin  in  Pisa,  damals 
bezog,  ein  ausnahmsweise  grosser  gewesen  sein.  Der  Abstand  gegen  die 
60  Thaler,  mit  denen  Galilei  sich  begnügen  musste,  ist  doch  zu  bedeutend, 
um  nicht  den  Gehalt  des  Galilei  ebenso  unverhftltnissmäasig  gering,  wie 
den  des  Mercuriale  unverhältnissmässig  hoch  erscheinen  zu  lassen* 

Galilei  begann  seine  Vorlesungen,  in  welchen  er  offen  gegen  die  da« 
mals  noch  allmächtige  Schule  der  Aristoteliker  auftrat.  Es  waren  die 
Lehren,  in  welchen  er  selbst  erzogen  war,  gegen  welche  sein  Muth  ihn 
führte ,  Lehren ,  welche  feste  Wurzel  geschlagen  hatten  in  der  so  gern  an 
Autorität  sich  anklammernden  unselbstständigen  Mehrheit.  Mochte  auch 
in  Frankreich  schon  ein  halbes  Jahrhundert  früher  Ramus  den  Kampf  auf 
Leben  und  Tod  zwischen  der  modernen  Forschung  und  dem  eingerosteten 
Vornrtheile  aufgenommen  haben,  das  blutige  Ende  dieses  Streiters  in  der 
Bartholomäusnacht  war  nicht  geeignet,  zur  Nachfolge  aufzumuntern,  und 
welche  Stimmung  noch  immer  in  den  massgebenden  Kreisen  anhielt,  zeigt 
f  jener  Parlamentsbeschluss  von  1624,  welcher  Angriffe  auf  Aristoteles  mit 
^der  Todesstrafe  bedrohte.  Auch  hatte  in  Italien  noch  kein  hervorragender 
Gelehrte  die  Fesseln  der  peripathetischen  Schule  öffentlich  abgestreift, 
und  selbst  in  Deutschland  trat  Keppler  erst  auf,  als  Galilei  schon  mitten 
im  Kampfe  war.  Galilei's  Vorlesungen  in  Pisa  waren  unter  solchen  Be* 
dtngungen  nicht  von  grossem  Erfolge ,  und  als  er  sich  nun  gar  Johann  von 
Medicis,  den  natürlichen  Sohn  von  Cosmus  I.,  zum  Feinde  machte,  indem 
er  die  Mängel  einer  Erfindung  aufdeckte,  auf  welche  dieser  sich  viel  zu 
Gute  that,  als  die  Peripathetiker  diese  Gelegenheit  benutzten,  einen  hoch« 
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gettelHen  Bnodesgenossen  sich  sti  erwerben ,  da  war  Galilei's  Bleiben  in 
Pisa  unmöglich« 

Wie  man  ihn  ohne  Bedauern  scheiden  sah,  so  ging  er  ohne  Bedauern, 
um  ld02  nach  dem  Freiataate  Venedig  übersusiedeln.  Dort  war  auch  für 
die  Forschung  ein  Freistaat  gegründet,  und  Galilei  wurde  dessen  hervor* 
ragendster  Bürger.  Er  nahm  Besits  von  dem  Lehrstuhle  der  Mathematik 
in  Padua.  Der  grdsste  Hörsaal  dieser  an  zahlreiche  Zuhörer  gewöhnten 
Hochschule  reichte  kaum  aus,  um  Alle  zu  fassen,  welche  unter  Galilei  stu- 
diren  wollten.  Auch  Privatstunden  mnsste  er  in  ziemlicher  Menge  er* 
theilen ,  so  dass  sein  Einkommen  sich  jetzt  plötzlich  auf  2000  Thaler  etwa 
belief,  seine  pecuniAre  Zukunft  also  gesichert  erschien.  Den  Aufenthalt 
in  Padua  bezeichnen  Entdeckungen  und  Erfindungen  Galilei's  von  der 
grössten  Tragweite.  Kurz  nach  1544  erfand  er  den  für  die  geometrisciia 
Zeiehenkunst  überaus  wichtigen  Proportionalzirkel.  Um  dieselbe  Zeit» 
jedenfalls  vor  1507,  verfertigte  er  den  ersten  Thermometer«  Im  Jahre  1507 
beachäfkigte  er  sich  zuerst  mit  dem  sogenannten  copernikanischen  Welt- 
ajsteme  und  erkannte  die  Richtigkeit  desselben,  die  Richtigkeit  des  ihm 
SU  Grunde  liegenden  Satzes  von  der  Bewegung  der  Erde  um  die  SonnOi 
während  das  entgegenstehende  ptolomllische  System  der  Sonne  eine  Be- 
wegung um  die  stillstehende  Erde  suschrieb.  Galilei's  Aeussernngen  da* 
ruber  finden  sieh  in  einem  Briefe  an  Keppler.  Weiter  erfuhr  Galilei  1609, 
dass  ein  flandrischer  Künstler  einen  Apparat  zusammengesetzt  habe,  ge* 
eignet,  entfernte  Gegenstände  in  scheinbare  Nähe  zu  rücken«  Das  Nach* 
denken  einer  einzigen  Nacht  genfigte  Galilei,  um  das  Telescop  nachzuer- 
finden,  und  sein  Apparat  übertraf  sogleich  bei  Weitem  den  des  Holländers. 
Denn  wenn  dieser  eine  2tö malige  Flächenvergrösserung  hervorbrachte,  so 
erzielte  Galilei  alsbald  eine  1000  fache  Vergrösserung.  Dieses  letztere  Re- 
•nhat  ganz  besonders  machte  auf  das  grosse.  Publikum  einen  kaum  zu  be* 
schreibenden  Eindruck«  Die  Dächer  der  Paläste,  die  Glockenthüren  der 
Kirche  verwandelten  sich  in  eben  so  viele  Wallfahrtspunkte  der  Neu- 
gierigen ,  welche  das  Meer  nach  Schiffen  durchspähend  von  der  Wirkung 
des  Fernrohres  sich  überzeugen  wollten.  Der  Senat  von  Venedig  be- 
•ekloss,  die  0  jährige  Dauer,  aufweiche  Galilei's  Anstellung  als  Professor 
abgeaciilossen  war,  ausnahmsweise  in  eine  lebenslängliche  zu  verwandeln; 
SU  solcher  Dankbarkeit  fühlte  man  sich  dem  Urheber  einer  Erfindung  ver- 
pflichtet, durch  welche  jede  Ueberraschung  der  Stadt  von  Seiten  einea 
Feindes  zur  Unmöglichkeit  geworden  war.  Sonderbarer  Zwiespalt  der 
menschlichen  Natur,  welche  bald  solcher  Erfindungen  sich  freut,  welche 
darnach  angethan  seheinen,  blutige  Kriege  verhindern  zu  müssen,  bald 
wieder  auf  andere  Erfindungen  sinnt,  welche  jene  Vorsichtsmassregeln  zu 
Schanden  machen  I 

Galilei's  Streben  ging  tlber  das  praktische  Bedttrfniss  der  Staatsver- 
vertbeidigung  weit  hinaus.     Nicht  das  Aufsteigen  segelnder  Schiffe   des 
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adriatischen  Meeres  reizte  seine  Neugier;  die  unbekannten  Rftnme  dea 
Himmels  durchforschte  er  mit  seinem  Fernrohre,  nnd  wunderbare  Ent* 
deeknngen  belohnten  seine  Anstrengungen.  So  entdeckte  er  am  7.  Ja- 
nuar 1610  die  Monde  des  Planeten  Jupiter,  welche  er  dem  Fttrstenbansa 
seiner  Heimath  zu  Ehren  die  mediceischen  Sterne  nannte.  So  erkannte 
er  den  Planeten  Saturn  als  einen  dreigestaltigen ,  aus  drei  Theilen  be- 
stehenden,  eine  Entdeckung ,  welche  später  dahin  nüher  präcisirt  wurde, 
dass  der  Ring  des  Saturn  in  einer  bestimmten  Lage  ein  derartiges  Schau- 
spiel darbietet.  So  wagte  er  es,  selbst  den  blendenden  Strahlen  der  Sonne 
zu  trotzen,  und  er  bemerkte,  dass  einzelne  Stellen  eine  weniger  intensive 
Leuchtkraft  besitzen,  als  die  übrige  Oberfläche,  er  entdeckte  die  sogenann- 
ten Sonnenflecken.*)  Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  war  allerdings 
von  ihm  noch  nicht  zu'  verlangen.  Sind  doch  die  Physiker  bis  auf  den 
keutigen  Tag  noch  nicht  ganz  einig  darüber ,  wenn  auch  dief  neuesten  Un- 
tersuchungen der  Hypothese  einen  hohen  Qrad  von  Wahrscheinlichkeit 
beigelegt  haben ,  wonach  die  Sonnenflecken  als  Wolken  der  Sonne  zn  be- 
trachten wären.  Von  Wolken  im  irdischen  Sinne  kann  freilich  bei  der 
Temperatur  der  Sonne  nicht  die  Rede  sein.  Wir  müssen  etwa  an  Wolken 
von  Eisen  oder  Platina  denken,  denn  diese  Stoffe  dürften  in  den  Strömen 
der  Sonne  fiiessen,  dünnflüssig  wie  unsere  athmosphärische  Luft,  während 
die  festeren  Stoffe,  wenn  solche  existiren,  wohl  von  uns  ganz  unbekannter 
Natur  sind.  Aber,  wie  gesagt,  Galilei  konnte  eine  Erklärung  unmöglich 
liefern,  und  es  gehört  mit  zu  seiner  geistigen  Grösse,  dass  er  diese  Unmög* 
lickheit  erkannte.  Er  beschränkt  sich  ausdrücklich  auf  die  Widerlegung 
der  Ansicht,  als  wenn  die  Flecken  Planeten  wären,  und  auf  die  blosse  Be- 
schreibung seiner  Wahrnehmungen  in  ähnlicher  Weise  wie  er  auch  bei  der 
Darstellung  der  Fallgesetze  sich  damit  begnügt,  die  Thatsache  anzugeben» 
dass  ein  fallender  Körper  in  jeder  folgenden  Zeitsecnnde  rascher  falle,  als 
in  der  vorhergehenden,  dass  er  eine  Beschleunigung  der  Fallgeschwindig- 
keit erleide,  dass  dadurch  die  weitere  Thatsache  auftrete,  dass  die  Fall- 
räum.e  nicht  einfach  der  Zeit,  sondern  dem  Quadrate  der  Zeit  proportional 
seien,  aber  ohne  eine  Erklärung  dieser  Thatsachen  zu  versuchen.  Hätte 
er  immer  an  diesen  Grundsätzen  festgehalten,  den  Beobachtungen  keino 
fremdartigen  Betrachtungen  beizumengen!  Er  hätte  alsdann  vermieden, 
die  Schuld  auf  sich  zu  laden,  welche  in  dem  spannenden  Drama  seiner 
Lebensschicksale  die  Katastrophe  herbeiführte. 

Die  astronomischen  Entdeckungen  Galilei's  Hessen  in  ihm  das  Bedllrf- 
niss  nach  grösserer  Müsse  entstehen.  Wenn  er  die  Nächte  hindurch  seine 
Beobachtungen  angestellt  hatte ,  so  musste  er  wünschen ,  nicht  den  ganaen 
Tag  durch  Unterricht  in  Anspruch  genommen  zu  sein,  er  musste,  sei  es 


*)  Nach  anderer  Ansicht  hätte  Galilei  die  Sonnenflecken  erst  1612  bemerkt, 
gleichzeitig  wie  auch  Pater  Scheiner,  und  der  eigentliche  Entdecker  wäre  Jo- 
hannes Fabricias  aus  Friesland  1611. 
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Äür  Erholung,  sei  es  aur  Verarbeitang  seiner  Wahrnehmungen,  darauf  be- 
da(^ht  sein ,  eine  weniger  gebundene  Stellung  zu  gewinnen.  Sie  bot  sich 
ihm  in  der  Heimath ,  als  der  junge  Grossherzog  Cosmus  U.  ihn  nach  Pisa 
zurückberief,  um  den  Rang  des  ersten  Mathematikers  dieser  Universität 
einzunehmen ,  ohne  die  Verpflichtung  Vorlesungen  zu  halten ,  oder  auch ' 
nur  in  Pisa  zu  wohnen.  Die  Bestellung  als  Professor  diente  eben  nur  als 
Vorwand ,  damit  die  Besoldung  aus  der  Universitätskasse  ausgezahlt  wer- 
den  musste.  Oalilei  nahm  den  Buf  trotz  Abrathen  seiner  genauesten 
Freunde  am  10.  Juli  1610  an,  und  kaum  war  er  Mitte  September  in  Florenz 
angekommen,  so  fügte  er  seinen  astronomischen  Entdeckungen  eine  neue 
bedeutsame  bei ,  die  Entdeckung  der  Phasen  des  Planeten  Venus.  Es  ist 
nicht  möglich,  in  der  hier  nothwendigen  Kürze  den  Sinn  dieser  Worte  und 
die  Wichtigkeit  der  Entdeckung  zu  erörtern.  Die  Bemerkung  muss  ge- 
nügen, dass  dadurch  eine  kräftige  Stütze  für  die  Lehre  von  der  Bewegung 
der  Erde  utn  die  Sonne  gewonnen  war. 

Und  fragen  wir  nun ,  welche  Stellung  die  Wissenschaft  der  Zeit  der 
erneuten  Sternkunde  gegenüber  einnahm,  so  finden  wir  von  Seiten  der 
Männer,  welche  an  der  Spitze  des  Unterrichtswesens  an  den  einzelnen 
Universitäten  standen,  Männer,  die  grossentheils  den  geistlichen  Orden 
der  Jesuiten  und  Dominikaner  angehörten,  ein  vollkommenes  Abwebrnngs- 
system,  welches  soweit  ging,  dass  sogar  der  Beweis  des  Augenscheines 
nicht  selten  verweigert  wurde.  Ein  merkwürdiges  Beispiel  der  Art  bietet 
jener  Pater  Provinzial  der  Jesuiten,  welchem  Pater  Scheiner,  ein  Mitglied 
desselben  Ordens,  aber  von  grösserer  wissenschaftlicher  Unbefangenheit, 
die  Sonnenflecken  zeigen  wollte.  Wozu,  erwiderte  der  weise  Herr.  Der- 
gleichen können  ja  gär  nicht  existiren ;  denn  er  habe  zweimal  den  ganzen 
Aristoteles  durchgelesen  und  keine  Sylbe  gefunden,  welche  auf  Sonnen- 
flecken  sich  auch  nur  deuten  lasse.  Eine  einzige  Anecdote  von  solcher 
Gattung  kennzeichnet  die  Zeit  und  den  eingerosteten  Autoritätsglauben 
derselben  deutlicher,  als  lange  Auseinandersetzungen  es  vermöchten. 

Galilei  reiste  im  Frühjahr  1611  nach  Rom,  wohl  grossentheils  um 
einige  einflussreiche  Persönlichkeiten  zu  überzeugen ,  und  dadurch  wenig- 
stens so  viel  zu  erlangen,  dass  man  seine  Beobachtungen  einer  Prüfung 
würdig  erachte.  Die  sogenannte  Academie  der  Lüxa,  Academia  dei  Lincei, 
an  ihrer  Spitze  der  Präsident,  Prinz  Cesi,  traten  alsbald  auf  GaHlei's 
Seite  und  blieben  dessen  unbedingte  Anhänger,  auch  als  er  nach  kurzem 
Aufenthalte  in  die  Heimath  zurückkehrte.  Aber  neben  den  neuen  Freun- 
den hinterliess  der  florentiner  Gelehrte  in  Rom  auch  neue,  erbitterte 
Feinde.  Die  Beobachtung  der  Soflnenflecken  hatte  gezeigt,  dass  dieselben 
nicht  immer  an  demselben  Orte  auf  der  Sonnenscheibe  sichtbar  sind.  Pater 
Scheiner  und  seine  Anhänger  schlössen  daraus,  die  Sonnenflecken  seien 
Trabanten  der  Sonne,  die  sich  um  dieselbe  bewegten.  Galilei  verwarf 
diese  Meinung,  wie  ich. schon  andeutete,  und  stellte  die  Ansicht  auf,  die 

Z«iU«hriri  f.  Mathematik  u.  Physik.  IX,  3.  13 


178  Galileo  Galilei. 


Sonnenflecken  gehörten  auf  irgend  eine  gleichgültig  welche  Weise  zur 
Sonne  selbst  und  veränderten  ihre  Stellung  zur  Sonnenscheibe  nur  schein* 
bar  vermöge  einer  Axendrehung  der  Sonne.  Nun  war  es  aber  unmöglich, 
diesen  Gegenstand  genau  zu  erörtern,  ohne  gleichzeitig  die  Hauptfrage 
des  Weltsystemes  mit  in  das  Bereich  der  Discussion  zu  ziehen,  die  Frage, 
bei  welcher,  wie  schon  bemerkt,  Galilei  auf  die  Seite  des  Copernikus  neigte, 
während  die  der  aristotelischen  Schule  angehörigen  Jesuiten  und  Domini- 
kaner die  Lehre  von  dem  Stillstand  der  Sonne  und  der  Jahresbewegung 
der  Erde  für  wissenschaftliche  Ketzerei  erklärten.  Bald  verband  sich  da- 
mit der  Vorwurf  religiöser  Ketzerei. 

Schon  bei  dieser  ersten  Reise  Galilei's  nach  Rom  regte  Cardinal  Roberto 
Bellarmino,  ein  Mitglied  des  Jesuitenordens,  eine  Besprechung  mehrerer 
Fachmänner  unter  seinen  Ordensbrüdern  an ,  in  wie  fern  man  den  Ent- 
deckungen Galilei's  Zuverlässigkeit  zuschreiben  dürfe,  und  zu  welchen 
Folgerungen  sie  berechtigten.  Indessen  ergab  sich  damals  kein  erheblicher 
Widerspruch,  vielleicht  weil  Pater  Clav  ins  an  der  Besprechung  theil- 
nahm,  ein  lichter  Kopf,  welcher  in  der  Geschichte  der  Mathematik  mit 
Ehren  genannt  wird.  Immerhin  war  und  blieb  der  Anstoss  gegeben.  Je- 
suiten und  Dominikaner  wetteifernd  begannen  eine  Polemik  gegen  Galilei, 
die  auf  alle  Gebiete  sich  erstreckte ,  die  aber  auch  auf  allen  Gebieten  mit 
denselben  Waffen  aus  der  Rüstkammer  des  Aristoleles  geführt  wurde.  Bei 
Fragen  der  Mechanik,  insbesondere  der  von  Galilei  zum  ersten  Male, 
wissenschaftlich  begründeten  Bewegungslehre  schwimmender  Körper  ging 
man  nicht  etwa  auf  die  mathematische  und  physikalische  Beweisführung 
selbst  ein.  Die  Autorität  des  Aristoteles  wurde  entgegengehalten.  Galilei 
liess  von  Anfang  den  Streit  durch  seine  Freunde,  besonders  durch  den  Be- 
nedictiner  Pater  Castelli  führen,  während  er  mit  anderen  gewaltigen 
Erfindungen  beschäftigt  war  -^  er  setzte  damals  1612  das  erste  Mikroskop 
zusammen  —  aber  man  sieht  augenblicklich  und  wusste  es  schon  damals, 
dass  Galilei  an  die  einzelnen  Schriften  noch  die  letzte  Feile  legte,  so  dass 
er  immerhin  selbst  als  der  Streitführende  betrachtet  werden  durfte.  Eine 
öffentliche  Disputation,  welche  zwischen  Castelli  und  einem  pisaner  Pro- 
fessor stattfand,  brachte  Galilei  in  den  Vordergrund.  In  Hinblick  auf 
diese  Dispatation  schrieb  er  den  21.  December  1613  einen  berühmt  gewor- 
denen Brief  an  Castelli,  in  welchem  zuerst  theologische  Abschweifungen 
vorkamen.  Galilei  kommt  nämlich  auf  die  Stelle  des  Buches  Josua  zu 
reden,  in  welcher  Josua  der  Sonne  Stillstand  befiehlt.  Er  zeigt,  dass  ein 
ängstliches  Kleben  an  dem  Wortlaute  daraus  die  vorhergehende  Bewegung 
der  Sonne,  also 'das  ptolomäische  Weltsystem  ableiten  müsse,  und  dass 
umgekehrt  aus  diesem  mit  Nothwendigkeit  hervorgehe,  dass,  wenn  die 
Sonne  am  Firmamente  festgehalten  wurde,  die  Tageslänge  abgekürzt  wurde, 
also  gerade  das  Gegentheil  erzielt  wurde  von  dem,  was  Josua  beab- 
sichtigte. 
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Wie  kam  wohl  Galilei  dazu,  plötslich  in  der  Bibel  die  Beweise  für 
seine  Ansichten  zn  suchen  ?  Diese  Frage  drängt  sich  ans  mit  Nothwen- 
digkeit  auf;  ihre  Beantwortung  ist  unschwer.  Hatte  doch  Galilei  bisher 
schon  mit  allen  Waffen  der  exacten  Wissenschaft  versucht,  seine  Gegner 
aas  dem  Felde  zu  schlagen ,  und  waren  doch  diese  Anstrengungen  frucht- 
los geblieben.  Die  wuchtvollsten  Stösse  waren  abgeprallt  an  dem  uu- 
dorchdringlichen  Panzer  des  Autoritätsglaubens,  an  dem  mit  dem  Namens- 
zeichen des  Aristoteles  geschmückten  Schilde  der  Peripathetiker.  Musste 
er  da  nicht  auf  den  Gedanken  kommen,  Autorität  gegen  Autorität  zu  setzen, 
das  Wort  des  griechischen  Weisen  mit  dem  Worte  der  Offenbarung  zu 
schlagen?  Musste  er  da  nicht  nach  solchen  Gründen  suchen,  welche  für 
ihn  persönlich  höchstens  ein  dialektisches  Interesse  besassen,  von  denen 
er  aber  wusste,  dass  seine  Gegner  sie  höher  achten  würden,  als  alle  wah- 
ren Gründe?  Ich  wüsste  nicht,  wie  man  ihm  dieses  übel  nehmen  könnte, 
und  wenn  es  ein  Fehlschritt  war,  den  er  that,  so  liegt  die  Schuld  nicht 
darin,  dass  er  auf  das  theologische  Gebiet  hinübertrat,  sondern  darin,  dass 
sein  Fuss  den  schlüpfrigen  Boden  nicht  gewohnt  war,  dass  sein  Auge  die 
Fossangeln  nicht  sah,  mit  welchem  der  neue  Kampfplatz  rings  umgeben 
wan 

Der  Brief  Galilei's  wurde  bald  allgemein  bekannt,  da  CastelU  für  sich 
nur  Vortheil  darin  fand,  die  üebereinstimmung  seines  grossen  Freundes 
mit  seinen  eigenen  Ansichten  öffentlich  zu  machen.  Er  ahnte  nicht,  dass 
er  damit  den  Freund  ins  Verderben  stürzte.  Ein  Dominikaner,  Pater 
Caccini,  beantwortete  den  Brief  von  der  Kanzel  herab  in  einer  Predigt, 
welcher  als  doppelter  Text  das  10.  Kapitel  des  Buches  Josna  und  das 
1.  Kapitel  der  Apostelgeschichte  zu  Grunde  lag.  Viri  Galilei  —  so  be- 
gann er  seine  Rede  mit  absichtlicher  Zweideutigkeit,  dass  man  je  nac^ 
Belieben  „Männer  von  Galiläa^'  oder  „Männer  des  Galilei"  verstehen 
konnte  —  was  schaut  Ihr  gegen  Himmel?  Und  daran  knüpfte  er  Ver- 
dächtigungen und  Hinweise,  die  noch  deutlicher  waren,  die  das  Ganze  zu 
dem  machten,  was  es  sein  sollte,  zu  einer  Öffentlichen  Anklage.  Der  Do- 
minikanergeneral Mar  äff  i  war  entrüstet  über  diesen  Skandal,  so  nennt  er 
selbst  das  Benehmen  Caccini^s  in  einem  an  Galilei  gerichteten  Entschuldi- 
gungsschreiben. Er  könne  unmöglich  die  Verantwortlichkeit  tragen 
für  die  Albernheit  seiner  Untergebenen.  Allein  Caccini  Hess  es  nicht  da- 
bei. Er  schickte  die  Abschrift  des  Galilei'schen  Briefes  nach  Born  und 
suchte  damit  die  theologische  Correctheit  seines  Angriffes  zu  begründen. 
Das  Original  des  Briefes  selbst,  welches  man  nun  von  Castelli  zum  Ver- 
gleiche einverlangte,  war  zwar  nicht  mehr  in  dessen  Händen,  sondern  dem 
Schreiber  zurückgestellt,  wie  Castelli  erklärte;  aber  dieses  Beweises  be- 
durfte es  nicht,  da  andere  Schriftstücke  des  Galilei  vorlagen,  in  welchen 
er  dieselbe  theologische  Kichtung  verfolgte,  und  in  deren  einem,  einem 
Sendschreiben  an  Christin  von  Lothringen,  die  Worte  vorkamen:    „der 
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heilige  Qeidt  habe  uns  seigen  wollen,  wie  man  team  Himmel  gelange,  nicht 
aber  wie  die  Himmel  sich  bewegten/^ 

Es  scheint  in  der  That,  als  ob  es  jetst  einiger  Anstrengung  von  Seiten 
Freunde  Galilei's  bedurfte,  nm  den  Sturm  su  beschwichtigen,  welcher  gege/fBk 
ihn  sich  erhob.  Fast  am  thätigsten  in  dieser  Beeiehung  war  Cardinal 
Maffeo  Barberini,  selbst  ein  Zögling  der  Jesuiten,  aber  freier  denkend 
als  die  meisten  seiner  Ordensbrüder  und  besonders  in  den  Naturwissen- 
schaften der  neuen  Lehren  von  Hersen  zugethan«  Von  ihm  stammt  der 
Rath,  Galilei  möge  nur  die  heilige  Schrift  aus  dem  Spiele  lassen;  seiner 
mathematisch-physikalischen  Doctrinen  wegen  werde  ihm  Niemand  Etwas 
anhaben.  Statt  diesen  Rath  einfach  zn  befolgen,  was  wohl  das  Beste  ge- 
wesen wäre,  was  aber  allerdings  einen  hohen  Grad  geistiger  Entsagung 
erfordert  hatte,  denn  der  plötzlich  Verstummende  konnte  als  ein  aas 
Mangel  an  ferneren  Gründen  zum  Schweigen  Gebrachter  verkannt  werden, 
statt  dessen  ging  Galilei  am  Anfang  des  Jahres  1615  zum  zweiten  Male 
nach  Rom,  seine  Sache  bei  Papst  Paul  V.  persönlich  zu  vertreten.  Seine 
Anwesenheit  hatte  den  entgegengesetzten  Erfolg ,  den  er  von  ihr  erwar- 
tete. Nicht  blos  seine  eigene  Angelegenheit  verschlimmerte  sich  durch 
sein  unbeugsames,  festes  Einstehen  für  das,  was  er  als  wahr  erkannt  hatte, 
auch  die  wissenschaftliche  Sache,  welche  er  vertrat,  musste  dartinter 
leiden. 

Am  26.  Februar  1616  theilte  Cardinal  Bellarmino  dem  Galilei  ein  pftpst« 
liehe«  Decret  mit,  welches  unter  dem  Namen  des  Verbotes  von  1616 
eine  wichtige  Rolle  in  Galilei's  fernerer  Lebensgeschichte  spielt  Es  wurde 
ihm  darin  anbefohlen,  die  Meinung,  als  sei  die  Sonne  der  unbewegliche 
Weltmittelpunkt  und  als  bewege  sich  die  Erde,  künftig  überhaupt  zu 
lassen,  jedenfalls  aber  sie  in  keiner  Weise  irgendwie  durch  Wort  oder 
Schrift  zu  halten,  zu  lehren  oder  zu  vertheidigen.  Galilei,  so  heisst  es 
wörtlich  in  den  geführten  Protokollen ,  gab  sich  zur  Ruhe  und  versprach 
Gehorsam. 

Wohl  mag  dieses  Versprechen  ihm  einen  schweren  Seelenkampf  ge- 
kostet haben ;  aber  zu  der  Leistung  desselben  drängte  ihn  vor  Allem  der 
Wunsch,  die  Autorität  des  Papstes  nicht  zu  geDlhrden  zu  einer  Zeit,  wo 
vom  deutschen  Norden  her  mächtige  Feinde  der  katholischen  Kirche  droh- 
ten, wo  zugleich  in  Sicilien  ketzerische  Meinungen  laut  wurden ,  und  auch 
in  der  Lombardei  der  Geist  des  Widerspruchs  sich  regte.  Ich  habe  früher 
schon  hervorgehoben,  dass  Galilei  strenggläubiger  Katholik  aus  Ueber- 
zeugung  war.  Darüber  stimmen  alle  Berichte  überein  ans  allen  Zeiten 
seines  vielbewegten  Lebens,  und  diesen  Umstand  darf  man  nicht  ausser 
Augen  lassen,  wenn  man  sein  Benehmen  der  geistlichen  Gewalt  gegenüber 
beurtheilt. 

Mit  dem  an  Galilei  ertheilten  Befehle  begnügte  man  sich  nicht.  Am 
5.  März  wurde  das  Hauptwerk  des  Copernicus  selbst  dem  Index  der  ver- 
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botenen  Büclier  einrerieibt,  bis  es  Aandearungen  erfahren  haben  würde. 
Man  sieht,  wie  der  Einfluss  der  Feinde  der  neuen  Lehre  im  Wachsen  war, 
wie  sie  es  wagen  durften,  sogar  gegen  ein  Buch  aufzutreten,  welches  schon 
seit  mehr  als  70  Jahren  die  allgemeine  Bewunderung  erregte ,  welches  so 
wenig  den  Dogmen  der  Kirche  zu  widersprechen  schien ,  dass  Papst 
Paul  III.  seiner  Zeit  die  Widmung  desselben  angenommen  hatte,  welches 
auch  den  empfindlichsten  Leser  nicht  beleidigen  konnte ,  so  sehr  hatte  der 
bekannte  protestantische  Theologe  Andreas  Oslander,  der  Freund  des 
Copernicus  und  Herausgeber  des  Buches ,  in  einer  Vorrede  sich  bemüht, 
dem  schlimmen  Eindruck  zuvorzukommen,  welchen  die  Lehre  von  der  Be- 
wegung der  Erde  auf  befangene  Gemüther  machen  konnte.  In  dieser 
Vorrede  wurde  nämlich  die  Lehre  von  der  Bewegung  der  Erde  als  eine 
blosse  Hjpothese  dargestellt,  und  dabei  auf  den  allgemeinen  Gebrauch 
der  Astronomen  hingewiesen,  Hypothesen  aufzustellen,  bei  welchen  es, 
wenn  sie  nur  den  Erscheinungen  genügten,  gleichgültig  wäre,  ob  sie  mit 
der  Wahrheit  übereinkämen  oder  nicht.  Dieses  Buch  war  jetzt  nachträg- 
lich als  gefkhrlieh  erklärt,  zu  nachträglichen  Veränderungen  eingezogen« 
Und  die  Veränderungen  erschienen  den  15.  Mai  1620.  Schon  dass  es  so 
lange,  über  4  Jahre,  dauerte,  bis  die  dazu  ernannte  Commission  sich  über 
die  nothwendigen  Correcturen  einigte,  zeigt  uns,  dass  verschiedene  Ein- 
flüsse sich  geltend  machten,  wovon  bald  der  Eine,  bald  der  Andere  mass- 
gebend war.  Endlich  war  offenbar  die  mildere  Aufassung  durchgedrungen, 
als  deren  Vertreter,  freilich  ausserhalb  der  Commission,  ich  den  Cardinal 
Barberini  genannt  habe.  Die  Aenderungen  bestanden  einfach  darin,  dass, 
wie  es  in  Oslanders  Vorrede  erläutert  war ,  auch  in  dem  Buche  selbst  die 
Behauptungen  des  Copernicus  in  blosse  Vermuthungen  umgewandelt  wur- 
den, ohne  dass  die^  mathematischen  und  physikalischen  Beweise  davon  be- 
rührt wurden.  Aus  dem  Decret,  mittelst  welches  die  ofQciellen  Aenderun- 
gen bekannt  gegeben  wurden ,  geht  aber  deutlich  hervor ,  dass  diese  Be- 
stimmungen nicht  nur  rückwirkend  auf  das  Werk  des  Copernicus,  sondern 
auch  für  die  Shxkunft  Geltung  haben  sollten.  Man  sollte  schreiben  und 
lehren  dürfen,  was  Copernicus  in  seinem  Weltsysteme  aufstellte,  nur  müsse 
man  es  vermuthungsweise  thun.  Die  Form  der  Behauptung  widerspreche 
der  heiligen  Schrift  und  der  wahren  katholischen  Auslegung  derselben. 
Wer  sieht  nicht,  dass  dieses  ein  Rückzug  war,  den  man  eben  möglich 
ehrenvoll  antreten  wollte?  Das  Buch  des  Copernicus  war  einmal  in  sei- 
ner ursprünglichen  Gestalt  als  bedenklich  mit  Beschlag  belegt;  man  konnte 
es  nicht  ohne  Weiteres  freigeben ,  wenn  man  nicht  einen  begangenen  Irr- 
thum  eingestehen  wollte,  und  doch  dehnte  man  die  Unfehlbarkeit  der 
Kirche  so  gern  auf  alle  ihre  Institutionen  aus.  Deshalb  ergriff  man  das 
Mittel,  dessen  Auffindung  Oslander  so  leicht  gemacht  hatte;  man  verlangte 
jene  Formänderung,  welche  auf  die  gelehrte  Welt  keinerlei  Einfluss  haben 
wollte  und  haben  konnte,  welche  aber  dem  Laienpublikum  gegenüber  den 
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Anschein  wahrte,  als  habe  die  heilige  Congregation  ihre  Meinung  nicht 
verändert. 

Ich  kehre  wieder  zum  Jahre  1616  zartick.  Galilei  hatte  sich  zwar  dem 
päpstlichen  Verbote  unterworfen,  allein  er  verzweifelte  deshalb  doch  nicht 
daran,  es  vielleicht  wieder  rückgängig  zu  machen ,  und  blieb  in  Rom.  Es 
bedurfte  der  dringendsten  Mahnung  von  Seiten  des  Grossherzogs  von  Tos- 
cana,  um  ihn  zur  Abreise  zu  bewegen ,  und  in  welchem  Sinne  diese  Mah- 
nung abgefasst  war,  kann  man  darnach  beurtheilen,  dass  in  den  betreffen- 
den Briefen  Ausdrücke  vorkamen,  wie  der :  man  solle  bissigen  Hunden  am 
liebsten  aus  dem  Wege  gehen.  So  lange  dieser  Fürst  den  Thron  inne 
hatte,  konnte  Galilei  ruhig  auf  dessen  Schutz  sich  verlassen,  und  es  war 
fast  überflüssig,  dass  Galilei,  als  er  Ende  Mai  Rom  verliess ,  sich  von  Car- 
dinal Bellarmino  noch  ein  offfcielles  Schreiben  ausfertigen  Hess,  worin  ihm 
ausdrücklich  bezeugt  wurde,  dass  er  weder  einer  Kirchenbusse  unterworfen 
worden  sei,  noch  eine  Meinung  habe  abschwören  müssen.  Nur  das  oft  er- 
wähnte Verbot  sei  ihm  eingeschärft  worden ,  und  bei  dessen  wortgetreuer 
Erwähnung  findet  sich  denn  auch  der  Ausdruck  „auf  keine  Weise",  den 
ich  schon  oben  durch  die  Schrift  hervorhob  und  der  später  den  Anhalts- 
punkt zum  Processverfahren  gegen  Galilei  bot. 

Galilei  erfreute  sich  nicht  mehr  lange  der  Gunst  seines  fürstlichen 
Freundes.  Cosmus  II.  starb  1621,  und  der  minderjährige  Ferdinand  IL 
übernahm  die  Regierung,  deren  eigentliche  Leitung  in  den  Händen  des 
Comthurs  Cioli  lag,  eines  durchaus  päpstlich  gesinnten  Mannes,  der  in 
politischen  wie  in  religiösen  Dingen  nur  eine  Richtschnur  des  Verfahrens 
kannte,  die  ihm  von  Rom  aus  überkommenen  Befehle.  So  schmerzlich 
dieser  Thronwechsel  für  Galilei  war,  so  freudige  Hoffnung  schöpfte  er  aus 
einer  anderen  bald  darauf  eingetretenen  Veränderung.  Auch  Paul  V.  starb 
1623,  und  Maffeo  Barberini,  der  Freund  Galilei*s,  wurde  als  Urban  VIIL 
zum  Papste  gewählt.  Die  Schriftsteller,  welche  mit  diesem  merkwürdigen 
Manne  sich  beschäftigt  haben,  schildern  uns  denselben  als  von  athletischem 
Körperbau,  von  unverwüstlicher  Gesundheit ,  von  eiserner  Willensstärke, 
beherrscht  von  einer  einzigen  Leidenschaft,  von  rücksichtslosester  Selbst- 
sucht. So  kam  es,  dass  er  auf  die  weltliche  Macht  weit  mehr  Gewicht 
legte,  als  auf  die  geistliche,  und  daraus  entsprangen  wieder  solche  Ant- 
worten wie  damals,  als  man  ihm  einen  Einwurf  aus  alten  päpstlichen  Con- 
stitutionen machte,  und  er  erwiderte,  der  Ausspruch  eines  lebenden  Papstes 
sei  mehr  werth  als  die  Satzungen  von  hundert  Verstorbenen ;  sicherlich  ein 
Beweis  von  geringer  Fürsorge  für  die  Aufrechterhaltung  geistlicher  Auto- 
rität, welche  kaum  weniger  beeinträchtigt  wurde  durch  Nichtbeachtung 
des  Willens  früherer  Päpste,  als  durch  Fehler  der  Gegenwart.  Von  dem* 
selben,  aus  seinem  Eigentriebe  entspringenden  weltlichen  Herrschergeiste 
zeugt  es,  dass  er,  als  man  ihn  auf  die  marmornen  Denkmale  seiner  Vor- 
gänger aufmerksam  machte,  stolz  erwiderte,  er  wolle  sich  eiserne  Denkmale 
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setzen.  Und  wie  seine  Neigungen,  so  waren  seine  Beschäftigungen.  Wäh- 
rend Paul  y.  dem  Studium  derNSchriften  des  sei.  Justinian  von  Venedig 
die  meiste  Zeit  widmete,  lagen  dagegen  auf  dem  Arbeitstische  Urbans  VIII. 
die  neuesten  Gedichte  weltlichsten  Inhalts,  oder  Entwürfe  zu  Festungswer- 
ken, wie  er  denn  den  weiteren  Ausbau  der  Gngelburg  nach  eigenem  Plane 
zu  leiten  beabsichtigte.     Das  war  der  Mann,  der  jetzt  auf  Paul  V.  folgte. 

Galilei  eilte  nach  Kom ,  um  ihm  persönlich  zu  seiner  Erhöhung  zu 
gratuliren  und  widmete  ihm  eine  Streitschrift,  welche  er  zum  ersten  Male 
wieder  seit  1612  gegen  seine  Gegner  aus  dem  Orden  der  Jesuiten  von  Sta< 
pel  Hess,  die  sogenannte  Gold  wage,  il  Saggiaiore,  Es  handelte  sich 
darin  nicht  um  die  früheren  Streitpunkte,  sondern  um  die  Enstehung  der 
Kometen,  von  welchen  im  Jahre  1618  nicht  weniger  als  drei  sichtbar  ge- 
wesen waren,  und  welche  Galilei  geneigt  ist,  für  bloss  athmosphärische 
Erscheinungen,  für  regenbogenartige  Meteore  zu  halten.  Wenn  irgendwo, 
so  bot  Galilei  diesmal  Angriffspunkte  dar,  aber  seine  Feinde  verstanden 
nicht,  sie  zu  benutzen.  Sie  bekämpften  vielmehr  die  Schrift  nur  wegen 
eines  biblischen  Citates,  welches  in  ihr  vorkam,  und  damit  drangen  sie 
bei  Urban  VIII.  jetzt  noch  nicht  durch.  Vielleicht  wuchs  Galilei's  Kühn- 
heit gerade  durch  diese  vergeblichen  Versuche,  das  Verbot  des  Saggiatore 
zu  erlangen.  Er  übergab  jetzt  seine  Gespräche  über  die  beiden 
grossen  Weltsysteme  dem  Druck. 

Die  Bedeutung  dieses  Werkes  für  die  weiteren  Schicksale  Galilei's  ist 
eine  zu  grosse,  als  dass  wir  nicht  etwas  eingehender  uns  mit  demselben  be- 
schäftigen. Galilei  last  drei  Männer  über  die  Haltbarkeit  der  copernika- 
nischen  und  der  ptolomäischen  Weltanschauung  sich  besprechen.  Sagredo 
und  Salviati,  beide  verstorbene  Freunde  des  Verfassers,  stützten  die  erstere 
Ansicht  mit  Gründen  der  Philosophie  und  der  Physik.  Ein  dritter  Red- 
ner, dem  der  Name  des  Einfachen  um  nicht  zu  sagen  des  Einfältigen,  bei- 
gelegt ist,  Simplicius*)  tritt  für  das  ptolomäische  System  in  die  Schranken 
und  zieht  beständig  den  Kürzeren.  Nicht  als  ob  ein  eigentliches  Besultat 
vorläge.  Am  Schlüsse  des  Buches  giebt  keiner  der  Opponenten  sich  als 
besiegt.  Sie  verabreden  sich  vielmehr,  wiederholt  zu  neuer  Besprechung 
zusammen  zu  kommen.  Aber  der  Leser  muss,  für  die  Ansicht  des  Coper- 
nicus  gestimmt,  das  Buch  bei  Seite  legen.  Dieses  Buch  sollte  unter  dem 
Schutze  der  Academia  dei  Lincei  in  Roth  erscheinen.  Es  wurde  mit 
strenger  Einhaltung  der  Gesetzesformen  dem  Censor  zur  Prüfung  und  et- 
waigen Veränderung  übergeben.  Das  corrigirte  Manuscript  ging  an  den 
Verfasser  nach  Florenz  zurück.  Da  brach  eine  Seuche  aus,  und  man  er- 
liess  ein  Verbot,  Paquete  aus  dem  inficirten  Land  nach  anderen  Ländern 
überzuführen.  Das  Buch  sollte  nun  in  Florenz  selbst  gedruckt  werden. 
Auch  der  dortige  Censor  prüfte  es  sorgfältig  und  gab  nach  Einholung  der 


*)  Oder  ist  etwa  der  bekannte  Gommentator  des  Aristoteles,  Slmpliciiis  gemeint? 
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Ansichten  der  römischen  Commissäre  seine  Drackbewilligung.  So  er- 
schien es  endlich;  versehen  mit  doppeltem  Imprimatur,  dem  des  röioischep 
und  des  florentinischen  Censors.  Welchen  Eindruck  es  auf  den  Leser 
machen  musste,  habe  ich  schon  gesagt.  Nur  ein  Zweifel  konnte,  Wßan 
auch  nicht  an  der  Tendenz  des  Werkes ,  doch  an  dem  Charakter  des  Ver- 
fassers entstehen.  Man  konnte  sich  fragen,  wie  es  möglich  sei,  dass  einem 
Buche,  welches  offenbar  der  Vernichtung  der  ptolomäischen  Auslichten  ge- 
widmet war,  eine  Vorrede  vorausgeschickt  war,  in  welcher  ausdrücklich 
als  Zweck  des  Werkes  die  Beweisführung  von  der  Richtigkeit  des  ptolo- 
mäischen Systemes  angekündigt  wurde ,  gegenüber  von  dem  durchaus  ver- 
werflichen und  auch  mit  Fug  upd  Hecht  von  der  heiligen  Gongregation 
verworfenen  Systeme  des  Copemicus. 

Dieses  staunende  Fragen  war  freilich  zu  ersparen ,  und  insbesondere 
die  moderne  Geschichtschreibung  hätte  sich  es  ersparen  können,  wenn  nur 
ein  Einziger  hervorgehoben  hätte ,  was  Allen  längst  bekannt  sein  konnte, 
aber  dem  weniger  aufmerksamen  Leser  leicht  entgeht,  dass  die  Vorrede 
gar  nicht  von  Galilei  herrührt,  sondern  dass  sie  von  Riccardi,  dem  päpst- 
lichen Palastmeister  in  Rom,  mit  einem  Briefe  vom  19.  Juli  1031  iiach  Flo- 
renz geschickt  wurde,  um  dem  Buche  vorgedruckt  zu  werden j  dass  dem 
Galilei  nur  die  Erlaubniss  ertheilt  wurde,  Wortveränderungen  damit  vor- 
zunehmen, dass  aber  der  Sinn  bleiben  musste,  widrigenfalls  der  Druck  des 
ganzen  Werkes  zu  unterbleiben  hatte.  Riccardi  war  Galilei's  ehemaliger 
Schüler  und  sein  Freund.  Man  muss  daher  eine  gute  Absicht  zu  Griind^ 
legen  für  das,  was  hier  geschah.  Und  diese  Absicht,  worin  konnte  sie  be- 
stehen ,  als  dem  Buche  denjenigen  Laien  gegenüber ,  welche  nur  Vorireden 
zu  durchblättern  pflegen,  einen  orthodoxen  Anstrich  zu  geben,  und  di^ 
eigentliche  Wirkung  nur  auf  den  Fachmann  zu  beschränken?  Dafür  halte 
man  den  Vorgang  Osiander's,  wie  ich  bereits  erwähnt  habe;  diese  Ansicht 
theilte  Urban  VIIL,  als  er  noch  Cardinal  war;  und  Riccardi  erklärte  spä- 
ter laut  und  öffentlich ,  dass  er  in  der  ganzen  Galilei'scben  Angelegenheit 
nur  nach  Besprechung  mit  Ciampoli,  dem  päpstlichen  Privatsecret^r, 
gehandelt  habe,  Ciampoli  beruft  sich  ebenso  auf  besondere  Befehle 
Urbans,  die  er  erhalten  haben  will.  Riccardi  und  Ciampoli  mussten 
zwar  durch  Verlust  ihrer  Stellen  es  büssen ,  dass  sie  durch  die  Person  des 
Papstes  selbst  sich  zu  decken  suchten,  aber  der  Beweis  der  Unwahrheit 
einer  Aussage  ward  noch  niemals  dadurch  geführt,  dass  man  den  Zeugen 
zum  Stillschweigen  zwang  oder  ihn  mit  Strafe  belegte ,  und  so  dürfte  viel- 
mehr die  Vermuthung  an  innerer  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  die  bicir 
zuerst  ausgesprochen  wird ,  dass  Urban  VUI.  selbst  jener  Vorrede  nicht 
fremd  ist. 

Kaum  jemals  bei  einem  wissenschaftlichen  Werke  vorgekommener 
Beifallsjubel  begrüsste  die  Gespräche.  Die  hervorragendsten  Gelehrten 
aller  Länder  beeilten  sich ,  Galilei  zu  beglückwünschen  wegen  seiner  so 
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allgemeiner  Anerkennnng  sich  erfreueoden  wissenschafüichen  That,  denn 
als  solche  konnte  man  das  Bach  bezeichnen.  Fast  anmittelbar  gleichzeitig 
erhoben  aber  auch  die  römischen  Gegner  Galilei's,  die  Jesuiten  und  Domi- 
nikaner,  welche  wohl  fUhlten ,  dass  ihre  ganze  Gelehrtenstellong  jetzt  anf 
einen  Schlag  yernichtet  war,  Anklagen  gegen  den  Verfasser.  Er  habe,  so 
sagte  man,  gegen  das  an  ihn  speciell  ergangene  Verbot  von  1616  gehandelt, 
nach  welchem  er  sich  yerpflichtet  hatte,  in  keiner  Weise  mehr  für  das  co- 
fernicanische  System  zn  schreiben,  also  auch  nicht  in  Gestalt  von  Ge« 
sprächen,  geschweige  denn  von  solchen  Gesprächen,  bei  denen  der  Ver- 
treter des  ptolomäischen  Systemes  der  schwächere  war.  Formell  war  die- 
ses zwar  ganz  richtig,  aber  wer  möchte  glauben,  dass  Urban  VUI. ,  der 
freidenkendOy  Galilei  wohlwollende,  der  selbst  am  Erscheinen  des  Buches, 
wenigstens  indirect  Theil  hatte,  dem  Wortlaute  eines  früheren  Deoretes, 
von  einem  Terstorbenen  Papste  erlassen,  Rechnung  getragen  hätte?  Würde 
er  jetzt  nicht  sicherlich  die  Antwort  ertheilt  haben,  welche  ich  früher  an- 
führte, dass  die  Satzungen  des  Lebenden  massgebend  seien?  Und  ebenso- 
wenig konnten  die  übrigen  laut  angegebenen  Anklagpunkte  bei  ihm  auf 
Berücksichtigung  hoffen.  Ob  der  Druck  in  Rom  oder  in  Florenz  erfolgte; 
ob  die  Seuche,  welche  in  Florenz  herrschte,  es  wirklich  für  Galilei  zur 
Unmöglichkeit  machte,  sein  Werk  in  Rom  erscheinen  zu  lassen;  ob  die 
Genehmigung  des  römischen  Censors  allein  oder  in  Verbindung  mit  der  des 
florentiner  Oensors  angegeben  werden  musste,  oder  durfte,  oder  ob  es  an 
der  letateren  genügt  hätte,  das  Alles  sind  höchst  unwichtige  Punkte,  welche 
zwar  im  Verlaufe  des  Galilei'schen  Processes  zur  Erörterung  kamen,  aber 
doch  nur  bezeugten,  dass  man  um  triftigere  Anklagen  verlegen  war,  dass 
man  nur  einen  Tendenzprocess  führte. 

Und  dem  war  auch  so.  Galilei's  Feinde  hatten,  umgekehrt  wie  jener 
Grieche,  von  dem  ruhigen,  klar  denkenden  Papste  an  den  ergrimmten, 
zomberauschten  appellirt  Sie  hatten  ihm  die  Ueberzeugung  beizubringen 
gewusst,  dass  Simplicius,  der  alberne  Vertheidiger  des  ptolomäischen 
Systemes  in  Qalilei*s  Buche,  Niemand  anderes  sei,  als  er  selbst,  dass 
Galilei  sich  nicht  begnügt  habe,  ein  gegebenes  Versprechen  zu  missachten, 
dass  er  sogar  auch  seine  heilige  Person  yerspottet  und  verhöhnt  habe.  Es 
fiel  nicht  einmal  schwer,  diese  Verdächtigung  mit  Gründen  zu  unterstützen. 
Denn  Simplicius  führt  einzelne  Redensarten  im  Munde,  welche  Urban  VUI. 
angehören.  Eine  Stelle  insbesondere  ist  gar  nicht  misszuverstehen.  Sim- 
plicius, von  seilten  Gegnern  schwer  bedrängt,  äussert  sich,  es  gäbe  noch 
einen  gar  vortrefflichen  Grund,  der  zur  Beruhigung  dienen  könne,  und  den 
er  aus  den|  Munde  einer  gelehrten,  hochgestellten  Persönlickkeit  vernom- 
men habe.  Es  sei  nämlich  Gott,  dem  All  weisen  und  Allmächtigen,  leicht 
gewesen,  seine  Zweck«  Auf  die  verschiedensten  Arten  zu  erreichen,  und 
somit  erscheine  es  ab  ein  Zweifel  an  der  Allmacht,  wenn  man  behaupten 
wolle,  nur  in  einer  bestimmten  Weise  könne  dieses  oder  jenes  erzielt 
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werden,  wenn  man  glaube ,  mit  mathematischen  Begründungen  dieser  Be- 
hauptung auszureichen.  Diesen  Widerspruch  hatte  aber  Urban  VIIL 
eines  Tages  aufgestellt,  und  wenn  Niccolini,  der  toscanische  Gesandte, 
am  päpstlichen  Hofe  auch  dayon  Nichts  wusste ,  so  erfahren  wir  doch  aus 
einem  der  vielen  Berichte,  welche  er  über  die  Galilei^sche  Angelegenheit 
nach  Florenz  sandte,  dass  der  Papst  gerade  über  diese  Stelle  am  Erbittert- 
sten war.  Wer  mit  Wohlwollen  und  Voreingenommenheit  für  Galilei  die 
Sache  beurtheilen  wollte,  der  könnte  freilich  sagen,  gerade  der  Umstand, 
dass  Simplicius  sich  für  jenen  einen  Grund  auf  eine  hochgestellte  Persön- 
lichkeit berufe,  beweise,  dass  Simplicius  nicht  die  Karrikatnr  von  Ur- 
ban VIIL  sein  sollte,  dass  er  vielmehr  einen  Professor  aus  der  aristoteli- 
schen Schule  darstelle,  welcher  neben  anderen  schlechteren,  ihm  eigen- 
thttmlichen  Beweisführungen  auch  eine  verhältnissmässig  gute  Stütze  an 
einem  Ausspruche  Urbau^s  finde.  Allein  auch  diese  Auslegung,  obwohl  die 
günstigste,  wäre  doch  kaum  genügend  gewesen ,  die  gereizte  Eitelkeit  des 
Papstes  zu  versöhnen,  und  so  bleibt  es  ein  Räthsel,  wie  Galilei  nicht  voraus- 
sah ,  dass  er  mit  dem  Citate  aus  dem  Munde  seines  bisherigen  Gönners 
diesen  erbittern  musste,  wie  er,  wenn  er  es  voraussah,  der  Gefahr  sich  unter- 
zog, da  der  Wahrheit  seiner  Sache  sicher  nicht  weniger  genützt  worden 
wäre,  wenn  er  jene  Stelle  unterdrückte.  Genug,  Galilei  hatte  in  seinem 
Buche  Urban  VIIL  persönlich  beleidigt,  und  der  Papst  rächte,  was  an  dem 
Naturforscher  gesündigt  worden  war.  Eine  besondere  Commission  von  10 
hohen  geistlichen  Würdenträgern,  unter  welchen  der  Neffe  des  Papstes, 
Cardinal  Francesco  Barberini,  sich  befand,  wurde  eingesetzt;  der 
Process  gegen  Galilei  begann. 

Ueber  diesen  Process  ist  schon  viel  geschrieben  worden.  Man  hat 
das  Verfahren  des  Inquisitionsgerichtes  mit  den  düstersten  Farben  gemalt, 
man  hat  von  der  anderen  Seite  die  Inquisition  selbst  als  eine  nicht  hoch 
genug  zu  bewundernde  Einrichtung  geschildert,  welche  niemals,  also  auch 
nicht  gegen  Galilei,  sich  Etwas  zu  Schulden  kommen  Hess.  Beide  Dar- 
stellungen, die  von  Libri,  dem  abgesagtesten  Feinde  der  päpstlichen  Herr- 
schaft und  Alles  dessen,  was  damit  zusammenhängt,  nicht  weniger  als  die 
von  Marino  Marlni ,  dem  römischen  Prälaten  und  Vorstande  des  geheimen 
Archivs  im  Vatikan,  sind  nach  Partheirücksichten  ausgearbeitet,  und  man 
muss  nur  bedauern,  dass  von  päpstlicher  Seite  nicht  vorgezogen  wurde,  . 
alle  auf  diesen  Process  bezüglichen  Protokolle  und  sonstigen  Schriftstücke 
einfach  zu  veröffentlichen,  nachdem  sie  nach  langjähriger  Entfernung  end- 
lich durch  Vermittlung  des  Grafen  Rossi ,  unter  der  Bedingung  der  Ver- 
öffentlichung,  von  Paris  nach  Rom  zurückgekommen  waren.  Ein  wortge- 
treuer Abdruck ,  das  war  es ,  was  die  unpartheiische  Geschichtsforschung 
verlangte  und  erwartete,  unverkürzt,  zugleich  ohne  jene  das  Ziel  ver- 
fehlende, weil  weit  darüber  hinausgehende  Apologie  der  Inquistion.  Frei- 
lich war  ein  vollständiger  Abdruck  nur  dann  möglich,  wenn  ein  vollständi- 
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ges  Mannscript  existirt,  und  darüber  sind  zwei  Meinungen  vorhanden. 
Delambre,  welcher  die  Acten  in  Paris  einsah,  erklärte  sie  ftir  lückenhaft; 
Marino  Marini,  der  sie  in  Kom  in  Verwahrung  hatte,  leugnet,  dass  irgend 
Etwas  fehle,  ja  nur  fehlen  könne.  Ohne  die  Acten  selbst,  welche  Pater 
Theiner,  der  dermalige  Vorsteher  des  geheimen  Archivs,  nicht  gewillt 
scheint,  zur  Vergleichung  auszuliefern  —  wenigstens  blieben  dahin  zielende 
Schritte,  welche  der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  durch  wissenschaftlich 
hochstehende  Vermittlung  versuchte,  ohne  Erfolg  —  ohne  diese  einzige 
durchaus  überzeugende  Controle  ist  man  genöthigt,  sich  an  das  zu  halten, 
was  Marino  Marini  zum  Beweise  der  Vollständigkeit  der  Acten  anführt, 
und  ich  muss  gestehen,  dass  für  mich  die  Prüfung  dieser  Beweisgründe 
die  entgegengesetzte  Wirkung  hatte,  als  mit  denselben  beabsichtigt  war. 
Die  Acten  sind  nämlich  ursprünglich  mit  anderen  Processacten  zu  einem 
Bande  zusammengeheftet  gewesen,  welcher  als  No.  1180  bezeichnet  war 
und  von  Seite  337  bis  zur  Seite  562  auf  Galilei  sich  bezog.  Später  hat  man 
aus  diesem  Theile  einen  neuen  Band  Nr.  1181  gebildet  und  angefangen, 
neu  zu  paginiren.  Diese  Pagination,  unten  an  der  Seite  angebracht,  geht 
aber  nur  bis  zu  Seite  103.  Ein  einfaches  Rechenexempel  sagt  aber,  dass, 
wenn  oben  337  und  unten  1  steht,  dass  alsdann  auch,  wenn  unten  103  steht) 
oben  439  stehen  muss.  Die  Seite,  welche  nach  103  neuer  Pagination  folgt, 
muss  also  Seite  440  alter  Pagination  sein,  und  nun  sagt  Marino  Marini 
{Galileo  e  VInqui$itione  pag.  65) ,  auf  Seite  103  folge  unmittelbar  {immediata- 
menie)  Seite  451.  Entweder  ist  also  die  Pagination  falsch,  was  nicht  ausser 
dem  Bereiche  der  Möglichkeit  liegt,  oder  aber  es  fehlen  die  Seiten  440  bis 
450  alter  Pagination.  Was  auf  diesen,  wenn  die  zweite  Annahme  richtig 
ist,  gestanden  haben  kann,  werden  wir  später  sehen,  und  vorläufig  begnüge 
ich  mich  mit  der  Bemerkung,  dass  Venturi  in  einer  richtigen  Vorahnung, 
welche  freilich  auf  nichts  Thatsächliches  sich  stützte  und  stützen  konnte, 
die  Lücke  dahin  versetzte  und  ihre  Ergänzungen  andeutete ,  wo  auch  sich 
sie  soeben  bemerkbar  machte. 

Wenn  nun  der  Bericht  über  den  Process  nicht  anders  als  nach  dem 
gedruckt  Vorhandenen  eingerichtet  werden  kann^  so  erlaube  ich  mir  zur 
Ergänzung  und  deutlicheren  Verständniss  anzuwenden,  was  ich  in 
einem  alten  Bande  der  Heidelberger  Universitätsbibliothek  über  den 
Criminalprocess  der  Patres  Franciscaner  vorfand,  und  was  Ernst  Meier 
im  Welcker-Rotteck*schen  Staatslexikon  über  den  kirchlichen  Inquisitions- 
process  mittheilt.  In  meiner  ersteren  Quelle  handelt  es  sich  freilich  um 
das  Verfahren  gegen  Ordensbrüder;  indessen  zeigt  der  Vergleich  sowohl 
mit  der  zweiten  Arbeit,  als  mit  dem  Galilei^schen  Processe  selbst,  dass  die 
Verhandlungsweise  des  Inquisitionstribunals  gegen  Laien  kaum  nennens- 
werthe  Unterschiede  darbietet.  Pater  Ludwig  de  Ameno  hat  etwa  60 
Jahre  nach  der  Zeit,  die  uns  hier  beschäftigt,  folgende  Grundzttge  einer 
Processordnung  aufgestellt.     Man  soll  damit  anfangen ,  dass  man  den  An- 
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geschuldigten  vorlade,  aber  Dicht  etwa  als  eiaen  Aageachaldigten,  aondera 
in  allgemeinen  Ausdrücken,  wie:  sein  Erscheinen  sei  in  einem  gewissen 
Becbtshandel  an  diesem  oder  jenem  Tage  erforderlich^  er  möge  sich  daher 
einfinden.  Hat  der  Angeschuldigte  sich  gestellt,  so  wird  ihm  der  Eid  aufge- 
tragen, dass  er  die  Wahrheit  sagen  wolle,  und  ihm  dann  die  Frage  vorge- 
legt, ob  %r  nicht  wisse,  warum  er  vorgeladen  sei.  Ueberkaupt  soll  der 
Bichter  dem  Verlangen  des  Angeklagten,  der  etwa  die  Klagschrift  zu  sehen 
wünscht,  nicht  Folge  leisten,  sondern  darauf  dringen,  dass  er  ohne  Kennte 
niss  der  Punkte,  auf  die  es  ankommt,  antworte;  denn,  heisst  es,  wenn  4er 
Delinquent  schon  2um  Voraus  weiss ,  was  man  wider  ihn  geklagt  oder  aus- 
gesagt hat,  item  wie  die  Beweise  lauten,  so  kann  er  ja  gar  leicht  alle  Aus- 
sagen und  Anzeigen  durch  seine  Antworten  vereiteln.  Meier  führt  noch 
einige  ergänzende  Einzelvor&chriften  an:  der  Inquisitor  möge  die  Acten 
i^ebmen,  darin  blättern  und  dann  äussern,  es  sei  doch  klar,  dass  Angeklag- 
ter nicht  die  Wahrheit  sage;  oder  er  möge  ein  Schriftstück  in  der  Hand 
halten  und  wenn  der  Angeklagte  leugne,  bewundernd  fragen:  „Wie  kannst 
Du  leugnen,  ist  es  mir  nicht  klar?'*  Dann  wieder  darin  lesen  und  noch- 
mals sagen:  „Bede  nun  die  Wahrheit,  nachdem  Du  siehst,  dass  ich  es 
weiAs*';  er  müsse  indessen  mit  solchen  Aeussefungen  nicht  zu  sehr  in^s 
Einzelne  gehen,  sonst  würde  der  Angeklagte  es  bald  merken. 

In  Bezug  auf  die  einzelnen  Verhöre  oder  Constitute,  wie  der  Kunst- 
ausdruck lautet,  schreibt  Ludwig  de  Ameno  vor,  im  ersten  solle  man  nicht 
über  die  allgemeinsten  Fragen  hinausgehen.  Im  zweiten  Constitute 
kommt  der  Bichter  auf  die  Hauptumstände  des  Verbrechens.  Im  dritten 
erst  macht  er  dem  Angeschuldigten  bestimmte  Vorhalte  und  droht  ihm  mit 
der  Folter,  wenn  er  nicht  gestehe.  Darauf  findet  die  peinlicheFrage 
in  der  Folterkammer  statt«  Umgeben  von  den  Werkzeugen  barbarischer 
Erfindungskraft  wird  der  Angeklagte  entkleidet  und  mit  zusammenge- 
scUoasenen  Händen  vernimmt  er  noch  einmal  die  Frage,  was  er  begangen. 
Das  Formular  dieses  vierten  Verhöres  enthält  in  der  von  n^ir  benutzten 
Quelle*  die  Worte:  „Weil  Du  noch  so  hartnäckig  in  Verleugnung  der 
„Wahrheit  bleibst,  so  ermahne  ich  Dich  nochmals,  lege  die  Hartnäckigkeit 
„ab  und  bekenne  die  Wahrheit,  sonst  wird  man  Dich  durch  Torturen  dazu 
„zwingen.  Wiederum  sagte  man  ihm :  Wiewohl  Du  das  Verbrechen  weg- 
„leugnest,  so  verlange  ich  von  Dir  die  Ursache  zu  wissen  wegen  des  Ver- 
„brechens,  wegen  welchen  Du  processirt  bisf  Giebt  auch  jetzt  der  An- 
geklagte noch  nicht  die  gewünschten  Antworten,  so  schreitet  man  wirklich 
zur  Folter.  Geisselung,  wobei  der  Bichter  noch  besonders  bestimmt,  ob 
sie  „mit  einfachen  Stricklein,  oder  mit  eisernen  Kettlein,  oder  mit  Spitz- 
gärten, oder  Biemen  vollzogen  werden  soll'S  Zusammenpressen  der  Fuss- 
knöchel,  in  die  Höheziehen  an  den  Händen,  welches  aber  nicht  über  eine 
Stunde  anhalten  soll  (man  entsetzt  sich  über  die  Grausamkeit,  die  in  dieser 
Bestimmung  der  Milde  sich  ausspricht),  Versengen  der  mit  Fett  einge- 
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riebenen  Fasse  an  einem  Koiilenfener,  das  sind  die  freandlichen  Mittel, 
mit  welthen  man  den  Angeklagten  znm  Gestehen  zn  bringen  sncbt.  Und 
wagt  das  nnglftckliehe  Opfer  später,  seine  rom  Sehmerz  erpresste  Ans^ 
aage  ta  widerrufen ,  dann  wird  nicht  etwa  eine  Wiederholung  der  Folter 
sngelasBen;  o  nein,  wer  wird  die  christliche  Liebe  so  rerleugnen,  dass  er 
einen  Bruder  zweimal  foltere,  nnd  wSre  er  auch  der  schlimmste  Ver- 
brecher; dann  wird  nur  ganz  einfach  die  zeitweise  unterbrochene 
Folter  fortgesetzt.  Ans  Meierte  Abhandlung  ftige  ich  noch  hinzu, 
dass  die  Anwendung  der  Folter  nur  durch  einen  gemeinsamen  Ausspruch 
des  Bischofs  und  des  Inquisitors,  nicht  durch  Letzteren  allein,  rerfügt 
werden  kann.  Wir  werden  sehen ,  dass  diese  Bestimmung  für  unsere  Un- 
tersuchung Ton  Wichtigkeit  ist. 

Bei  dem  Vergleiche,  den  ich  anstellte,  zwischen  diesen  allgemeinen 
Angaben  und  den  Thatsachen  ans  dem  Processe  des  Galilei,  welche  bekannt 
geworden  sind,  zeigte  sich  eine  wahrhaft  überraschende  Uebereinstim- 
mung;  es  zeigte  sich  aber  auch,  dass  Mancherlei  in  diesem  Processe  nur 
dann  seine  Erklärung  findet,  wenn  man  einer  Anffassungsweise  huldigt, 
die  bei  den  seitherigen  Bearbeitern  des  Stoffes  nicht  massgebend  war. 
Diese  meine  neue  Anschauung  besteht  darin ,  dass  Urban  VIII.  nachträg- 
lich sein  erstes  Aufbrausen  bereute ,  dass  er  aber  den  einmal  begonnenen 
Gang  der  Untersuchung  nicht  mehr  unterbrechen  wollte,  oder  gar  konnte ; 
dass  er  sich  damit  begnügen  musste,  insgeheim  seine  schützende  Hand 
Über  Galilei  zu  halten  und  die  Strenge  des  Verfahrens  zu  mildern,  ohne 
dem  Scheine  der  Reue  sich  auszusetzen.  Es  war  mit  anderen  Worten  ein 
ganz  ähnliches  VerhäHniss,  wie  es  600  Jahre  früher  zwischen  Papst 
Gregor  VII.  und  dem  Grafen  Berengar  von  Tours  stattgeftinden  hatte. 

Ich  habe  schon  erzählt,  dass  das  Buch  Galilei^s  im  Jahre  lOSl  er- 
schienen war.  Als  Papst  Urban  VIII.,  genugsam  aufgestachelt,  den  Rache- 
plänen der  Jesuiten  und  Dominikaner  ein  willfähriges  Werkzeug  zu  wer- 
den versprach,  wurde  eine  Commission  zur  Prüfung  des  betreffenden  Buches 
eingesetzt,  in  welche  Professor  Chiaramonti  besonders  von  Pisa  aus  be- 
rufen wurde,  ein  Schriftsteller,  der  schon  früher  gegen  die  neue  Lehre 
eine  literarische  Lanze  gebrochen  hatte.  Der  Ausspruch  dieser  Com- 
mission konnte  nicht  zweifelhaft  sein.  Den  24.  August  1632  erschien  ein 
Decret,  welches  vorläufig  den  Verkauf  des  Buches  zu  unterlassen  gebot, 
und  an  den  Drucker  sogar  die  Anforderung  stellte,  sämmtltche  noch  ver- 
räthige  Exemplare  nach  Rom  einzusenden.  Vergebens  brachte  es  Galilei 
dahin,  dass  Comthur  Cioli  den  toscanischen  Gesandten  Niccelhii  anwies, 
in  Rom  gegen  dieses  einer  Beschlagnahme  fkst  gleichkommende  Decret 
Schritte  zu  thun ;  vergebens  unterzog  sich  Ntccolini  diesem  Auftrage  mit 
einem  Elfer,  den  er  während  des  ganzen  Processes  keinen  AugenblTck  ver- 
leugnete, auch  da  nicht,  als  der  toskanische  Hof  Galilei  im  Stiche  liess; 
der  Beschlnss  der  Commission  war  und  blieb  unwiderruflich.     Ausserdem 
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erging  aber  noch  am  23.  September  auf  besondere  Verordnang  des  Papstes 
an  Galilei  eine  von  jenen  allgemein  gehaltenen  Vorladungen ,  er  solle  im 
Laufe  des  Monats  October  sich  nach  Rom  begeben  und  sich  dem  Pater 
Commissarius  des  Sant^  Uffizio  vorstellen,  welcher  ihm  anzeigen  werde, 
was  er  zu  thun  habe,  Galilei  litt  damals  an  heftigen  Gichtschmerzeo, 
welche  ihn  seit  einigen  Jahren  ziemlich  häufig  befielen,  und  war  kaum  erst 
von  einem  bösartigen  Augenttbel  genesen.  Er  entschuldigte  sich  also  mit 
Krankheit  und  blieb  in  Florenz.  Den  13.  November  wurde  die  Vorladung 
erneuert;  Galilei  müsse  erscheinen;  man  wolle  ihn  zwar  nicht  drängen,  er 
solle  so  langsam  reisen,  so  viele  Stationen  machen,  als  er  nur  wolle,  er 
solle  aller  Bequemlichkeiten  sich  bedienen,  aber  er  solle  abreisen.  Galilei 
blieb  wieder.  Den  11.  Januar  1633  kam  ein  dritter  geschärfter  Befehl, 
welchen  jetzt  Cioli  im  Namen  des  Herzogs  unterstützte ,  und  welchem  Ga- 
lilei sich  nicht  mehr  zu  entziehen  vermochte. 

Man  muss  auf  diese  Umstände  achten ,  um  zu  würdigen ,  dass  es  eine 
besondere  Milde  war,  wenn  man  dem  Widerspenstigen  auch  jetzt  noch  er- 
laubte, die  Reise  in  der  Sänfte  des  Grossherzogs  zu  vollziehen,  wenn  er 
25. Tage  dazu  benutzen  durfte,  wenn  er  in  Rom  angelangt  nicht  etwa  in 
die  Kerker  der  Inquisition  geworfen  wurde ,  sondern  in  dem  toscanischen 
Gesandtschaftsgebäude  seine  freie  Wohnung  nahm.  Er  hatte  nicht  einmal 
Hausarrest,  dehn  am  10.  Februar  schreibt  er  an  Cioli :  „Ich  bleibe  bestän* 
„dig  zu  Hause,  indem  es  mir  nicht  passend  erscheint,  in  solcher  Zeit  durch 
„die  Stadt  zu  wandern,  gleichsam  um  mich  zu  zeigen".  Freier  Wille  hielt 
ihn  also  zu  Hause,  nicht  äusserer  Zwang.  Hier  bei  Niccolini  hatte  er 
einen  neuen  Gichtanfall,  welcher  ihn  während  schwerer  Stunden  auf  das 
Schmerzenslager  fesselte;  das  wissen  wir  aus  Niccolini's  tagebuchartig 
vorhandenen  Berichten  nach  Florenz.  Aus  derselben  Quelle  wissen  wir, 
dass  der  Zorn  des  Papstes  damal  aufs  Höchste  gereizt  war.  Gerade  in 
einem  Gespräch  vom  13.  März  ist  es,  wo  er  am  Heftigsten  sich  darüber 
ausspricht,  dass  Galilei  versucht  habe,  die  Allmacht  Gottes  in  Frage  zu 
stellen,  eine  Bemerkung ,  welche  Niccolini  berichtet,  ohne  ihren  tieferen 
Sinn  zu  verstehen,  welche  aber,  wie  wir  wissen,  das  Anzeichen  ist,  dass 
Urban  damals  überzeugt  war,  er  sei  als  Simplicius  verspottet  worden.  Und 
doch  ist  das  alte  Wohlwollen  gegen  Galilei  noch  nicht  ganz  erloschen; 
doch  giebt  Urban  VIII.  in  demselben  Gespräch  die  feste  Zusage,  Galilei 
solle  im  Inquisitionspalaste  eine  besondere  Wohnung,  kein  Gefängniss  an- 
gewiesen erhalten,  wenn  seine  Gegenwart  dort  nöthig  erscheine. 

Den  12.  April  wird  Galilei  zum  ersten  Male  constituirt.  Das  Verhör 
beginnt  mit  der  Frage,  ob  er  wisse,  weshafb  er  vorgeladen  sei.  Er  ant- 
wortet, es  werde  wahrscheinlich  seines  letzten  Buches  wegeYi  sein,  und 
man  wolle  ihm  wohl  verbieten,  in  Zukunft  solche  Bücher  zu  schreiben. 
Er  spricht  alsdann  auch  aus  freien  Stücken  von  dem  Verbote  des  Jahres 
1610,  gegen  welches  er  sich  aber  nicht  vergangen  zu  haben  glaubt,  da  er 
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nicht  für,  sondern  gegen  die  Gründe  des  Copernicus  geschrieben  habe. 
Das  war  der  ganze  Inhalt  des  ersten  Verhöres. 

Man  ärgert  sich  über  die  geistige  Schwäche  Galilei's,  welcher  hier 
o£fenbar  gegen  seine  Ueberzeugung  aussagte.  Allein,  man  thnt  es  nur 
deshalb,  weil  ein  gewisses,  ich  möchte  sagen,  dramatisches  Gefühl  im  Men« 
sehen  uns  geneigter  macht,  den  Sturz  eines  grossen  Mannes  zu  beweinen, 
als  von  einer  moralischen  Niederlage  desselben  Zeuge  zu  sein.  Und  doch, 
wie  viele  Männer,  welche  über  Galilei  den  Stab  brechen,  würden  wohl  an- 
ders als  er  gehandelt  haben?  Wie  viele  würden  den  70 jährigen  gebrech- 
lichen Körper  den  Qualen  dargeboten  haben,  mit  welchen  die  damalige 
Zeit  so  verschwenderisch  war?  Es  kommt  hinzu,  dass  noch  am  8.  April 
Galilei  wirklich  bereit  war,  für  seine  Ansichten  einzutreten,  bis  Niccolini 
ihn  dringend  ermahnte,  abzustehen.  „Ich  habe  ihm,  schreibt  dieser,  zu- 
„geredet,  sich  dem  zu  unterwerfen,  was  sie  ihm  in  Betre£P  der  Bewegung 
„der  £rde  vorschreiben  werden.  Er  ist  darüber  in  die  tiefste  Betrübniss 
„verfallen  und  von  gestern  bis  heute  dermassen  zusammengesunken ,  dass 
„ich  für  sein  Leben  äusserst  besorgt  bin.'*  Wir  sehen  hieraus,  Galilei's 
Seele  war  schon  gebrochen,  bevor  er  zum  Verhör  geführt  wurde.  Er 
fühlte  sich  verlassen,  und  der  einzige  Mann,  welcher  noch  auf  seiner  Seite 
stand,  der  rieth  ihm  zur  Besiegelung  seiner  Schmach.  Braucht  es  mehr, 
um  Galilei^s  Zugeständnisse  als  die  Aeusserungen  eines  jetzt  willenlosen 
Spielzeugs  des  Schicksals  aufa^ufassen? 

Als  das  Verhör  zu  Ende  war,  brachte  man  Galilei  in  die  ihm  zuge- 
wiesenen Zimmer  des  Inquisitionspalastes.  Er  durfte  diese  sogar  ver- 
lassen und  in  den  Gängen,  ja  selbst  im  Hofe  des  Palastes  sich  ergehen. 
Seine  Bedienung  bestand  aus  Leuten  des  Niccolini,  welche  früh  am  Mor- 
gen kamen  und  am  Abend  ihn  verliessen ,  den  Tag  über  bei  ihm  verweil- 
ten und  ihn  pflegten ,  wie  sein  Gichtleiden  es  nothwendig  machte.  Diese 
leichteste  aller  Gefangenschaften  dauerte  nicht  ganz  drei  Wochen.  Das 
zweite  Constitut  fand  den  30.  April  statt. 

Galilei  nahm  darin  von  Anfang  an  das  Wort  und  hielt  eine  lange 
Bede,  deren  Sinn  dahin  geht,  er  sehe  jetzt,  nachdem  er  sein  Buch  selbst 
wieder  gelesen,  dass  er  in  der  That  gefehlt  habe.  Es  sei  wahr,  wer  unbe- 
fangen sich  damit  beschäftige,  finde  die  copernicanische  Ansicht  besser 
vertreten  als  die  ptolomäische.  Aber  er  habe  dieses  nicht  beabsichtigt; 
es  sei  ihm  nur  unmerklich  so  aus  der  Feder  geschlüpft,  da  er,  um  nicht 
partheiisch  zu  erscheinen,  gerade  die  stärksten  Gründe  für  die  Meinung 
aufgesucht  habe,  die  er  nicht  theile.  Hätte  er  es  noch  einmal  zu  schrei- 
ben»  so  würde  es  anders  ausfallen.  Er  würde  auch  den  Umstand  beden- 
ken, dass,  wie  er  jetzt  zugebe,  man  ihm  verboten  habe,  auf  irgend  eine 
Weise  fixt  das  copernicanische  System  zu  schreiben.  Nach  dieser  Rede, 
welche  dem  Sinne  nach  mit  der  Aussage  im  ersten  Verhöre  übereinstimmt 
—  und  unter  wessen  Einfluss  hätte  auch  der  Einsame  den  Beschloss  der 
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Unterwarfigkeit  ändern  sollen?  —  wurde  das  Constünt  geschlossen.  Gülilei 
bat  indessen  nochmals  um's  Wort,  worauf  die  Sitzung  sogleich  wieder  er- 
öffnet wurde.  In  dieser  zweiten  Bede  erklärte  er,  am  Schlüsse  seines 
Buches  kämen  die  drei  Opponenten  zu  dem  Versprechen ,  nächstens  noch- 
mals zusammenkommen  zu  wollen.  Dadurch  sei  ihm  die  Möglichkeit  ge- 
geben, noch  eine  Fortsetzung  zu  veröffentlichen,  und  in  dieser  Fortsetzung 
werde  er  mit  Oottes  Hilfe  die  falsche  Meinung  vollständig  widerlegen, 
wenn  man  ihm  die  Erlaubniss  dazu  gewähre. 

Noch  an  demselben  Tage  wurde  Oalilei  nach  der  toskanischem  Ge- 
sandtschaft zurückgeleitet;  um  dort  seiner  Gesundheitspflege  alle  die  Auf- 
merksamkeit zuwenden  zu  können,  welche  mit  Hausarrest  verträglich 
waren.  Denn  diesem  musste  er  jetzt,  nachdem  die  eigentlichen  Process- 
verhandlungen  im  Gange  waren ,  sich  unterwerfen.  Einmal  wird  er  noeh 
am  10.  Mai  zu  einem  kurzen  dritten  Constitute  abgeholt,  in  welchem  er 
aufgefordert  wird ,  seine  etwaige  Vertheidigung  innerhalb  8  Tagen  einzu- 
reichen, worauf  er  unmittelbar  eine  Schrift  übergiebt,  deren  Zweck  beson^ 
ders  darin  bestand,  ihn  von  den  Vorwürfen  zu  reinigen,  als  habe  er  gegen 
das  Verbot  von  1616  gehandelt,  oder  als  sei  es  absichtlich  Hinterlist  von 
ihm  gewesen ,  dass  er  bei  der  Bitte  um  Druckerlaubniss  für  die  Gespräche 
nicht  selbst  die  Commission  aufmerksam  gemacht  habe,  dass  ein  solches 
Verbot  von  1616  ihm  gegenüber  existire.  ITebrigens,  fttgte  er  mündlich 
hinzu,  verlasse  er  sich  in  Allem  und  für  Alles  auf  die  Gnade  und  Milde  des 
Gerichtshofes.     Daraufhin  wurde  er  nach  Hause  geführt. 

Es  dauerte  wieder  Über  fünf  Wochen,  ohne  dass  irgeüd  eine  bestimmte 
Entscheidung  hervortrat.  Den  18.  Juni  wandte  sich  Niccolini  wiederholt 
an  den  Papst,  um  eine  Beschleunigung  der  Verhandlungen  zu  erbitten,  und 
was  er  Über  diese  Audienz  nach  Florenz  meldet,  bestätigt  aufs  Neue  die 
Richtigkeit  meiner  Auffassung,  dass  Urban  VIH.  bereits  wieder  innerlich 
versöhnt  war,  aber  den  Process  jetzt  nicht  mehr  ungeschehen  machen 
konnte.  Seine  Eigenliebe  litt  es  nicht,  selbst  wenn  er  es  hätte  thun  können, 
ohne  seiner  Autorität  den  empfindlichsten  Stoss  zu  versetzen ,  selbst  wenn 
der  ehemalige  Zögling  der  Jesuiten  auf  diesen  Orden  keine  Rücksicht 
hätte  nehmen  müssen.  Urban  VIII.  musste  sich  damit  begnügen,  jetzt 
insgeheim  darüber  zu  wachen,  dass  die  Feinde  des  Galilei,  welche  er  zu 
dessen  Richter  ernannt  hatte,  nicht  grausam  gegen  ihn  verfuhren.  Er 
konnte  zum  Beispiel  seine  Einwilligung  zur  Anwendung  der  Folter  ver- 
weigern, eine  Einwilligung,  deren  Nothwendigkeit  ausser  allem  Zweifel 
ist,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  sogar  der  Bischof  einer  Stadt  seine  lieber- 
einstimmung  mit  dem  Inquisitor  über  diesen  Punkt  kund  geben  musste, 
damit  gefoltert  werden  durfte.  Wird  wohl  der  Papst  sich  eines  Rechtes 
entkleidet  haben,  das  jedem  Bischöfe  zukam?  Doch  ich  kehre  zu  der 
Audienz  des  18.  Juni  zurück.  Urban  VHL  sagte  darin  zu  Niccolini ,  die 
Sentenz  gegen  Galilei  sei  bereits  gefällt  und  werde  ihm  in  den  nächsten 
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Tagen  mitgethcilt  werden.  Das  Bach  und  die  darin  ausgesprochenen  Irr- 
lehren würden  verboten,  Galilei  wegen  Uebertretung  des  Verbotes  von  1616 
za  Gefängnissstrafe  verurtheilt  werden.  Dabei  müsse  es  vorläufig  sein 
Verbleiben  haben,  denn  eine  gerichtliche  Ahndung  gegen  die  Person  des 
Galilei  sei  unvermeidlich,  und  die  Commisslon  driuge  einstimmig  anf  Be- 
strafang.  Nach  Veröffentlichung  des  Ui^theils  sei  dagegen  darüber  zu 
reden,  wie  man  es  in  der  mildesten  Form  in  Ausführung  bringen  könne, 
und  alsdann  möge  Niccolini  sich  zu  einer  neuen  Audienz  melden.  Nur 
müsse  auch  dann  des  zu  fürchtenden  bösen  Beispieles  wegen  verbreitet 
werden ,  die  Straf  Verringerung  sei  aus  Rücksicht  auf  die  Fürsprache  des 
GcrossbeTzogs  von  Toscana  erfolgt,  wie  es* auch  in  der  That  die  Wahrheit 
sei.  Dieser  letzte  Zusatz  ist  besonders  interessant,  da  er  zeigt,  wie  der. 
Papst  es  formlich  darauf  absieht,  den  äusseren  Anschein  der  Milde  zu  ver- 
meiden. An  eine  wirkliche  Nachgiebigkeit  gegen  den  Grossherzog  von 
Toscana  ist  nicht  zu  denken.  Urban  VIIL  war  mächtig  genug,  die  Bitten 
eines  weltlichen  Fürsten  ausser  Acht  zu  lassen,  wenn  sie  nicht  mit  seiner 
eigenen  Neigung  übereinstimmten.  Niccolini  theilte  dem  bestimmten  Ge- 
heisse  Urban^s  zufolge,  Galilei  nur  die  erste  Hälfte  des  zu  erwartenden 
Urtheils  mit,  nnd  dass  es  ihm  in  Kurzem  eröffnet  werden  würde. 

Als  dahe^  Galilei  am  21.  Juni  zum  vierten  Male  constituirt  wurde, 
mochte  er  wohl  mit  klopfendem  Herzen  den  Weg  zum  Inquisitionsgebäude 
einschlagen,  den  Spruch  erwartend,  der  einen  Theil,  und  wahrlich  nicht 
den  schlechtesten  Theil,  seines  geistigen  Ich  vernichten  sollte.  Aber  was 
er  auch  erwartete,  darauf  war  er  wohl  nicht  gefasst ,  dass  die  grausamen 
Btchter  es  so  weit  treiben  würden,  dass  sie  ihm  geistig  die  Qualen  der 
Folter  würden  durchmachen  lassen,  mit  der  sie  ihn  körperlich  verschonen 
mussten.  Galilei  wurde,  wir  wissen  das  aus  den  Auszügen  aus  dem  Pro« 
tokolle  dieses  Constitutes  bei  Marino  Marin i  und  aus  dem  Wortlaute  des 
Urtheiles,  in  peinliches  Verhör  genommen  und  mit  der  Folter  bedroht, 
wenn  er  nicht  offen  über  die  Absicht,  die  Intention  seines  Buches,  wie 
ea  dort  heisst,  sich  ausspreche.  Vergebens  erklärt  er  immer  aufs  Neue, 
dass  er  gestanden  habe,  was  er  gestehen  könne;  die  Drohung  mit  der  Tor- 
tur wird  ebenso  aufs  Neue  wiederholt,  und  verzweifelnd  ruft  der  ge- 
ängstigte Greis:  „Ich  bin  in  Euren  Händen!  Macht  mit  mir,  was  Ihr 
^wollt!  Bin  ich  doch  hier,  um  mich  Allem  zu  fügen  1  Jene  Meinung  von 
„der  Bewegung  der  Erde  habe  ich  nicht  aufrecht  gehalten,  seit  es  mir  ver- 
„boten  wurde,  wie  ich  schon  gesagt  habe."  Und  Weiteres  konnte  man, 
ao  lautet  das  Protocoll,  nicht  von  ihm  erfahren;  er  wurde  daher  an  den 
ihm  angewiesenen  Platz  gebraelit. 

Welcher  Platz  dieses  war,  ob  die  Gemächer,  welche  Galilei  früher 
eingenommen  hatte,  ob  einer  der  Kerker  der  Inquisition,  wissen  wir  nicht« 
Jedenfalls  wurde  aber,  wie  Biet  gegen  Marino  Marini  aus  einem  Briefe 
Niccolini^B  siegreich  dargethan  hat,  Galilei  im  Inquisitionsgebände  zurück- 
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behalten  bis  Bum  andern  Morgen ,  wo  er  zur  Kirche  sopra  la  Minerva  ge- 
leitet wnrde  Tor  die  Versammlang  der  Cardinäle  and  der  Prälaten  der 
heiligen  Congregation.  Jetzt  wnrde  ihm  das  ürtheil  Torlosen.  Sein  Baeh 
war  als  ketzerisch  verdammt,  nnd  was  die  Absicht  betrifft,  welche  er  bei 
der  Veroffentlichang  gehegt  habe,  so  scheine  er,  heisst  es ,  nicht  gleich  die 
ganze  Wahrheit  gesagt  za  haben.  Deshalb  sei  es  fttr  n5thig  erachtet  wor- 
den ,  ihn  in  ein  peinliches  Verhör  zu  nehmen ,  nnd  in  diesem  habe  er  im 
Oeiste  des  katholischen  Olaabens  (caiholice)  geantwortet.  Die  Strafe, 
welche  sonach  über  ihn  verhängt  werde,  bestehe  neben  dem  Verbote  seines 
Baches  in  Gefftngniss  anf  eine  von  dem  Willen  seiner  Heiligkeit  des 
Papstes  abhängige  Zeit,  zu  deren  Vollzug  er  in  den  Kerkern  der  Inquisi- 
tion  eingesperrt  bleiben  solle.  Knieend  hörte  der  geistig  nnd  körperlieh 
niedergedrückte  Greis  das  Urtheil  an,  knieend  schwor  er  seine  falschea, 
ansinnigen,  den  Lehren  der  Schrift  zuwiderlaufenden  Meinungen  ab, 
schwor  er  nie  wieder  über  diesen  Gegenstand  zu  schreiben. 

Gerade  aus  dem  hier  angeführten  Wortlaute  des  Urtlieils  enstand  die 
vielfach  verbreitete  Sage,  Galilei  sei  gefoltert  worden;  denn  peinliches 
Verhör  sei  das  Verhör  zwischen  und  während  der  Folter.  Daran  knüpfte 
sich  alsdann  die  weitere  Sage,  dass  Galilei  die  heroischen  Worte  ausge- 
sprochen habe:  Und  sie  bewegt  sich  dochl  Meine  ganze  bisherige  Dar- 
stellung hat  wohl  gezeigt,  dass  Beides  irrthümlich  angenommen  wurde, 
und  das  Wenige,  welches  zu  sagen  noch  übrig  bleibt,  wird  als  weitere  Be- 
stätigung dienen.  Das  peinliche  Verhör  ist  wenigstens  in  diesem  special- 
len  Falle  das  Verhör  vor  Anwendung  der  Folter,  in  welchem  der  Ange- 
schuldigte mit  diesem  äussersten  Rechtsmittel ,  wie  es  an  anderen  Stellen 
genannt  wird,  bedroht  wird,  vielleicht  bereite  in  der  Folterkammer,  umgeben 
von  jenen  Schreckensapparaten,  die  ich  früher  besehrieben  habe,  aber 
noch  nicht  wirklich  gefoltert  Ich  brauche  nicht  zu  sagen,  dass  die  Com- 
mission  der  Zehn,  welche  das  Urtheil  zu  sprechen  hatte,  gern  zur  Folter 
geschritten  wäre.  Ihr  Verdienst  war  es  sicherlich  nicht,  wenn  GalUei's 
Leib  nicht  die  Spuren  der  Geisseihiebe  trug,  wenn  seine  Gliedmassen  nicht 
verrenkt  und  gebrochen  wurden.  Sie  durften  ihm  persönlich  Nichts  an- 
haben. Der  Wille  des  Papstes  stand  entgegen,  und  so  weit,  als  sie  nur 
gehen  konnten,  sind  sie  gegangen.  Aber  nicht  Alle  gingen  so  weit,  wie 
es  scheinen  will.  Das  Urtheil  ist  nur  von  7  Mitgliedern  unterzeichnet. 
Die  Namen  von  Dreien  fehlen  unter  demselben,  und  ich  halte  es  um  so 
mehr  für  Pflicht,  die  Namen  der  drei  Männer  hier  zu  nennen,  als  bisher 
noch  von  Niemand  der  Mangel  an  Einstimmigkeit  hervorgehoben  worden 
ist,  vielmehr  überall,  wo  von  dem  Urtheile  die  Rede  ist,  die  gegentheilige 
anrichtige  Meinung  sich  ausspricht.  Man  Hess  sich  dadurch  irre  führeui 
dass  über  dem  Urtheile  die  Namen  der  zehn  Commissäre  angeführt  sind  nnd 
beachtete  nicht,  dass  am  Schlüsse  es  ausdrücklich  heisst:  Wir  Endesunter- 
zeichneten haben  dieses  Urtheil  gelWt,  worauf  nur  sieben  Namen  folgen. 
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Die  drei  fehlenden  sind  die  Ton  Francesco  Barberini,  von  Gaspar 
Borgia  und  von  Landivio  Zacchia, 

Wie  sie  diese  Enthaltung  motivirten,  welches  Urtheit  sie  gefHUt 
wünschten,  wissen  wir  nicht;  sicherlich  kein  härteres,  sonst  hätte  man  die 
Gelegenheit  nicht  entschlüpfen  lassen,  die  Sanftmnth  der  Mehrheit  des 
Gerichtshofes  sn  erheben.  Aber  der  vollständige  Anfschlnss  wird  wohl 
nie  mehr  an  erhalten  sein.  Denn  gerade  diese  Verhandlangen  werden 
den  Inhalt  der  Lücke  gebildet  haben»  von  welcher  schon  Delambre  spricht, 
nnd  welche  Ventori,  wie  ich  früher  sagte,  an  der  richtigen  Stelle  vermnthet. 
Auf  8»  109  neuer  Fagination  der  Processakten  finden  sich  noch  Schrift* 
stücke,  welche  auf  das  C<Mistitat  vom  10.  Mai  Bezug  haben;  auf  der  nach 
Marino  Marini  „unmittelbar  folgenden"  Seite  451  alter  Fagination  steht  das 
Deeret,  man  solle  Galilei  über  seine  Intention  verhören,  und  dann  S.  462 
das  Frotocoll  des  Constitutes  vom  21.  Juni.  Aber  am  18.  Juni  hatte  ja  der 
Papst  an  Niccolini  schon  die  Mittheilung  gemacht,  die  Sentenz  sei  bereits 
geftUt.  Wir  wissen  ausserdem,  dass  3  gegen  7  in  der  Minderheit  geblie«. 
ben  waren.  Geschah  dieses  ganz  ohne  Verhandlungen?  Und  jenes  Ver- 
hör über  die  Intention,  welches  nach  der  Fällung  des  Urtheils  noch  formell 
eintritt,  und  wir  haben  gesehen  mit  welchen  Formen,  sollte  es  nicht  auch 
eine  Erklärung  nöthig  machen?  Sollte  es  diese  Erklärung  nicht  darin 
finden,  dass  zwischen  der  Commission  der  Zehn  und  dem  Papste  Miss- 
helligkeiten eingetreten  waren  über  die  Anwendung  der  Folter,  welche  die 
Einen  in  ilirer  Mehrheit  forderten,  der  Andere  verweigerte,  vielleicht  un- 
terstützt von  einer  Minderheit  der  Commission,  und  wobei  die  vermittelnde 
Ansicht  durchdrang,  dass  es  erlaubt  sein  solle,  Galilei  wenigstens  mit  der 
Angst  vor  der  Folter  in  einem  besonderen  Verhöre  noch  zu  peinigen? 
Diese  Annahmen  haben  sicherlich  viele  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  und 
,  wären  sie  dem  Thatbestande  wirklieh  entsprechend ,  so  wäre  damit  auch 
reichlich  Stoff  gegeben  für  die  Seiten  440 — 450  der  Processakten,  so  wäre 
BUgleich  die  Erklärung  gegeben,  wie  es  in  mancherlei  Hinsicht  wünschens- 
werth  sein  konnte,  gerade  hier  eine  Lücke  eintreten  zu  lassen.  Freilich 
wird,  wenn  eine  Lücke  vorhanden  ist,  die  von  mir  vorgeschlagene  Aus- 
füllung derselben  stets  eine  bloss  muthmassliche  bleiben;  und  ob  eine 
Lücke  vorhanden  ist,  gestatten  die  gegenwärtigen  Verhältnisse  des  ge- 
heimen Archivs  des  Vatican  nicht  zu  entscheiden,  wie  ich  gleichfalls  früher 
Bagte. 

An  demselben  Tage  an  welchem  das  Urtheil  verlesen  war,  befahl  der 
Papst,  dass  Galilei,  statt  in  den  Kerkern  des  Inquisitionsgebäudes,  seine 
Gefangenschaft  vorläufig  in  der  Villa  des  Niccolini  auf  Trinita  dei  Monti 
antreten  solle,  und  am  Abende  des  24.  Juni  führte  Niccolini  selbst  seinen 
iinglücklichen  Freund  dorthin,  wie  er  entzückt  über  die  Milde  Urbans  VIII* 
nach  Florenz  berichtet.  Konnte  er  von  Milde  sprechen,  hätte  er  es  ge* 
than,  wenn  Galilei  wirklich  gefoltert  worden  wäre?     Und  konnte  Galilei 
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am  21.  Juoi  gefoltert  werden ,  ohne  dass  man  am  24.  Jnni  es  noch  be- 
merkte? So  sanft  streigelten  die  Henkerknechte  der  Inquisition  ihre 
Opfer  nicht.  Ja,  wenn  man  sogar  das  Unwahrscheinliche  annehmen  wollte, 
Niccolini  habe  in  einem  geheimen  Bericht  an  seinen  Hof  doch  nicht  wagen 
dürfen,  über  den  Zustand,  in  welchem  ihm  Galilei  zurückgegeben  wurde, 
wahrheitsgetreue  Mittbeiiung  zu  machen,  so  schwinden  auch  die  letzten 
Zweifel  bei  der  Nachricht,  dass  Galilei  14  Tage  nach  der  sein  sollenden 
Folterung,  am  6.  Juli,  bei  frischem  Wetter  vier  Million  zu  Fuss  zu- 
rücklegte. Inzwischen  hatte  nämlich  der  Papst  auf  die  demüthige  Bitte 
6alilei*s  ein^  weitere  Strafänderung  dahin  eintreten  lassen ,  dass  er  zum 
Erzbischof  von  Siena  sich  begeben  dürfe,  um  bei  diesem,  bei  Ascanio 
Piccolomini,  seinem  Schüler  und  langjährigen  Verehrer,  zu  wohnen. 
Auch  dabei  blieb  es  nicht.  Anfang  December  erhielt  Galilei  die  Erlaub- 
niss,  auf  seine  eigene  Villa  zu  Arcetri  in  der  Umgegend  von  Florenz  sich 
zurückziehen  zu  dürfen,  unter  der  Bedingung,  dort  in  Zurückgezogenheit 
zu  leben  und  Besuche  weder  einzuladen,  noch  zu  empfangen. 

Die  Unpartheilichkeit  verlangt,  dass  man  diese  neue  Vergünstigung  dem 
anrechnender  sie  bewirkte.  Cardinal  Francesco  Barberini  war  es,  der  Neffe 
des  Papstes,  einer  der  vorhin  genannten  drei  dissentirenden  Hicbter.  Und 
zwar  nur  mit  vieler  Mühe  brachte  er  es  dahin,  dass  Urban  VIII.  seine  Zu- 
stimmung gab,  denn  die  Feinde  Galilei^s  waren  in  der  Zwischenzeit  nicht 
unthätig  geblieben  und  hatten  die  Meinung  zu  verbreiten  gewusst,  als  be- 
ginne Galilei  von  Siena  aus  aufs  Neue,  antikatholiscbe  Gesinnung  zu  un- 
terstützen und  selbst  zu  äussern. 

Weiter  erstreckte  sich  dann  auch  die  Gnade  des  Papstes  nicht.  Galilei 
wurde  nie  ganz  befreit,  selbst  dann  nicht,  als  er  im  Sommer  1638  von  je- 
nem schlimmen  Augenübel  wieder  befallen  wurde,  dessen  Anfänge  sich  im 
Mai  1G32  zuerst  gezeigt  hatten.  Der  zweite  Anfall  endigte  nicht  so  günstig 
wie  der  erste,  welcher  etwa  drei  Monate  angehalten  hatte.  Galilei  er- 
blindete vollständig,  und  es  ist  bezeichnend  für  die  Art,  wie  kirchliche 
Partheigänger  das  reiche  Material  seines  Lebens  benutzten,  dass  man  aus 
dieser  Krankheit  eine  weitere  Gräuelthat  der  Inquisition  machte:  Galilei 
sei  in  Rom  im  Kerker  geblendet  worden.  Etwas  erweiterter  Umgang 
wurde  dem  blinden  Greise  jetzt  allerdings  gestattet,  und  in  den  letzten 
nachturahüllten  Jahren  seines  Lebens  war  es,  dass  er  seine  beiden  gröss- 
ten  Schüler  bildete,  Bonaventura  Viviani  und  Evangelista  Torri- 
celli.  In  ihnen  schon  lebte  sein  Nachruhm,  als  er  den  S.Januar  1642 
starb  im  Alter  von  fast  78  Jahren. 

Und  jetzt  stehen  wir  an  der  dritten  Säkularfeier  von  Galilei's  Ge- 
burtstag. Die  wissenschaftliche  Forschung  ist  frei  geworden  von  den 
Fesseln  der  Kirche.  Wenn  vereinzelte  Anhänger  einer  längst  verstorbe- 
nen Zeit  es  noch  wagen ,  hier  und  da  zusammen  zu  treten  und  anachro- 
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nistisclie  Beschlüsse  über  die  obsiegende  Gewalt  des  Dogma^s  und  die 
Unterwerfung  der  Wissenschaft  unter  dasselbe  zu  fassen,  so  ist  ein  roit- 
leidiges  Lächeln  die  einzige  Antwort,  welche  man  solchen  Beschlüssen 
gegenüberstellen  kann.  Dass  es  aber  so  gekommen  ist,  dass  der  Kampf, 
mau  kann  wohl  sagen,  jetzt  ausgekämpft  ist,  das  mahnt  uns  um  so  mehr 
zur  dankbaren  Erinnerung  an  die  ersten  Opfer  des  Kampfes,  vor  Allen 
an  Galileo  Galilei. 
December  1863. 


IX. 

Die  Thomas^Bche  RechenmaBChine« 

(Arithmomötre.) 

Von  Dr.  August  Junge, 

Professor  der  höheren  Mathematik  und  Lehrer  der  praktischen  Markscheidekanst 
an  der  Königlich  Sächsischen  Bergaoademie  zu  Freiberg. 


Vor  ungefähr  zwei  Jahren  wnrden  hier  in  Freiberg  anf  Anordnung 
des  Königlichen  Oberbergamtes  zwei  Thomas^sche  Rechenmaschinen  an- 
gekauft. Beide  Maschinen  haben  seit  jener  Zeit  eine  sehr  ausgedehnte, 
fast  tägliche,  Verwendung  gefunden,  und  zwar  ist  die  eine  von  Herrn 
Hüttenraiter  Oottschalk  und  Ton  seinem  Expeditionspersonal  haupt- 
sächlich zu  Procentrechnungen,  die  andere  dagegen  von  mir  und  von  Stu- 
direnden  bei  der  hiesigen  Bergacademie  Torzugsweise  zu  markscheideri- 
schen Berechnungen  benutzt  worden. 

Die  hierbei  gemachten  Erfahrungen  zeigen  unverkennbar,  dass  der 
Arithraom^tre  bei  ausgedehnten  Rechnungen  mit  grösseren  Zahlen  ausser- 
ordentliche Vortheile  gewährt,  und  ich  glaube  daher  gerechtfertigt  zu  sein, 
wenn  ich  mir  erlaube,  demselben  zur  Beförderung  einer  grösseren  Ver- 
breitung eine  kurze  Besprechung  zu  widmen. 

Ausführliche,  leichtfassliche  und  gründliche  Belehrung  über  die  theo- 
retische Grundlage,  die  Construction  und  den  Gebrauch  des  Arithmometers 
findet  man  in  der  Schrift  „die  Thomas'sche  Rechenmaschine.  Vom  Pro- 
fessor F.Reuleaux  in  Zürich.  Separatabdruck  ans  dem  Civilingenieur. 
Freiberg,  1862.     10  Ngr." 

Es  sollen  daher  hier^nur  die  nöthigsten  Andentungen  über  die  Ein- 
richtung und  die  Handhabung  des  Arithmometers  gegeben  werden.  Fig.  1 
auf  Tafel  III  zeigt  den  Arithmometer  in  %  der  natürlichen  Grösse  im  Grnnd- 
riss.  Man  erkennt  leicht,  dass  seine  Grösse  von  der  Art  ist,  dass  derselbe 
noch  bequem  neben  Büchern  und  Papieren  auf  jedem  Schreibtisch  Platz 
findet. 

Der  zurückgeschlagene  Deckel  A  bildet  ein  Pult  und  die  Schiefertafel 
B  bedeckt  ein  Reservoir,  in  welchem  kleinere  Utensilien  Aufnahme  finden. 
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Der  innere  Meefaanismas  der  Rechenmaaohine  wird  von  Ewei  Messing- 
platten  CO  nnd  DD  verdeckt,  von  welchen  die  erstere  nm  ein  nnter  der 
Kante  aa  liegendes  Scharnier  mit  Hilfe  des  Knopfes  E  nm  ungefähr  20 
Grad  nach  oben  gedreht  werden  kann,  während  dagegen  die  letztere 
mittelst  der  Schrauben  b  fest  auf  dem  Instrument  aufgeschraubt  ist. 

In  der  Messingplatte  CC,  dem  sogenannten  „Ziffernlineal",  befinden 
sich  swei  Reihen  kreisförmiger  Oeffnungen  und  zwar  zwölf  in  der  Reihe 
FFvLnA  sieben  in  der  Reihe  GG,  Diese  Oeffnungen  repräsentiren  Stellen 
des  dekadischen  Zahlensystemes.  In  den  Oeffnungen  FF  lassen  sich  da- 
her Zahlen  bis  zu  12  nnd  in  den  Oeffnungen  GG  Zahlen  bis  zu  7  Stellen 
Lervorbringen. 

Es  geschieht  dies  mit  Hilfe  von  Scheiben  (Ziffernscheiben),  welche 
drehbar  unter  dem  Ziffemlineal  angebracht  sind  und  auf  welche  die  zehn 
Ziffern  0  bis  9  in  einem  Kreise  verzeichnet  sind.  Bei  Decimalbrüchen  be* 
zeichnet  man  die  Stelle  der  Einer  durch  ein  elfenbeinernes  Knöpfchen, 
welches  in  zwischen  den  Oeffnungen  FF  befindliche  Löcher  gesteckt  wer- 
den kann  und  hier  die  Stelle  des  Decimalcomma^s  vertritt. 

Die  Rechnungsresultate  erscheinen  bei  der  Addition,  Subtraction  und 
Multiplication  in  den  Oeffnungen  FF  und  bei  der  Division  in  den  Oeffnun- 
gen GG.  Die  ersteren  lassen  sich  daher  bis  auf  12  und  die  letzteren  bis 
auf  7  Stellen  bringen. 

Vor  dem  Beginn  einer  jeden  Rechnung  hat  man  dafür  zu  sorgen,  dass 
sich  in  sämmtlichen  Oeffnungen  F  und  G  des  Ziffernliueals  Nullen  befin- 
den, wie  es  die  Fig.  1,  Tafel  III,  zeigt.  Dieses  Einstellen  auf  Null  oder 
das  sogenannte  „Auslöschen**  kann  man  in  folgender  Weise  bewirken. 

Man  erhebt  das  Ziffernlineal  am  Knopf  E  nnd  dreht  an  den  Knöpfen 
c  nnd  </,  gleichviel  ob  nach  rechts  oder  links  so  lange ,  bis  in  sämmtlichen 
Oeffnungen  F  und  G  Nullen  hervorgetreten  sind.  In  den  Oeffnungen  F 
kann  das  Auslöschen  noch  einfacher  dadurch  geschehen,  dass  man  bei  er- 
hobenem Ziffernlineal  am  Knopf  iT  so  lange  von  links  nach  rechts  dreht,  bis 
die  gewünschten  Nullen  erschienen  sind.  Der  Knopf  H  wird  hierauf  frei 
gelassen  und  das  Ziffernlineal  niedergelegt. 

Das  Einstellen  auf  Null  in  den  Oeffnungen  G  ist  übrigens  blos  bei 
der  Division  nöthig. 

Die  Rechenmaschine  wird  mit  Hilfe  der  Kurbel  /  in  Bewegung  ge- 
setzt, wobei  zu  beachten  ist,  dass  sich  dieselbe  nur  von  links  nach  reehts 
drehen  lässt.  In  der  Stellung,  welche  die  Figur  zeigt,  ruht  die  Kurbel  bei 
e  anf  einem  Anschlag  (Anfhalter).  Diese  Stellung  ist  als  die  Anfangs- 
stellung der  Kurbel  zu  betrachten.  Am  Ende  jeder  vollen  Umdrehung 
stösflt  die  Kurbel  an  den  Anfhalter.  Die  Bewegung  derselben  wird  hier- 
dnreh  nicht  gehemmt,  wohl  aber  wird  hierdurch  die  Beendigung  einer  je- 
den Umdrehung  merUieh  angezeigt.     Man  hat  mit  der  Kurbel  stets  volle 
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Umdrehungen  zu  machen  und  dieselbe  daher  jederzeit  wieder  in  die  An- 
fangsstellung zurückzubringen. 

Von  den  Knöpfen  K  und  L  wird  der  erstere  vor  dem  Beginn  einer 
Addition  oder  Multiplication  und  der  letztere  vor  dem  Beginn  einer  Sub- 
traction  oder  Division  niedergedrückt.  Der  nicht  niedergedrückte  Knopf 
erhebt  sich  hierbei  von  se1,bst  und  es  ist  zu  beachten,  dass  das  Nieder- 
drücken dieser  Knöpfe  in  der  Anfangsstellung  der  Kurbel  erfolgen  muss. 

Die  sechs  Scblitze  M  in  der  Messinglatte  DD  gehören  zu  dem  darun- 
ter befindlichen  Schaltwerk,  d.  i.  derjenige  Theil  des  Mechanismus,  dem 
die  zur  Berechnung  vorliegenden  Zahlen  übergeben  werden. 

Dies  geschieht  dadurch,  dass  die  in  den  Schlitzen  verschiebbaren 
Knöpfe  ff  mit  den  daran  befindlichen  Zeigern  auf  die  neben  den  Schlitzen 
stehenden  Zifi'ern  0  bis  0  eingestellt  werden.  Man  kann  daher  im  Schalt- 
werk in  dieser  Weise  Zahlen  bis  zu  sechs  Stellen  einstellen,  indem  jeder 
Schlitz  eine  Stelle  des  dekadischen  Zahlensystemes  vertritt. 

Wenn  man  das  Ziffernlineal  am  Knopf  E  erhebt,  so  lässt  sich  dasselbe 
in  seiner  Längenrichtung  verlegen.  Ein  am  Zifiernlineal  befindlicher  Zahn, 
dessen  oberer  Theil  bei  g  sichtbar  ist,  greift  in  entsprechende  Einschnitte 
in  einer  Seitenwand  im  Innern  der  Maschine  ein  und  hält  dasselbe  in  der 
ihm  gegebenen  Lage  unverrückbar  fest.  Diese  Einschnitte  sind  so  ange- 
bracht, dass  bei  jeder  Lage  des  Lineals  sechs  von  den  Oeffnungen  F  in  die 
Verlängerungen  der  sechs  Schlitze  M  zu  liegen  kommen. 

'Aus  der  Stellung,  in  welcher  sich  das  Ziffernlineal  in  der  Figur  be- 
findet, lässt  sich  dasselbe  noch  um  eine  Stelle  nach  rechts  hin  und  um  fünf 
Stellen  nach  links  hin  verlegen.  Es  giebt  also  im  Ganzen  sieben  ver- 
schiedene Lagen  für  das  Ziffernlineal.  Die  punktirten  Linien  zeigen  das 
Ziffernlineal  in  seiner  änssersten  Lage  links. 

Nachdem  wir  uns  so  weit  mit  dem  Arithmometer  bekannt  gemacht 
haben,  sind  wir  bereits  im  Stande,  mit  demselben  zu  rechnen  und  die  Wir- 
kungsweise desselben  kennen  zu  lernen.  Die  nachfolgenden  Beispiele 
werden  dies  zeigen. 

1.  Wir  wollen  die  Zahlen  678532  +  278032  +  4923  addiren. 

Die  Kurbel  /  befindet  sich  in  der  Anfangsstellung.  Es  wird  der  Ad- 
ditionsknopf if  niedergedrückt,  in  den  Oeffnungen  F  auf  Null  gestellt,  das 
Zifi'ernlineal  ganz  nach  links  verlegt,  im  Schaltwerk,  d«  i.  in  den  Schlitzen 
iKf ,  der  erste  Addend  678532  eingestellt  und  hierauf  die  Kurbel  herum- 
gedreht. 

Im  Ziffernlineal  erhält  man  hierdurch  dieselbe  Zahl  678532.  Es  ist 
also  durch  die  Umdrehung  der  Kurbel  die  im  Schaltwerk  eingestellte  Zahl 
in  das  Ziffernlineal  übertragen  worden. 

Es  wird  weiter  im  Schaltwerk  der  zweite  Addend  278932  eingestellt 
und  die  Kurbel  abermals  herumgedreht.  Im  Ziffernlineal  ist  die  Zahl 
957404  ab  die  Summe  der  ersten  beiden  Addenden  ersohienen. 
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Endlich  wird  im  Schaltwerk  der  dritte  Addend  4Ö23  (mit  den  Einern 
im  letzten  Schlitz  rechts)  eingestellt  und  die  Kurbel  nochmals  bernmge- 
drebt«  Im  Ziffernlineal  hat  man  nnn  die  Zahl  962S87  als  die  Snmme  von 
allen  drei  Addenden  erhalten. 

2.  Wir  wollen  die  Snbtraction  023287  —  54326  ausführen.  Nachdem  im 
Ziffemlineal  auf  Null  gestellt  worden  ist,  bringen  wir  durch  Addition  wie 
im  ersten  Beispiele  den  Minuenden  023287  in  das  Ziffemlineal.  Es  wird 
hierauf  der  Subtractionsknopf  L  niedergedrückt,  im  Schaltwerk  der  Sub- 
trahent  54320  (mit  den  Einern  in  dem  letzten  Schlitze  rechts)  eingestellt 
und  die  Knrbel  herumgedreht. 

Das  Ziffemlineal  zeigt  hierauf  die  Differenz  808961  und  die  Subtraction 
ist  daher  beendigt. 

3.  Wir  wollen  die  Zahl  358925  mit  256  multipHciren.  Die  Kurbel 
muss  sich  wieder  in  der  Anfangsstellung  befinden.  Es  wird  in  den  Oeff- 
nungen  ^ausgelöscht,  das  Ziffernlineal  ganz  nach  links  verlegt,  der  Ad- 
ditions-  oder  Multiplicationsknopf  E  niedergedrückt,  im  Schaltwerk  der 
Multiplicand  358925  eingestellt  und,  weil  im  Multrplicator  in  der  Einerstelle 
6  Einheiten  stehen,  die  Kurbel  sechsmal  herumgedreht.  Im  Ziffemlineal 
ist  hierdurch  das  Sechsfache  des  Multiplicanden  hervorgebracht  worden. 
Hierauf  wird  das  Ziffernlineal  um  eine  Stelle  nach  rechts  verlegt,  und, 
weil  in  den  Zehnern  des  Multiplicators  5  Einheiten  stehen,  die  Kurbel 
fünfmal  herumgedreht.  Es  steht  nach  dieser  Operation  im  Ziffemlineal 
bereits  das  56fache  des  Multiplicanden. 

Endlich  wird  das  Ziffemlineal  abermals  um  eine  Stelle  nach  rechts 
verlegt  und,  weil  in  den  Hunderten  des  Multiplicators  zwei  Einheiten 
stehen,  die  Kurbel  zweimal  herumgedreht.  'Im  Ziffemlineal  zeigt  sich  nun 
das  Gesammtproduct  91884800  der  Factoren  358925  und  256. 

4.  Wir  wollen  die  Zahl  696102  durch  4378  dividiren.  Es  wird  durch 
Addition  oder  durch  Drehen  an  den  Knöpfen  c  der  Dividend  696102  in  die 
Oeffnungen  F  und  zwar  möglichst  weit  nach  links  gebracht,  in  den  Oeff- 
nungen  G  auf  Null  gestellt,  das  Ziffemlineal  ganz  nach  rechts  verlegt,  der 
Subtractions-  und  Divisionsknopf  L  niedergedrückt  und  im  Schaltwerk  der 
Divisor  4378  möglichst  weit  links  eingestellt.  Im  Ziffemlineal  steht  jetzt 
6961  unmittelbar  über  dem  Divisor  4378  im  Schaltwerk.  Dreht  man  die 
Knrbel  einmal  herum,  so  hat  man  4378  von  6961  snbtrahirt.  Es  bleibt  der 
Rest  2583,  der  eine  weitere  Subtraction  nicht  zulässt.  Man  muss  sich  da- 
her in  dem  vorliegenden  Falle  mit  einer  Umdrehung  der  Kurbel' begnügen. 
Diese  eine  Umdrehung  wird  dadurch  gezählt,  dass  in  der  ersten  von  den 
Oeffnungen  G  links  eine  Eins  hervortritt,  und  diese  Eins  bildet  die  erste 
Stelle  des  Quotienten.  Hierauf  verlegt  man  das  Ziffemlineal  um  eine 
Stelle  nach  links.  .Ueber  dem  Divisor  4378  steht  sodann  die  Zahl  25830. 
Man  dreht  nun  die  Kurbel  soviel  mal  herum,  bis  im  Ziffernlineal  über  dem 
Divisor  eine  Zahl  steht,  die  kleiner  ist,  als  4378.     In  dem  vorliegenden 
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Falle  hat  man  fttnf  ümdrefaangen  zu  machen«  IXiese  Umdrehnngen  wer- 
den dadurch  gezfthlt,  dass  in  der  zweiten  Yon  den  Oeffnnngen  G  neben  1 
die  Ziffer  5  als  zweite  Stelle  des  Quotienten  erschienen  ist.  Im  Ziffem- 
lineal  steht  über  dem  Divisor  nur  noch  3940.  Durch  abermaliges  Verlegen 
des  Ziffernlineals  um  eine  Stelle  nach  links  bringt  man  die  Zahl  99402  über 
den  Divisor.  Man  dreht  nun  wieder  die  Kurbel  so  viel  mal  herum ,  bis 
der  Rest  kleiner  geworden  Ist,  als  der  Divisor,  In  unserem  Falle  stehen 
nach  0  Umdrehungen  im  Ziffernlineal  nur  noch  Nullen ,  wodurch  angezeigt 
wird,  dass  die  Division  aufgegangen  ist.  In  der  dritten  von  den  Oeff- 
nungen  G  ist  neben  5  die  Ziffer  9  als  letzte  Stelle  des  Quotienten ,  der  sieh 
nun  als  159  ergiebt,  hervorgetreten. 

Die  vorstehenden  Beispiele  dürften  zur  Genüge  beweisen,  dass  die 
Handhabung  des  Arithmometers  eine  höchst  einfache  ist.  Auf  Grund 
selbst  gemachter  Erfahrung  kann  ich  hinzufügen,  dass  man  dieselbe 
nach  der  von  Herrn  Reuleanx  in  der  oben  angeführten  Schrift  gegebenen 
Anleitung  in  3  Stunden ,  durch  mündliche  Anweisung  aber  sogar  in  einer 
halben  Stunde  ohne  Mühe  erlernt  und  dass  man  sich  sehr  bald  eine  ziem- 
liche Fertigkeit  aneignet.  Uebrigens  setzt  die  Handhabung  des  Arithmo* 
meters  keine  besondere  mechanische  Geschicklichkeit  oder  irgend  welche 
tiefere  Kenntnisse  voraus.  Es  kann  vielmehr  jede  Person,  welche  mit  den 
betreffenden  Rechnungsoperationen  vertraut  ist,  auch  den  Gebrauch  des 
Arithmometers  erlernen. 

Die  Thomas'sche  Rechenmaschine  ist  sehr  solid  und  dauerhaft  con- 
struirt  und  kann  daher  bei  nur  einigermassen  vorsichtiger  Behandlung 
kaum  erheblich  beschädigt  werden.  Zum  Beleg  hierfür  kann  ich  anfüh- 
ren, dass  die  beiden  im  Eingänge  erwähnten  Maschinen  sich  noch  in  völlig 
gutem  Zustande  befinden  und  in  keiner  Weise  zu  einer  Reparatur  Veran- 
lassung gegeben  haben,  obgleich  dieselben  nicht  allein  sehr  viel,  sondern 
aach  von  sehr  verschiedenen  Personen,  die  im  Anfange  simmtlich  ungeübt 
waren,  gebraucht  worden  sind. 

Es  hat  sich  hierbei  allerdings  ereignet,  dass  zuweilen,  besonders  nach 
einem  nicht  ganz  regelrechten  Gebrauche ,  Stockungen  eintraten*  Diesel- 
ben konnten  aber  fast  immer  durch  ein  leichtes  Rüttelf  an  der  Kurbel  / 
wieder  beseitigt  werden.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  war,  so  wurden  die 
Holzschrauben  hh  gelöst  und  das  Instrument  aus  seinem  Gehäuse  heraus- 
gehoben. Man  fand  dann  bald  das  stockende  Rädchen  und  das  vorhan- 
dene Bewegungshindemiss  Hess  sich  stets  leicht  beseitigen. 

Als  besondere  Vorzüge  des  Arithmometers  lassen  sich  die  geringe 
Kraltanstrengnng,  die  untrügliche  Sicherheit,  die  ausgedehnte  Verwend- 
barkeit und  der  bedeutende  Gewinn  an  Zeit  hervorheben. 

Man  kann  Tagelang  mit  dem  Arithmometer  rechnen,  ohne  eine  erheb- 
liche Ermüdung  zu  fühlen.  Dieser  Umstand  allein  würde  schon  hin- 
reichen, um  denselben  zu  einem  sehr  werthvoUen  Instrument  zu  machen. 
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was  gewisa  Alle  anerkennen  werden,  welche  aosgedehntere  Zahlenrech- 
nnagen  aassaführen  haben. 

Orobe  Fehler,  die  man  natürlich  anch  beim  Oebranch  der  Rechen- 
maschine begehen  kann ,  müssen  durch  eine  Wiederholang  der  Rechnung 
beseitigt  werden.  Es  ist  aber  hierbei  noch  anf  die  sehr  dankenswerthe 
Eigenschaft  des  Arithmometers  aufmerksam  au  machen,  dass  derselbe 
einen  Theil  von  diesen  Fehlern  gleich  wflhrend  der  Rechnung  selbst  an- 
seigt ,  und  dass  dieselben  sodann ,  ohne  die  Operation  von  vorn  au  be- 
ginnen, ohne  Mfihe  berichtigt  werden  können. 

Mit  dem  Arithmometer  lassen  sich  die  vier  Grundrechnungsarten 
addiren,  subtrahiren,  mnltipliciren  und  dividiren  mit  ganzen  Zahlen  und 
Decimalbrttchen,  und  in  Folge  dessen  auch  alle  Rechnungen,  welche  auf 
diese  Operationen  zurückgeführt  werden  können,  ausführen.  Insbesondere 
Iflsst  sich  der  Arithmometer  auch  zur  Herstellung  von  Tabellen  der  ver- 
schiedensten Art  und  bei  trigonometrischen  Berechnungen  mit  vielem  Voi- 
theil  verwenden. 

Seine  Verwendbarkeit  ist  daher  viel  grösser  als  z.  B.  die  der  grossen 
Rechenmaschine  von  Scheutz,  welche  blos  zu  Herstellung  von  Tabellen 
benutzt  werden  kann.  Die  grosse  Rechenmaschine  von  Scheutz  dient 
höheren  wissenschaftlichen  Zwecken ,  der  Arithmometer  von  Thomas  da- 
gegen befriedigt  den  Hausbedarf  des  praktischen  Rechners. 

Der  mit  Hilfe  de«  Arithmometers  zu  erzielende  Zeitgewinn  wird  nach 
der  Fertigkeit,  welche  die  operireude  Person  im  Rechnen  und  in  der  Hand- 
habung der  Maschine  besitzt,  sehr  verschieden  sein.  Ebenso  stellt  sieh 
derselbe  auch  bei  den  einzelnen  Rechnungsarten  verschieden  heraus  und 
es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vortheilbafte  Ver- 
wendbarkeit des  Arithmometers  überhaupt  blos  bei  Rechnungen  mit  grösse- 
ren Zahlen  in  Frage  kommen  kann. 

Bei  Additionen  mit  ungleichen  Addenden  und  bei  einer  einmaligen 
Snbtraction  eines  Subtrahenden  von  einem  Minuenden  kann  der  Arithmo- 
meter kaum  einen  Zeitgewinn  gewähren,  dagegen  erzielt  man  einen  ausser- 
ordentlichen Gewinn  an  Zeit,  wenn  dieselbe  Zahl  nach  einander  mehrmals 
an  addiren  oder  zu  subtrahiren  ist ,  wie  s.  B.  bei  der  Berechnung  der  Ge- 
fiille  bei  Eisenbahn-,  Strassen-  oder  Canalanlagen,  für  gleich  weit  von  ein- 
ander entfernte  Stationen,  oder  bei  Tabellenberechnungen.  Die  ganae 
Arbeit  reducirt  sich  hierbei  in  der  Hauptsache  auf  das  Abschreiben  der 
gefundenen  Zahlen. 

Bei  der  Berechnung  einer  Tabelle  der  wirklichen  Längen  der  Sinus 
und  Cosinus  durch  einfache  Interpolation  mit  dem  Arithmometer  wurden 
s.  B.  in  6  bis  8  Stunden  durchschnittlich  2880  Tabellengrössen  gefunden. 

Sehr  bedeutend  ist  der  Zeitgewinn,  welchen  der  Arithmometer  bei  der 
Multiplication  und  Division  gewährt. 
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Zum  Beleg  hierfür  führe  ich  an,  dass  z.  B.  die  Multiplication 
793485  X  Ö87659  =  783692601615 
in  weniger  und  die  Division 

973479318864  :  763248  =  1275443 
in  etwas  mehr  als  einer  halben  Minute  ausgeführt  wurden. 

In  der  Markscheidekunst  und  in  der  Geodäsie  hat  man  bekanntlich 
sehr  oft  die  beiden  Katheten  eines  rechtwinklichen  Dreieckes  aus  der  Hy- 
potenuse und  einem  daran  liegenden  Winkel  zu  berechnen. 

Von  derartigen  Aufgaben  löst  man,  wie  vielfache  Erfahrungen  zeigen, 
mit  Hilfe  des  Arithmometers  und  der  oben  erwähnten  Tabelle  der  wirk- 
lichen Längen  der  Sinus  und  Cosinus  in  einer  Stunde  ohne  besondere  An- 
strengung 100  bis  120,  während  hierzu  auch  ein  sehr  gewandter  Kechner 
zwei-  bis  dreimal  so  viel  Zeit  brauchen  dürfte.  Man  darf  daher  den  Zeit- 
gewinn, den  der  Arithmometer  gewährt,  gewiss  nicht  gering  anschlagen. 

Schliesslich  soll  noch  erwähnt  werden,  dass  die  in  Fig.  1,  Tafel  III, 
dargestellte  Eechenmaschine  mit  6  Stellen  im  Schaltwerk  und  12  Stellen 
im  Ziüernlineal  von  mittlerer  Grösse  ist. 

Die  vom  Herrn  Hüttenraiter  Gottschalk  benutzte  Maschine  ist  grösser 
und  zwar  hat  dieselbe  im  Schaltwerk  8  und  im  Ziffornlineal  16  Stellen. 

Ausserdem  giebt  es  noch  kleinere  Maschinen  mit  5  Stellen  im  Schalt- 
werk und  10  Stellen  im  Ziffernlineal. 

Vorräthig  sind  dergleichen  Rechenmaschinen  bei  Herrn  A.  M.  Hoart, 
rue  du  Held  er,  13,  in  Paris  je  nach  ihrer  Grösse  zu  den  Preisen  von  400, 
300  und  150  Frcs. 
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xn.    lieber  die  Bednction  von  Doppelintegralen  auf  Prodnote  ein- 
facher Integrale. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtung  an  das  Doppeliutegral 

X      y 


=/   ß(^>y)< 


und  denken  uns  darin  F{x^  y)  als  eine  gegebene  Function  von  x  und  y,  da- 
gegen Y  als  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  x,  Führen  wir  statt 
y  die  neue  Variabele  t  ein  mittelst  der  Substitution  y  =  Yty  so  erhalten  wir 

X        1 

S==  /      fYF{x,  YOdxdt. 


'//' 


Hier  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  Y  so  wählen  lassen,  dass  F{x^  Yi) 
in  ein  Product  zweier  Factoren  übergeht,  von  denen  der  erste  nur  Xy  der 
zweite  nur  /  enthält;  das  «Doppelintegral  nimmt  dann  die  Form  an: 
XI  X  \ 

S=  C     rY(p(x)ilj{t)dxdtz=  lYq>{x)dx.  f'^{i)di, 

0       0  0  0 

und  ist  somit  auf  ein  Product  zweier  einfachen  Integrale  zurückgeführt.  — 
Diese  überaus  simple  Bemerkung  scheint  man  bisher  entweder  übersehen 
oder  als  unfruchtbar  bei  Seite  gelegt  zu  haben;  dass  sie  aber  nicht  über- 
flüssig ist,  mögen  die  nachstehenden  Anwendungen  zeigen. 

a.  Um  zunächst  ein  einfaches ,  auch  für  den  Unterricht  brauchbares 
Beispiel  zu  geben ,  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Complanation  desjenigen 
Stückes  von  einem  elliptischen  Paraboloide,  dessen  Horizontalprojection 
OHKJ  (Fig.  2,  Taf.  III)  durch  die  Axen  der  x  und  y,  durch  eine  in  der 
Entfernung  OH^=h  parallel  zur  y-Axe  gelegte  Gerade  HK  und  durch 
eine  Curve  JK  begrenzt  wird,  deren  Gleichung  y^=f{x)  einstweilen  unbe- 
stimmt bleiben  möge.  Für  OZ  =a:,  Xilf  =  y,  XA'=  7,  If i>  =  z ,  Fläche 
OÜWV=S  ist 

2a^26' 
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5  = 


'///^+?  +  r.^-^^ 


nnd  daraus  wird  mittelst  der  Sabstitation  y=Tt 
k       1 


'=/  /^/^+?^* 


Man  übersieht  angenblicklich ,  dass  die  erwähnte  Sonderung  der  Variabein 
eintritt,  wenn 

genommen  wird,  wo  B  eine  willkührliche  Constante  beieichnet  Dies  giebt 
A       I 
S  = 


b.    Zar  Complanation  des  dreiaxigen  EUipsoides  dient  die  bekannte 
Formel 

1)  S^UI/{-M^:^iä.äy, 


-M^ 


-(f)-(f)' 


worin  c  die  kleinste  Halbaxe  bedeutet.     Substitniren  wir 

2)  x^=aQCOsx^     yssibgsini^     dx  dys=sabQd%d(f 

und  nehmen  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  i«,  ^  swisehen  den  noch  sa 
bestimmenden  Orensen  ^^  und  ^| ,  so  erhalten  wir 

3)  c  —  i^ca^%  +  ß*sin*%. 
Pur  1  —  ^*  =  ti*  wird  hieraus,  wenn 

4)  /r^r^  =  M„  ^1  — ^i*  =  fii 
gesetzt  wird, 
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0      «t 
=  ah\    f       //l  — a  +  tfM*  dx^«~/       tyi  —  c-^at^didu). 

Im   ersten  Integrale  Bubstitairen  wir  u^^u^ty   im  zweiten  usBUii  und 
haben 


/T— T+flV'^rfx  rf/ 


—  /     1  uyi—a+  0u*t*  d%dl\' 


Um  jedes  dieser  Doppelintegrale  in  ein  Prodnct  zweier  einfachen  Integrale 
zn  verwandeln,  setzen  wir 

5)  V  =  V*-=^,    «/  =  V4^, 

wobei  1«  und  If  willkfihrliche  Constanten  bezeichnen;  es  ist  dann 
i«  I  4«  I 

oder,  wenn  nach  Aasführung  der  auf  i  bezüglichen  Integrationen 


gesetzt  wird, 

6)  S^abfiJ^dx. 

Auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viele  Zonen  angeben,  deren  Oberflächen  durch 
Tollitftndige  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tangausdrückbarsind.  Die  Horizontalprojection  jeder  solchen  Zone 
wird  von  zwei  Ciirven  begrenzt,  deren  Gleiehungen  in  rechtwinkeligen 
Coordinaten  gefunden  werden ,  indem  man  von  den  Formeln  5)  rückwärts 
bis  zu  den  Formeln  2)  geht.     Setzt  man  der  Homogenität  wegen 
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so  erhält  man  als  die  gesachten  Gleichnngen 

W       b'J\c^'  b' )~     "     a'  ^  b* 

(^1  .  y'\(^^   .   /3V\_  (a'-V):r'    ,   (fe«-V)y' 
\a^^  h^)\   a«    "^    fc*;~  a*  ^  6^         ' 

Für  ö  >  fc >  c  muss  hier  h>\^c  und  ebenso  6 >  A,  >  c  sein. 

c.     Die  Fusspunktfl&che  des  dreiaxigen  Ellipsoides   hat  bekanntlich 
die  Polargleichung  (ZeiUchr.  Thl.  VIII,  S.  225) 

r"  =  a'  C05*  1/;  cos*  o  +  6  *  co^  tjf  sin^  w  +  c'  sm*  i/; , 
und  daher  ist  der  Flächeninhalt  einer  noch  nicht  näher  bestimmten  Zone 

i*     "fi  

Z  =  4J       j  ya*cos^  ^ cos^ta  +  b* co^ ^ sin^ to  +  c*sin*ip  cos ijf  dm  d^ 

0      t^o 
oder  kürzer 

2  =  4  1       Ij/P—Osm^ilf  cos-^ifdmd'tlf, 

Q  CSS  (a^  —  c*)  cos^ io  +  {b*  —  c*) sin* a. 
Für  sin'ilf  =  w,  sin%  =  m^,  sintlfj^  =  «,  folgt  weiter 

i  Z  =  /       iyP—Qu*  dm  du 
0       Wo 

;.*  ;- .^"  /-"^ • 

=  /       Ij/P—Qu*  dmdti  —  f       I  yP-^Qt^  da  du, 
0        0  0        0 

und  wenn  im  ersten  Integrale  m  =  Wj  /,  im  zweiten  u  =  t/g/  substituirt  wird, 
so  ergiebt  sich 

J«      1  4«      1 

\Z~  l      ju,}/P'-Qu,*t*  dmdt^j    J u^y P—Qu^i*  dmdt. 
0         0  0         0 

Jedes  dieser    Doppelintegrale    zerf^illt  in   ein  Product  zweier   einfachen 
Integrale  sobald 

P  P 

7)  ii,«  =  V^,       «••==V-^ 

genommen  wird  und  Aq,  A,  oonstaute  echte  Brüche  bedeuten.     Mit  Hilfe 
der  Abkürzung 

!  1 

0  0 

=  -  { A,  /r  — "iT*  —  Aoj/l  — V  +  <^rcsin  l^  —  orcsin  Ag  ] .    .^  ,    . , 


Kleinere  Mittheilungen«  209 


erhält  man  nach  der  vorigen  Bemerkung 

*.* 

Auf  der  Fasspnnktflftche  des  dreiaxigen  Ellipsoides 
lassen  sich  also  unendlich  viele  Zonen  finden,  deren  Flä* 
cheninhalte  durch  vollständige  elliptische  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ansdrückbar  sind.  Jede  solche  Zone  wird  von 
zwei  Cnrven  begrenzt,  die  einerseits  auf  der  Fusspunktfläche  liegen,  an- 
dererseits durch  die  Gleichungen  7)  oder 


bestimmt  sind.  Diese  Gleichungen  charakterisiren  zwei  Kegel  vierten 
Grades,  welche  aus  der  Fusspunktfläche  die  besprochene  Zone  heraus* 
schneiden.  Schl6milch. 


Zm.  Veber  eine  beeondere  Art  eyeliieher  Gurren,  unter  den  Ourven, 
welche  durch  das  Rollen  eines  Kreises  auf  oder  in  einem  anderen  Kreise 
erzeugt  werden  und  die  man  im  Allgemeinen  unter  dem  Namen  Cycloiden 
im  weiteren  Sinne  begreift,  verdient  eine  besondere  Art,  nämlich  die,  bei 
welcher  die  Entfernung  des  erzeugenden  Punktes  vom 
Mittelpunkte  des  rollenden  Kreises  gleich  der  Entfernung 
der  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  ist,  in  mancher  Hinsicht 
Beachtung.  Da  diese  Cnrven,  so  viel  mir  bekannt  ist,  nirgend  näher  un- 
tersucht worden  sind,  und  da  sie  in  mehrfacher  Weise  beim  Unterrichte  zu 
Beispielen  benutzt  werden  können,  so  sollen  die  folgenden  Zeilen  ihrer 
Betrachtung  gewidmet  sein. 

Ich  werde  die  verschiedenen  hier  vorkommenden  Benennungen  in 
demselben  Sinne  anwenden,  wie  sieWeissenborn*)  gebraucht,  nämlich: 
berühren  sich  die  Kreise  von  aussen,  so  heisse  die  erzengte  Curve  £pi- 
ejcloide,  findet  aber  innere  Berührung  statt,  so  werde  die  Curve  Hypo- 
cjcloide  oder  Pericjcloide  genannt,  je  nachdem  der  feste  oder  der 
rollende  Kreis  der  grössere  ist  Liegt  ferner  der  erzeugende  Punkt  auf 
der  Peripherie  des  rollenden  Kreises,  so  heisse  die  Cjcloide  eine  ge- 
meine, sie  werde  dagegen  verlängert  genannt,  wenn  der  erzeugende 


*)  Weissenborn.    Die  cjrcliscken  Carven.    Eisenaoh  1850. 
ZcHukrift  f.  MmaeMtik  m.  PliT«lk.  IX,  S.  15 
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Pnnkt  ansserhalb  des  roUenden  Kreises  liegt,  nnd  verkürzt,  wenn  er 
innerhalb  liegt.*) 

1.  Da  die  Natur  der  hier  zu  betrachtenden  besonderen  Art  von  Cy- 
cloiden  bei  den  Hypocjcloiden  am  einfachsten  hervortritt,  so  wollen  wir 
an  diese  anknüpfen. 

Bezeichnen  R  und  r  die  Radien  des  festen  nnd  des  rollenden  Kreises, 
nnd  b  die  Entfernung  des  erzeugenden  Punktes  vom  Mittelpnnkte  des 
rollenden  Kreises,  so  sind  die  Gleichungen  der  Hjpocjcloide  bekanntlich 

a;=(Ä  —  r)cosq)  +  bcos (p 

y  =  (Ä  —  r)smip  —  bsin y. 

Dabei  ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  der  Mittelpunkt  C  des  festen 
Kreises  und  die  positive  Abscissenaxe  diejenige  Richtung  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  C  des  festen  und  c  des  rollenden  Kreises,  bei  wel- 
cher der  erzeugende  Punkt  auf  diese  Verbindungslinie  fällt.  Da  dies  in 
zwei  verschiedenen  Fällen  eintreten  kann,  so  soll  ferner  festgesetzt  wer- 
den, dass  die  positive  Abscissenaxe  diejenige  Richtung  sei,  bei  welcher  der 
erzeugende  Pnnkt,  von  c  aus  gerechnet,  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
liegt,  wie  C.  Der  Winkel'^  ist  dann  die  Neigung  der  Geraden  Cc  gegen 
die  positive  Abscissenaxe.  In  den  Lehrbüchern  findet  man  bei  der  Epi- 
cjcloide  und  Pericjoloide  gewöhnlich  die  andere  'der  beiden  möglichen 
Lagen  von  Cc  als  positive  Abscissenaxe  angenommen,  indem  festgesetsi 
wird,  dass  der  erzengende  Punkt,  von  c  aus  gerechnet,  anf  derselben  Seite, 
liegen  soll,  wie  der  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise,  was  bei  der  H7- 
pocycloide  mit  unserer  Annahme  übereinstimmt,  bei  den  anderen  aber 
nicht.  Hier  erscheint  es  zweckmässiger,  die  positive  Abscissenaxe  so  zil 
wählen,  wie  es  angegeben  worden  ist,  um  alle  Fälle  anter  einer  gemein*» 
samen  Gleichung  zusammenfassen  zu  können. 

Der  zu  betrachtende  Fall  tritt  nun  ein,  wenn  man 

b  =  R  —  r 
setzt,  dann  gehen  die  obigen  Gleichungen  in  folgende  über: 

nfi,       \         ^              2r—Ji 
xz=2(R — r)cos  —  q>    cos q> 

/«        N         Ä  .   2r—R 

y  =  2  (Ä — r)cos  —  09    stn ». 

'        2r^  2r 

Führt  man  ferner  Polarcoordinaten,  q  und  S  ein,  indem  man 


*)  JtfBrgnus  (Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytiscben 
Geometrie.  Berlin  1883.)  begreift  die  Pericycloiden  mit  unter  dem  Namen  der 
Hypocycloiden  nnd  nennt  die  Cycloide ,  wenn  der  erzengende  Pnnkt  ausserhalb 
des  rollenden  Kreises  liegt,  verkürzt  oder  verschlnngen,  wenn  er  dagegen 
innerhalb  liegt,  gedehnt  oder  geschweift. 
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?^9=©,  a-'  +  y'  =  fi\ 

und  ausserdem  zur  Abkürzung 

— ^  =  m,     .     2(Ä  — r)  =  a 

setzt,  80  erhält  man  für  die  in  Bede  stehende  specielle  Art  von  Hypocy- 
cloiden  die  einfache  Polargleichnng: 

1)  Qs=:acosmS. 

2.  Es  soll  nun  besonders  der  Fall  ins  Auge  gefasst  werden,  dass  die 
Radien  R  und  r  ein  rationales  Verhältniss  haben,  wodurch  auch  m  eine 
rationale  Zahl  wird.  Dann  weiss  man,  dass  die  Cycloiden  stets  ge- 
schlossene Curyen  sind.  Da  nun  in  unserem  Falle  der  beschreibende  Kreit 
(d.  h,  der  mit  dem  Radius  bs=s  B  —  r  um  c  beschriebene  Kreis)  stets  durch 
den  Mittelpunkt  C  des  festen  Kreises  geht,  und  da  ferner  jedesmal, 
wenn  der  rollende  Kreis  eine  ganze  Umdrehung  vollendet  hat,  der  erzeu- 
gende Punkt  seinen  grüssten  Abstand  von  C  erreicht,  also  Q=  +  a  wird, 
so  sieht  man,  dass  die  Curve  einen  Stern  bildet,  der  aus  einer  gewissen 
Anzahl  von  congruenten  Strahlen  oder  BlAttern  besteht,  die  im  Punkte  C 
zusammenstossen.  Wegen  dieser  Gestalt  wollen  wir  die  besondere  Art 
von  Cycloiden,  die  wir  hier  betrachten,  kurz  sternförmige  Cjcloiden 
nennen.  Freilich  geht  in  vielen  Fällen,  wenn  die  Blätter  sich  sehr  aus- 
breiten ,  das  sternförmige  Ansehen  verloren ,  wir  wollen  aber  auch  dann 
diese  Bezeichnung  der  Kfirze  wegen  beibehalten. 

Um  ein  Beispiel  zu  haben,  sei  i{  =  5,  r  =  3;  dann  findet  sich 

und  die  Curve  bildet  einen  aus  5  vollkommen  gleichen  Blättern  bestehen- 
den Stern  (Fig.  3,  Tafel  III). 

Die  erste  Frage,  die  sich  hier  darbietet,  ist  die,  wie  man  aus  der  Zahl 
m  die  Anzahl  der  Blätter  bestimmen  kann ,  welche  die  Curve  zusammen- 
setzen. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  m  sei  eine  ganze  Zahl.     Es  wird 

wenn 

^  =  ö>     —y     "-"•     "— >   >      "ZTi 

01        m        m  m 

und  zwar 

^  =  -f-  a,  wenn  k  eine  gerade  Zahl, 
Q=z  —  a,  wenn  k  eine  ungerade  Zahl, 
und  jedem   Werthe  von  k  entspricht  ein  Blatt  der  Curve.     Wenn  nun 
ks=^m  ist,  00  wird  8  es  ^r,  m  O  =  m».    Wenn  daher  m  eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  wird  ^  rs .—» a  ^  der  erzeugende  Punkt  kommt  also  in  seine  anfäng- 
liche Lage  zurück  und  die  Curve  ist  geschlossen.     Die  Anzahl  ihrer  Blät» 

15* 
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ter  ist  also  dann  gleich  m,  Ist  aber  m  eine  gerade  Zahl,  so  wird  für  0=9c, 
Q=  +  a,  der  erzeugende  Punkt  liegt  also  dann  seiner  anfänglichen  Lage 
diametral  gegenüber.  Der  rollende  Kreis  mnss  daher  noch  einmal  m- Um- 
läufe vollenden,  ehe  die  Curve  sich  schliesst,  und  folglich  ist  diese  dann 
aus  2m -Blättern  zusammengesetzt.     Man  erhält  also 

m- Blätter,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl, 
2m -Blätter,  wenn  m  eine  gerade  Zahl. 
Auf  dieselbe  Weise  könnte  man  auch  die  Anzahl  der  Blätter  finden, 
wenn  m  ein  rationaler  Bruch  ist;  man  kommt  aber  noch  leichter  auf  fol- 

Art  zum  Ziele.  Drückt  man  das  Verhältniss  -=  durch  die  kleinsten  Zah- 
len aus,  so  giebt  bekanntlich  der  Nenner  R  die  Anzahl  der  Umläufe  an, 
welche  der  rollende  Kreis  machen  mnss,  bis  die  Curve  sich  schliesst. 
Setzt  man  nun 

m=  ^  (t  Zähler,  n  Nenner) 
und  bringt  diesen  Bruch  auf  seine  kleinste  Benennung,  so  folgt  ans  der 
Gleichung  m  =  —  = 


2r  —  B 

r  z  +  n 

Ä  27"' 

Der  Nenner  dieses  Bruches,  wenn  dieser  auf  seine  kleinste  Benennung  ge« 
bracht  ist,  giebt  sogleich  die  Anzahl  der  Umläufe  des  rollenden  KreiseSi 
also  auch  die  Anzahl  der  Blätter  an.  Sind  nun  aber  z  und  n  beide  unge- 
rade, so  ist  z  +  n  gerade,  also  lässt  sich  der  Bruch  durch  2  heben,  und  die 
Anzahl  der  Blätter  ist  z ;  ist  dagegen  von  z  und  n  einer  ungerade  und  der 
andere  ungerade,  so  ist  z  +  n  ungerade;  der  Bruch  lässt  sich  daher  dann 
nicht  weiter  heben,  und  die  Anzahl  der  Blätter  ist  2z.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  die  Anzahl  der  Blätter  hauptsächlich  von  dem  Zähler  des 
Bruches  m  abhängt,  von  dem  Nenner  nämlich  nur  insofern,  ob  derselbe 

gerade  oder  ungerade  ist;  und  man  erhält  folgende  Begel:  Sind  in  m  =  — 

it 

z  und  n  gleicbartig  (beide  ungerade),  so  hat  die  Curve  z-Blätter, 

z  und  n  ungleichartig  (nur  einer  ungerade),  so  hat  die  Curve  2s-Blätter. 

Zum  Beispiel: 

für  m  =  5  besteht  die  Curve  aus  5  Blättern 

-  m  =  4         -  -        -         -    8 
.    m=|         -         -        -         -    5 

-  »1  =  1         ...         -  10 

3.  Für  den  hier  zuerst  betrachteten  Fall  einer  sternförmigen  Hypo- 
c^cloide  kann  m  sowohl  positiv  wie  auch  negativ  ausfallen ,  ist  aber  stets 
numerisch  grösser  als  1.  Dies  erhellt  sofort,  wenn  man  den  Ausdruck  für 
m  in  den  Formen 
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m  =  >- 


2r  —  R        Ä  — 2(Ä  — r)  B~2r 

tchreibt;  denn  hier  ist  jß —  r  positiv;  ist  also  nun  R>2(R  —  r),  so  ist  m 
positiv  and  grösser  als  1;  ist  &her  R<2{R  —  r),  so  ist  zugleich  /{>2r, 
also  tu  negativ  und  wieder  numerisch  grösser  als  1.  Im  ersteren  Falle 
(m  positiv)  Ä<2r,  R  —  r<:^r^  ist  die  Hypocycloide  eine  verkürzte; 
im  zweiten  Falle  (m  negativ)  ist  ebenso  R  —  r>r^  also  die  Hypocycloide 
eine  verlängerte. 

Man  kann  hiernach ,  wenn  m  >^  1  und  ausserdem  auch  a  gegeben  ist, 
die  durch  die  Gleichung  I) 

Q  =  acosmS 
bestimmte  Curve  stets  als  eine  Hjpocjcloide  ansehen  und  findet  die  die- 
selben erzeugenden  Kreise  aus  den  Gleichungen 

^  ^  '  2r  — Ä  ' 

aus  welchen 

folgt.  Diese  Hjpocjcloide  ist  eine  verkürzte,  wenn  m  positiv  ist;  allein, 
wie  die  Gleichung  1)  zeigt,  bleibt  die  Curve  dieselbe,  wenn  man  der  Zahl 
m  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt;  man  kann  daher  die  nämliche  Curve 
auch  als  eine  verlängerte  Hjpocycloide  ansehen ,  und  bezeichne  /T  und  r' 
die  Radien  der  sie  erzeugenden  Kreise,  so  erhält  man,  wenn  man  in  1) 
—  m  statt  m  setzt, 

Hieraus  geht  hervor ,  dass  für  die  sternförmigen  Hjpocycloiden  derselbe 
Satz  gilt,  der  sonst  nur  für  gemeine  Hjpocjcloiden  richtig  ist,  dass  näm- 
lich jede  Hypocycloide  auf  zwei  Weisen  durch  verschiedene  Paare  von 
Kreisen  erzeugt  werden  kann.*)  Für  die*  Beziehung  zwischen  den 
Radien  R,  r  und  ^,  /  der  beiden  Kreispaare  ergiebt  sich  leicht 


i  +  F  =  " 


ausserdem  auch 


(B  _r)»=  («--0«=  rr';        ^=^, 

die  gemeinschaftliche  Differenz  R  —  r  oder  R' — /  ist  also  die  mittlere 
Proportionale  aus  den  Radien  der  rollenden  Kreise  und  diese  selbst  ver- 
halten sich  wie  die  Quadrate  der  festen  Kreise.  Man  hat  hiemach  folgen- 
den Satz: 


*)  Siehe  tt.  a.  Magnus  p.  311. 
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Jede  sternförmige  verkürzte  Hypocycloide  ist 
gleich  einer  sternförmigen  verlängerten  Hypocy« 
cloide;    zwischen   ihren  Radienpaaren   bestehen  die 

Beziehungen  J?  —  r'=::^l( — r'und  — +-r  =  l. 
Für  die  oben  angeführten  Beispiele  erhält  man  folgende  Zahlenwerthe : 


m 


/{  V^  N^ 

3  6        3 

—  — a   — a 
5     4        4 

5     8        5 

—  — a  — « 

8     6        6 

4  5        4 

—  — a  —a 

5  2        2 

7    10       7 

—  — a  — « 
10    6        6 

Yerkflrzte  Hypoc. 

1 

R  —  r^rri  —  a 
2 


t  ^  ^ 

2  5  2 

—  — a  — a 
5  6  6 

3  8  3 

—  — a  — a 
8  10  10 

i  5.  1 

—  — a  — a 
5  8  8 

3  10  3 

—  — a  — a 
10  14  14 

Yerling.  Hypoc. 
2 


5  BUtter. 
10 


Für  das  erste  dieser  Beispiele  sind  in  Fig.  3,  Taf.  III,  beide  Paare  von 
Kreisen  angedeutet  worden. 

4.  Wenn  m  nnmerisch  kleiner  als  1  ist,  kann  man  die  Carve  nicht 
mehr  als  eine  Hjpocjloide  ansehen,  vielmehr  ist  sie  dann  eine  Epycycloide 
oder  Fericycloide.  Beachtet  man ,  was  oben  über  die  Wahl  der  positiven 
Abscissenaxe  gesagt  ist,  so  kann  man  leicht,  ebenso  wie  es  bei  der  Hjpo- 
cycloide  geschehen  ist,  auch  aus  den  bekannten  Gleichungen  der  Epicy- 
cloide  und  Pericjcloide ,  wenn  diese  sternförmig  sind,  wieder  die  obige 
Gleichung 

ableiten.  Es  ist  dies  aber  nicht  einmal  erforderlich,  da  man  leicht  über- 
sieht, was  man  zu  ändern  hat,  wenn  die  Hjpocycloide  sich  in  eine  Epicy- 
cloide  oder  Fericycloide  verwandelt.  Bei  der  ersteren  geht  vermöge  der 
angenommenen  Lage  der  Abscissenaxe  nur  r  in  — r  über.     Dann  wird 

R 

m  =  —  -=; — : , 

R  +  2r' 

also  stets  negativ  und  numerisch  kleiner  als  1.     Bei  der  Fericycloide  hat 

man  nur  zu  beachten,  dass  r^Il,  also  r — i2  positiv  ist,  daher  ist  bei  dieser 

_,  R 

^~  R  +  2{r  —  R) 

immer  positiv  und  kleiner  als  1«     Man  kann  also  eine  durch  die  Gleichung 
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Qz=zacosmS  gegebene  Carve,  wenn  darin  m  kleiner  als  1  ist,  zuerst  als 
eine  Pericycloide  ansehen  und  erhält  die  Radien  aus  den  Gleichungen  I), 
wenn  man  nnr  beachtet,  dass  a  =  2  (r  —  R)  zu  setsen  ist ,  und  demgemäss 
in  diesen  Gleichungen  a  in  — a  umwandelt,  also 


R  = 


1  +  m 
2r  =  ~ a. 


1— «m  1  —  m 

Diese  Pericycloide  ist  stets  verkürzt,  da  r  —  R  immer  kleiner  als  r  ist. 
Da  aber  die  Curve  wieder  dieselbe  bleibt,  wenn  m  das  Zeichen  ändert,  so 
kann  sie  zweitens  auch  als  eine  Epicycloide  angesehen  werden;  die  Ba- 
dien  für  dieselbe  ergeben  sich  ans  2),  wenn  man  darin  — r  «tutt  r 
setzt,  also 

m  ^  ,       1  — m 


R'= 


2r'  = 


1  +m  1  +  m      ' 

und  diese  Epicycloide  ist  immer  verlängert,  da  Ä'  +  /  grösser  als  r  ist. 
Die  Beziehungen  zwischen  dem  Badienpaare  sind  hier  dieselben  wie  obeni 

VT 

nur  die  Gleichung  —  +  —  =  1  geht  in  die  folgende 


r 
R~W 

über.  Es  gilt  daher  auch  hier  tler  im  Allgemeinen  nur  bei  gemeinen 
Cycloiden  stattfindende  Satz,  dass  jede  Pericycloide  als  Epicydoide  ange^ 
sehen  werden  kann : 

Jede  sternförmige  (verkürzte)  Pericycloide  (i^tr) 
ist  gleich  einer  sternförmigen  (verlängerten)  Epi- 
cydoide  (i2'|  /);   zwischen    ihren   Radienpaaren   be* 

r       r 
stehen  die  Beziehungen  r  —  Ä  =  r'  +  Ä'  und  's-— ^=l- 

R        Jn 

Nimmt  man  für  m  die  reoiproken  Werthe  der  oben  als  Beispiele  be- 
nutzten Zahlen,  so  erhält  man  folgende  Werthe : 


m 

5 

1        3 

3  7«  7« 

«    i     » 

i  Blatt. 

1 
4 

5     2        5 

2     6       6 

3     2       3 

—   — a  — a 
2    10      10 

2  Blatter. 

5 

4     3        4 
—  — a   — fl 
3     2        2 

1     3        1 

—    — a   — a 

Z     8        8 

8 

2 
5 

7     4        7 
—   — a  — a 
4     6       6 

3  4        3 
—   — a   — o 

4  14      14 

4 

verkürzte  Peric. 

veriängerte  Epie. 

r-«=.ia 

r'+Ä'=|« 
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In  Fig,  4,  Taf.  III,  ist  die  dem  Werthe  m  =  —  entsprechende  Cnrve  dar- 

gestellt  und  beide  Kreispaare,  welche  diese  Curve  erzeugen  kennen,  ange« 
deutet  worden. 

5.  Eine  sternförmige  Cycloide  besteht,  wie  wir  gesehen  haben,  aus 
einer  (im  Falle  eines  rationalen  Verhältnisses  awischen  R  und  r  stets  end- 
lichen, sonst  unendlich  grossen)  Anzahl  einander  rollkommen  gleicher 
Blätter,  untersuchen  wir  nun  noch  den  Inhalt  und  den  Umfang  eines  solchen 
Blattes. 

Da  die  Hälfte  des  ersten  Blattes  beschrieben  wird,  wenn  9  von  0  bis 

—  wächst,  so  wird  der  Inhalt  eines  Blattes  angegeben  durch  den  Ausdruck 
2  tn 


'/■ 


cos^mSdB 


oder  entwickelt 

Nun  ist  aber—-    der  Inhalt  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  a,  dessen 
4 

Hadius  also  resp.  R  —  r,  r  —  jR,  R  +  r  ist,  je  nachdem  man  es  mit  einer 

Hypocjcloide,  Pericycloide  oder  Epicjcloide  zu  thun  hat     Dieser  (der 

beschreibende)  Kreis  geht  immer  durch  den  Anfang  und  das  Ende  des 

Blattes.     Ist  daher  m  ^  1 ,  so  liegt  das  Blatt  innerhalb  dieses  Kreises  und 

bildet  den  m^***  Theil  desselben,  ist  aber  m<^l^  so  wird  der  Kreis  von  dem 

Blatte  umschlossen  und  dieses  ist  das  ^  fache  des  Kreises. 

m 

Der  Umfang  eines  Blattes  wird  ausgedrückt  durch 

^Jj/(^^+—de  =  2aJ^Vcos'fne  +  m*HH'mB  de 
Setzt  man  nun  zuerst,  wenn  m  ^  1 , 


m6=i-^ 9, 


so  erhält  man 

2i 
0  0" 

Dieses  Integral  ist  das  vollständige  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 

für  den  Modul ^"*         ;  also  ist  der  Umfang  des  Blattes  dem  einer  Ellipse 
tn 

gleich,  deren  grosse  Axe  s=:a,  und  deren  numerische  Excentricität 
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m 

ist     Die  kleine  Axe  dieser  Ellipse  ergiebt  sieh  daraas  — . 

Ist  sweitens  m  ^  1,  so  dass  man 

tn  ö  =  fp^ 
dann  erhält  man  für  den  Umfang  des  Blattes  den  Ausdruck 
n  « 

2a  /   ^ycos^(p  +  m'^sin*q>  -^=2—    /   '^/l  —  (l  — m*)«««^)  rfy, 

und  dieser  ist  gleich  dem  Umfange  einer  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  — 


und  der  Excentricität  "/i — m',  woraus  die  kleine  Axe  =a  folgt.*  Also 
ist  in  allen  Fällen  der  Umfang  eines  Blattes  gleich  dem  Umfange  der 
Ellipse,  welche  die  Linie  a  {CB  Fig.  3  und  4^  Taf.  III)  zur  einen  Axe  und 

—  8Qr  zweiten  Axe  hat. 
m 

Da  endlich  der  Inhalt  dieser  Ellipse  =:= -7—  ist,  so   sieht  man,  dass 

Am 

dieselbe  nicht  allein  dem  Umfange ,  sondern  auch  dem  Inhalte  nach  ^em 

Blatte  der  Curve  gleich  ist. 

Zürich,  31.  März  1863. 

Dr.-H.  DüRÄOE, 

Professor  am  eidgenössischen  Polytechnicam  in  Zürich. 


XIT.  Vote  ftber  ein  geometrisches  Theorem.  In  den  ,,NouveUes  Ann. 
de  Mathäm»^^  {deuxiime  serie  11,  p,  523)  finden  sich  drei  Beweise  eines  von 
Terquem  (N.  A.  XI,  p.  402)  gefundenen  Theoremes:  schneiden  sich  zwei 
Flächen  gegenseitig  in  einer  Krümmungslinie ,  so  bilden  die  Normalen  zu 
beiden  Flächen  in  jedem  Punkte  der  Schnittcurve  denselben  Winkel  mit 
einander. 

Der  einfachste  Beweis  dieses  eleganten  Satzes  ist  wohl  folgender. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  seien  f{x,  y,  «)  =  0,  A(a:,y,  z)  =  0. 
Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

^^-r     ^f~T     ^f-Z 

0  X 

Sieht  man  a:,  y,  z  als  Functionen  eines  Parameters  t  an ,  setzt  —  =  a: , 
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•^^w'v^.'^/v^/^A/v^^^^■^^^^. 


eben  /*=  0  und  ^  =  0  folgende  Gleichungen: 
1)  Xx'+  Yy  +Z/  =  0, 


, ,  80  hat  man  für  die  KrUmmungslinien  der  Flä- 


2) 
3) 
4) 


X'       y       z 
X       Y      Z 

X'   r'   r 


=  0, 


X,x'^  Y,y'  +  Z,z'  =  0, 


=  0. 


X        y       z 
X,      Y,     Z, 

x;  y;  z; 

Ist  die  Schnittcurve  von  /'=0  und  /i  =  0  auf  jeder  Fläche  eine  Krüm- 
mung^inie,  so  bestehen  die  vier  Gleichungen  1—4)  für  einen  Punkt  {x^  y,  z) 
derselben  gleichzeitig.     Aus  1)  und  3)  folgt: 

i>c  __         y z 

YZ^—Y,Z~ZX^^Z,X~XY^^XtY' 
Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  hierdurch: 

j-'jT.  +  rr.  +  z-z,      xr+rr  +  zT^  __  d  ^     ,. 

xx,  +  YY,  +  zz,  -      x*+  r*+z*      —  rr^y^^  + 1-  i--^  ;• 
xx:-\-  T  t;+  zz;  _  x,  x,'+  r,  7,'+  z,  z;  _  « ,„„i/rr«4.r«4.z«^ 

Die  vorstehenden  Gleichungep  addirt  geben : 
±j^^  XX,+  YY,  +  Z^, 


oder: 


di    y{X'+Y^+Z*)y{X,^+Y,'+Z,') 
XX^+YY,+ZZ, 


i^  =  0, 


wo  a  ein  constanter  Winkel  ist. 


z=zco$a^ 


ZV.  Zur  Theorie  der  Oase.  In  den  Annalen  der  Phjsik  und  Chemie 
von  Poggendorf  stellen  Krönig  Bd.  09,  S.  315,  und  Clausius  Bd.  100, 
S.  353,  eine  neue  Theorie  der  Gase  auf,  nach  welcher  „die  Gasmoleküle 
nicht  um  bestimmte  Gleichgewichtslagen  oscillireu;  sondern  sich  in  gerader 
Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  bis  sie  gegen  andere 
Gasmoleküle  oder  eine  für  sie  undurchdringliche  Wand  stossen."  Gegen 
diese  an  den  citirten  Stellen  weiter  ausgeführte  Theorie  ist  von  Hoppe, 
Jochmann  und  Puschl  der  Einwurf  erhoben  worden,  dass  nach  ihr  ein 
localer  Temperatur überschuss  in  einem  Gase  fast  augenblicklich  von  sei- 
nem Orte  verschwinden  müsste.  Den  Einwurf  bekämpft  Clausius  in 
Pogg.  Bd.  115,  S.  1,  und  Stefan  beweist  in  dieser  Zeitschrift  für  Math^ 
und  Phjsik,  Jahrg.  8,  S.  355,  die  Unrichtigkeit  dieser  aus  der  Gastheorie 
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gemachten  Folgerung,  ohne  ein  ürtheil  Über  den  wissenschaftlichen  Werih 
der  Theorie  selbst  auszusprechen. 

Weil  nun  die  Kenntniss  des  Wesens  der  Oase  Ton  grösster  Wichtig* 
keit  und  die  Frage  über  die  Eichtigkeit  dieser  Theorie  noch  offen  ist,  so 
erlaube  ich  mir  kurz  zu  untersuchen ,  wie  sich  die  Theorie  mit  den  Wir« 
kongsgesetzen  der  Schwere  und  mit  dem  Vorhandensein  der  Erdatmos- 
phäre rerträgt. 

Krön  ig  bestimmt  zwar  die  Einwirkung  der  Schwere  auf  ein  rertikal 
aufwärts  fliegendes  Oasatom,  allein  Clausius  formulirt  seine  und  des 
Krönig  Ansicht  dahin,  dass  sich  Oasmolekel  in  gerader  Linie  und  mit 
GOBstanter  Geschwindigkeit  fortbewegen.  Diese  angenommene  Bewegungs- 
art, sowie  den  gleichen  aus  den  Molekelstössen  abgeleiteten  Druck  des 
Ghses  auf  alle  OefKssw&nde  kann  ich  mit  der  Wirkung  der  Schwere  nicht 
In  Einklang  bringen. 

Es  sei  ein  leeres,  würfelförmiges  OefKss  von' bedeutender  Höhe  und 
horizontalem  Boden.  Lässt  man  durch  eine  Oeffnung  des  Bodens  atmos« 
phärische  Luft  in  das  Gefftss  einströmen ,  so  hat  man  nach  kurzer  Zeit  im 
Geftsse  Luft  von  gleicher  Spannkraft  mit  der  ausserhalb  des  Oefassbodens* 
befindlichen,  und  die  eingeschlossene  Luft  drückt  nach  der  Erfahrung  mit 
dieser  Spannkraft  auf  alle  Gefässwftnde.  Nimmt  man  jedoch  an,  dass 
Lnftmolekel  vom  Boden  des  Oefässes  mit  der  Geschwindigkeit  c  vertikal 
aufwärts  abfliegen,  so  kommen  sie  am  Deckel,  wenn  kein  Molekel  zusammen» 
stoss  unterwegs  erfolgt,  mit  der  Geschwindigkeit  c — /i  an,  wo  a=sgi 
eine  angebbare  Grösse  ist.  Die  rom  Deckel  zum  Boden  vertikal  und  ohne 
Znsammenstoss  fliegenden  Molekel  haben  am  Boden  die  Geschwindigkeit 
e+a.  Erfolgt  bei  diesen  in  vertikaler  aber  entgegengesetzter  Richtung 
fliegenden  Molekeln  ein  gerader  und  centraler  Znsammenstoss ,  so  vertau- 
schen sie  die  Geschwindigkeiten  und  gehen  in  entgegengesetzten  Richtun- 
gen von  einander,  was  selbst  Clausius  S.  85A  wenigstens  für  die  Gesammt- 
wirkung  vieler  Molekel  gelten  lässt.  Somit  kommt  auch  in  diesem  Falle 
das  Molekel  am  Boden  mit  der 'Geschwindigkeit  c  +  0>  jenes  am  Deckel 
mit  der  Geschwindigkeit  c  —  a  an.  Die  Summe  aller  Stösse  Sb^  welche 
der  Boden  von  den  vertikal  fliegenden  Molekeln  in  der  Zeiteinheit  erleidet, 
ist  also  grösser  als  die  Summe  aller  Stösse  Sd,  welche  der  gleich  grosse 
Deckel  in  dieser  Zeit  erleidet  und  man  hat  Sb  —  Sd=£a^  wenn  Ji;  die 
Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  vertikal  auf-  und  niedersteigenden  Molekel 
angiebt.  Von  den  horizontal  fliegenden  Molekeln  trifft  kein  einziges  den 
Deckel,  wenn  sie  ohne  Znsammenstoss  mit  einem  Molekel  fortgehen.  Wohl 
können  mehrere  derselben  den  Boden  stossen,  sobald  das  Oefäss  weit  ge* 
nug  ist,  weil  sie  wegen  der  Schwere  parabolische  Bahnen  beschreiben. 

Zur  leichteren  Vergleichung  der  Stosswirkungen  aller  den  Boden  und 
und  den  Deckel  unter  einem  schiefen  Neigungswinkel  verlassenden  Me- 
ißel stelle  ich  sie  in  zwei  Gruppen,  so  dass  je  ein  Bodenmolekel /i4  mit  je 
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einem  Deckelmolekel  B  den  gleichen  Neigungswinkel  a  mit  der  verlasse- 
nen Fläche  bildet.  Der  Kest  des  aufsteigenden  Molekels  A  ist  nicht  n«r 
wegen  seiner  geringen  Geschwindigkeit  schwächer  als  jener  des  nieder- 
steigenden Molekels  B^  sondern  auch  wegen  des  Neigungswinkels  ß<  (*i 
unter  welchen  er  den  Deckel  trifft,  während  der  Neigungswinkel  y  der 
Auffallsrichtung  der  Molekels  B  mit  dem  Boden  grösser  als  a  ist.  Dasa 
kommt,  dass  viele  mit  A  bezeichnete  Molekel,  bei  denen  a  mit  Räcksicht 
auf  den  Ausgangspunkt  die  geeignete  Grösse  hat,  den  Deckel  gar  nicht 
erreichen,  aber  die  entsprechenden  mit  B  bezeichneten  Molekel  den  Boden 
noch  treffen  und  zwar  wegen  der  parabolischen  Bahnkrfimmung.  Aefan«- 
liches  gilt  von  den  die  Seitenwand  unter  einem  spitzigen  Winkel  verlassen* 
den  Molekeln.  Daraus  folgt,  dass  die  Summe  aller  in  der  Zeiteinheit  anf 
die  Flächeneinheit  geübten  Stösse  am  Boden  viel  stärker  ist  als  am  Deekel. 
Der  Zusammenstoss  der  Molekel  innerhalb  des  Gefässes  kann  das  ge* 
wonnene  Kesultat  um  so  weniger  ändern,  da  Claus iua  S.  358  voraussetzt, 
dass  „der  Raum,  welchen  die  Molekel  des  Gases  wirklich  ausfüllen,  gegen 
den  Raum,  welchen  das  Gas  einnimmt,  verschwindend  klein  sein  mnss'^ 

Aus  dieser  Betrachtung  glaube  ich  folgern  zu  dürfen,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit der  fliegenden  Gasmolekel  keine  constante,  dass  ihre  Bahn 
mit  Ausnahme  der  vertikalen  Richtungen  keine  geradlinige  sein  kann; 
dass  ferner  der  Druck  eines  im  GefUsse  eingeschlossenen  Gases  am  stärk- 
sten gegen  den  Boden,  am  schwächsten  gegen  den  Deckel  und  ein  zwisehea 
beiden  liegender  gegen  die  Wände  nach  dieser  Theorie  sein  müsste« 

Wollte  man  jedoch  gegen  diese  Folgerung  einwenden,  dass  die  Ein- 
wirkung der  Schwere  auf  die  Gasmolekel  im  Gefässe  mit  relativ  kleinen 
Dimensionen  eine  verschwindend  kleine  Grösse  hat,  so  spricht  das.  Vor* 
bandensein  der  Erdatmosphäre  entschieden  gegen  diese  Theorie.  Die 
Molekel  der  atmosphärischen  Luft  sind  nach  der  Annahme  von  Gl  aus  ins 
sehr  weit  von  einander  entfernt.  Wenn  also  ein  Luftmolekel  mit  constan- 
ter  Geschwindigkeit  von  der  Erdoberfläche  vertikal  aufwärts  fliegt  ^  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  mit  einem  anderen  Molekel  zusammen- 
stösst,  um  so  geringer,  je  dünner  die  Erdatmosphäre  in  den  oberen  Schich- 
ten im  Vergleiche  mit  jener  in  den  unteren  ist.  Demnach  könnte  es  ge- 
schehen, dass  einzelne  Luftmolekele  von  der  Erdoberfläche  bis  an  die 
Grenze  der  Erdatmosphäre  gelangten  und  von  da  in  den  Weltraum  über- 
gingen auf  ähnliche  Weise,  wie  sich  Clausius  S.  d61,8ü3  die  Verdampfung 
vorstellt.  Wird  jedoch  wegen  der  vorausgesetzten  Bewegung  der  Molekel 
in  allen  Richtungen  nicht  zugegeben,  dass  ein  Molekel  durch  die  ganze 
vertikale  Luftsäule  bis  zur  Atmosphärengrenze  ohne  Zusammenstoss  stei- 
gen könne,  so  gestattet  die  Theorie  wenigstens  den  Grenzmolekeln  den 
Flug  in  den  Weltraum.  Denn  dieser  ist  nach  der  gewöhnlichen  Ansiebt 
mit  Aether  gefüllt,  welchen  Claus  ins  auch  znlässti  wenn  er  S.  dö5  jede« 
Gasatom  mit  einer  Quantität  eines  feinen  Stoffes  nmhüUt.    Der  Aether, 
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welcher  die  Materie  aasieheii  und  von  ihr  ^gezogen  werden  soll,  leistet 
als  etwas  nicht  Materielles  den  anfliegenden  Lnftniolekeln  keinen  Wider« 
atand.  Enthält  aber  der  scheinbar  leere  Weltranm,  wie  ich  meine,  Atome 
ungeformter  Materie,  so  haben  diese  eine  kleinere  Masse  aln  die  geformten 
Laftmolekel,  ferner  haben  sie  entweder  keine  oder  eine  viel  geringere  Oe* 
seh  windigkeit  als  sie  von  Clansins  den  Gasmolekeln  zugeschrieben  wird. 
Folglich  steht  den  Orenzmolekeln,  deren  Flngrichtnng  von  der  Atmos- 
phäre abgewendet  ist,  kein  Hinderniss  znm  Eintritte  in  den  Weltraum  ent- 
gegen. Haben  sich  die  Lnftmolekel  in  diesen  versenkt,  so  sind  sie  für 
die  Erdatmosphäre  verloren ,  weil  die  molekulare  Anziehung  zwischen 
Laftmolekeln  nur  in  unmittelbarer  Nähe  wirksam  ist,  S.  358.  An  die 
Stelle  der  abgeflogenen  Molekel  treten  andere  als  Orenzmolekel ,  von  de- 
nen einige  wieder  in  den  Weltraum  abfliegen.  Auf  diese  Art-müsste  die 
Hdhe  und  der  Druck  der  Atmosphäre  nach  und  nach  kleiner  werden  und 
in  nicht  gar  langer  Zett  mUsste  die  ganze  Erdatmosphäre  in  den  unermess- 
liehen  Weltraum  übergehen. 

Klagenfnrt,  den  10.  Nov.  18d3. 

KOBIDA. 


XTI.  Veber  eine  nene  magnetisebe  Erscheinung.  Von  Prof.  Dr.  A.  von 
Waltchhofbn  in  Innsbruck.  Die  neueren  magnetischen  Untersuchungen 
haben  immer  mehr  die  Annahme  beweglicher  Molekularmagnete  begrün- 
det, durch  deren  übereinstimmende  Drehung  das  Auftreten  der  magne- 
tischen Polarität  erklärt  werden  kann. 

Es  fehlt  nicht  an  Thatsachen ,  welche  mit  überzeugender  Evidenz  für 
diese  Annahme  sprechen.  Ich  erinnere  vornehmlich  an  die  Erscheinungen 
der  eloktromagnetischen  Tonersengung ,  an  das  Verhalten  des  zwischen 
Magnetpolen  galvanisch  niedergeschlagenen  Eisens  und  an  die  zahlreichen 
Beziehungen  zwischen  Torsion  und  Magnetisirung.  An  diese  Thatsachen 
reiht  sieh  nun  eine  neue  Erscheinung,  welche  den  Gegenstand  dieser  Mit- 
theilnng  bilden  soll;  sie  lässt  sich  unter  so  einfachen  Verhältnissen  beo- 
bachten und  ist  zugleich  so  überraschend,  dass  die  ungezwungene  und  zu* 
treffende  Erklärung ,  welche  die  Theorie  der  Molekularmagnete  dafür  an 
die  Hand  giebt,  ganz  besonders  geeignet  erscheint,  die  Wahrscheinlichkeit 
dieser  Hypothese  sehr  anschaulich  vor  Augen  zu  legen. 

Ich  habe  durch  zahlreiche  und  entscheidende  Versuche  nachgewiesen, 
dass  der  magnetische  Rückstand  in  elektromagnetistrten  Eisenstäben  von 
der  Geschwind igkeit  abhängt,  mit  welcher  die  Intensität  des  magne- 
tisirenden  Stromes  bis  zum  gänzlichen  Verschwinden  desselben  vermindert 
wird,  oder  mit  welcher  die  bis  zum  Nullwerden  dieses  Stromes  eingeschalte- 
ten Widerstände  vermehrt  werden.  Der  besagte  Rückstand  fällt  nämlich 
desto  grösser  aus,  je  langsamer  der  magnetisirende  Strom  vor  der  ganz- 
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liehen  Unterbrechung  allmftlig  abgeschwächt  wird ;  er  reducirt  sich  dsge* 
gen  auf  ein  Minimum,  wenn  die  Unterbrechnng  des  ma^netisirenden  Stro- 
mes  plötzlich  stattfindet.  Im  letzteren  Falle  habe  ich  oft  sogar  negative 
liückst&nde  beobachtet,  d.  i.  solche,  welche  im  Vergleiche  mit  dem  ver* 
schwundenen  Elektromagnetismns  entgegengesetzte  Polarität  hatten. 

Diese  im  ersten  Augenblicke  befremdende  Erscheinung,  welche  ich 
künftighin  kurzweg  die  „anomale  Magnetisirung**  des  Eisens  nennen 
will,  kann  offenbar  nicht  als  secundftre  Wirkung  inducirter  Ströme  ange* 
sehen  werden,  weil  die  inducirten  Oeffnungsströme  mit  dem  primären 
Strome  gleichgerichtet  sind,  und  somit  im  Gegentheile  nur  eine  Vergrösse- 
miig  der  magnetischen  Rückstände  im  positiven  Sinne  bewirken  können. 

Dagegen  gestattet  die  Hjpothose  beweglicher  Molekularmagnete  eine 
ebenso  befriedigende  als  einfache  Erklärung,  wenn  man  sich  den  Umstand 
gegenwärtig  hält,  dass  bei  der  Drehung  der  magnetischen  Moleküle,  nebst 
den  Molekularkräften,  welche  die  ursprünglichen  Gleichgewichtslagen  wie« 
der  herzustellen  suchen,  auch  ein  gewisser  Eeibungswiderstand  im  Spiele 
ist,  worauf  ja  eben  die  remanente  Magnetisirung  beruht.  Dieser  Beibungs- 
widerstand  verhindert  nämlich  im  Allgemeinen  den  vollständigen  Rücktritt 
der  Molekularmagnete  in  die  ursprünglichen  Oleichgewichtslagen,  und  zwar 
desto  mehr,  je  langsamer  diese  rückgängige  Bewegung  durch  allmäliges 
Nachlassen  der  magnetisirenden  Kraft  veranlasst  wird;  wenn  dagegen  ein 
plötzliches  Aufhören  der  magnetisirenden  Kraft  stattfindet,  so  werden  die 
magnetischen  Moleküle  mit  grösserer  Schnelligkeit  ihre  rückgängigen  Bewe- 
gungen ausführen,  und  somit  weiter  gegen  die  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
lagen zurückkehren,  indem  die  bei  plötzlicher  Aufhebung  des  Spannungszn« 
Standes  auftretenden  lebendigen  Kräfte  vollständig  gegen  die  vorhandenen 
Reibungswiderstände  in  Arbeit  kommen.  Im  letzteren  Falle  liegt  sogar 
die  Möglichkeit  nahe,  dass  viele  von  den  magnetischen  Molekülen  bei  ihrer 
rückgängigen  Bewegung  noch  über  ihre  ursprünglichen  Gleichgewichts* 
lagen  hinaus  kommen,  und  in  Folge  der  Reibungswiderstände  Jens  ei  ta 
derselben  zurückbleiben,  wobei  es  dann  leicht  geschehen  kann,  daaa 
die  resultirende  Polarität  im  Vergleiche  mit  jener  des  verschwandenen 
Elektromagnetismus  entgegengesetzt  ausfüllt. 

Das  beschriebene  Verhalten  der  magnetischen  Moleküle  lässt  sieh 
durch  eine  Feder  versinnlichen ,  deren  OscUlation  mit  einiger  Reibung  ge- 
hemmt  ist.  Spannt  man  diese  Feder  und  lässt  sie  langsam  wieder  nach, 
so  wird  sie  wegen  der  Reibung  nicht  mehr  ganz  in  ihre  ursprüngliche 
Gleichgewichtslage  zurückkehren  und  weiter  davon  entfernt  bleiben,  als 
wenn  ein  rascheres  Nachlassen  ihrer  Spannung  eintritt;  spannt  man  sie 
aber  und  lässt  sie  hierauf  plötzlich  los,  so  wird,  bei  einem  gewissen  Ver- 
hältnisse zwischen  Spannung  nnd  Reibungs widerstand  eine  Ueberschrei- 
tung  der  ursprünglichen  Gleichgewichtslagen  stattfinden,  welche^  wenn  sie 
eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  ein  Zurückbleiben  hinter  dieser  nr- 
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•prünglichen  Gleichgewichtslage,   also  eine  remanente  entgegengesetzte 
Spannung  der  Feder  zur  Folge  hat* 

Die  Einzelnheiten  meiner  über  diesen  Gegenstand  angestellten  Ver-* 
suche  erscheinen  in  einer  ausführlicheren  Abhandlang. 

Das  Auftreten  grösserer  Rückstände  bei  langsamer  Stromaufhebung 
ist  so  anffallend  und  sicher  zutreffend ,  dass  die  Nachweisung  dieser  That- 
sache  sogar  ohne  Schwierigkeit  zum  Gegenstande  eines  einfachen  Vor- 
lesungsversuches  gemacht  werden  kann.  Besonders  auffallend  zeigte  sich 
diese  Erscheinung  bei  einigen  Versuchen  mit  etwas  längeren  Stäben.  — 
Anders  rerhält  es  sich  mit  der  Beobachtung  negativer  Rückstände,  welche 
immer  yerhältnissmässig  sehr  klein  sind,  und  bei  deren  Hervorbringung  es 
Tiel  mehr  auf  die  Weichheit  des  Eisens  und  auf  die  Stärke  der  angewen- 
deten magnetisirenden  Kraft  ankommt/  weshalb  das  pelingen  anomaler 
Magnetisirungen  sehr  bedingt  ist,  und  die  Nachweisung  derselben  feinere 
Beobachtungen  erheischt  Ich  habe  indessen  auch  anomale  Magnetisirun- 
gen in  grösserem  Masse  sichtbar  gemacht,  indem  ich  zwei  Spiralen  über- 
einstimmend combinirte  und  in  jede  derselben  einen  weichen  Eisenkern 
einlegte,  welche  sofort,  nach  eingetretener  anomaler  Magnetisirung ,  mit 
der  Summe  ihrer  negativen  Rückstände  auf  eine  zwischen  jenen  Spiralen 
aufgestellte  Bussole  wirkten. 

Die  besprochenen  Erscheinungen  sind  natürlich  auch  für  die  perma- 
nente Magnetisirung  des  Stahles  nicht  ohne  Bedeutung.  Der  Einfluss  der 
Schnelligkeit  der  Stromaufhebung  wird  künftighin  auch  bei  quantitativen 
Untersuchungen  über  die  magnetischen  Rückstände  elektromagnetisirter 
Stahistäbe,  insbesondere  bei  weicheren  Stahlsorten,  nicht  unbeachtet  blei- 
ben können. 

Dass  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  man  eine  magnetisirende  Kraft  ausser 
Wirksamkeit  setzt,  auch  beim  Stahl  einen  solchen  Einfluss  geltend  macht, 
seigt  schon  die  längst  bekannte  Tbatsaehe,  dass  ein  Stahlmagnet  durch 
das  Abreissen  des  Ankers  mehr  geschwächt  wird  als  durch  das  Abziehen 
desselben,  eine  Erscheinung,  welche  in  dem  von  mir  nachgewiesenen  Ver- 
halten magnetischer  Rückstände  eine  befriedigende  Erklärung  findet. 
Diese  bedarf  keiner  weitläufigen  Erörterung,  wenn  man  erwägt,  dass  der 
im  Anker  inducirte  Magnetismus  auf  den  Stahl  magnetisch  inducirend  zu- 
rückwirkt, und  somit  entsprechende  Drehungen  der  Molekular magnete  her- 
vorbringt, die  im  ersten  Falle  schneller  als  im  zweiten  rückgängig  gemacht 
werden. 


XTIL  Daritellnng  von  Sauerstoff  aus  eUorsaurem  Kali  Sehr  be- 
kannt ist  die  Vorschrift  zur  Darstellung  von  Sauerstoff  aus  chlorsaurem 
Kali,  wobei  man  dieses  Salz  mit  einem  gleichen  Volum  Braunstein  ge- 
mengt in  einer  Retorte  gelind  erhitzt.     Schon  bei  einer  geringen  Tempe- 
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ratarerhöhung  tritt  die  Zersetzung  des  Salses  ein,  beiordert  dnrch  den 
Contact  mit  dem  Braunstein,  dessen  Znsammensetsung  bei  diesem  Pro- 
cesse  keine  Aenderung  erleidet.     Man  rechnet  deshalb  die  Beförderung 
der  Zersetzung  des  chlorsauren  Kali's  durch  Brannstein  zu  den  kataljti- 
schen  Wirkungen.     Wiederhold  hat  schon  in  Pogg.  Ann.  Bd.  116,  S.  171, 
nachgewiesen,  dass  nach  erfolgter  Mengung  mit  folgenden  Substanzen  die 
Zersetzung  des  chlorsauren  Kali  bei  den  beigesetzten  Temperaturen  beginnt* 
Schwarzes  Manganüberoxjd  (durch  Schmelzen  von  kohlen- 
saurem Manganoxjdul  mit  chlorsaurem  Kali  erhalten)  und 
braunes  Mangan überoxjd  (ans  Manganchlorur  und  Chlor- 
kalk anf  nassem  Wege  erhalten)  bei 200 — ^205^  C. 

Kupferoxyd  (aus  Kupfervitriollösung  mit  Kalilange  unter 

Kochen  dargestellt)  bei     . 290—285^0. 

Platinschwarz  (aus  Platinchlorid  in  alkalischer  Lösung  mit 

Zucker  gefüllt)  bei 200— 27Ö'  C. 

Natürlich  vorkommender  gepulverter  Braunstein  bei      •     .  260 — 270^  C* 
Bleiüberoxyd  (dargestellt  durch  Behandeln  von  Mennige  mit 

Salpetersäure)  bei 280 — 285*  C« 

Bei  der  Zersetzung  des  chlorsauren  Kali^s  unter  dem  Einfluss  der  genann- 
ten Substanzen  wird  allemal  Wärme  frei,  es  wird  nur  Chlorkalinm  und 
Sauerstoff,  kein  überchlorsaures  Kali  gebildet.  Bei  neueren  Versuchen 
(Pogg.  Ann.  Bd.  118,  S.  186)  über  die  katalytische  Einwirkung  von  Kör- 
pern auf  erhitztes  chlorsaures  Kali  fand  Wiederhold,  dass  eine  Mischung 
von  1  Gewichtstheil  chlorsanrem  Kali  mit  |  Gewichtstheil  auf  nassem 
Wege  bereitetem  Eisenoxyd  schon  bei  110^  bis  120^  C.  Sauerstoff  entbindet. 
Das  Sauerstoffgas ,  welches  durch  Erhitzen  von  reinem  chlorsanrem  Kali 
oder  einer  Mischung  desselben  mit  reinem  katalytischen  Körper  erhalten 
wird,  enthält  etwas  Chlor,  wie  schon  früher  nachgewiesen  worden  ist.  In- 
dem wir  hier  nur  die  Hinweise  zur  Darstellung  des  Sauerstoffes  bei  Vor* 
lesungsversuchen  hervorheben,  welche  sich  aus  Wiederhold^s  Arbeiten  ent- 
nehmen lassen,  bemerken  wir,  dass  sich  die  meisten  Versuche  und  Re- 
flexionen seiner  Arbeiten  auf  die  Erklärung  der  hier  erwähnten  katalyti- 
schen Wirkungen  beziehen.  Dr.  Kahl. 


X. 

Der  Heroniflche  Lehrsatz  über  die  Fläche  des  DreieckeB 
als  Function  der  drei  Seiten. 

Von  Dr.  Fr.  Hültsch  in  Dresden. 


Von  dem  Alexandriner  Heron ,  der  nm  das  Ende  des  zweiten  Jahr- 
hunderts vor  Christus  blühte,  wusste  man  noch  vor  kurzer  Zeit  kaum  mehr, 
als  dass  er  mehrere  Schriften  mechanischen  und  physikalischen  Inhalts, 
die  zum  Theil  edirt  vorlagen,  geschrieben  und  einige  in  dieses  Gebiet  ein- 
schlagende Erfindungen  gemacht  habe.  Welche  Bedeutung  ihm  aber  auch 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  gebühre,  ahnte  noch  Niemand,  obwohl 
die  eine  Thatsache,  die  von  einem  italienischen  Gelehrten  bereits  im 
Jahre  1812  aathentisch  vorgelegt  war,  zu  weiteren  Nachforschungen  hätte 
führen  können.  Es  zeigte  nämlich  Venturi  in  seinem  Werke  über  die 
Geschichte  und  die  Theorien  der  Optik,*)  dass  das  Problem,  die  Fläche  des 
Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  zu  bestimmen,  dasselbe,  das  man  Anfangs 
Gelehrten  des  15.  Jahrhunderts,  dann  den  Arabern,  zuletzt  den  Indern  zu- 
schrieb, bereits  von  Heron  gefunden,  und  die  vollständige  Beweisführung 
in  der  Heronischen  Schrift  nf(fl  öionxQag  enthalten  sei.  Doch  diese  Spur 
wurde  vor  der  Hand  nicht  weiter  verfolgt;  selbst  Chasles  begnügte  sich 
mit  einigen  kurzen,  von  Venturi  entlehnten  Andeutungen.' '^)  Dagegen  sollte 
der  Anstoss  zu  weiteren  Forschungen  von  einer  Seite  kommen,  von  der 
man  es  schwerlich  erwartet  haben  würde.  Schon  seit  dem  Jahre  1688  wa- 
ren von  Montfaucon*)  aus  einer  Heronischen  Handschrift  zwei  Fragmente 
veröfifentlicht  worden,  welche  Tabellen  der  Längen-  und  Flächenraaasse 
darstellten.-  Vieles  war  darin  räthselhaft,  aber  so  viel  doch  ersichtlich, 
dass  die  dem  Systeme  zu  Grunde  liegenden  M aasse  nur  dem  Namen  nach 
griechisch,  in  Wirklichkeit  aber  ägyptisch  sein.  Trotzdem  dachte  länger 
als  ein  Jahrhundert  Niemand  an  eine  nähere  Untersuchung,  bis  dis  histo- 
risch-philologische Abtheilung  der  französischen  Academie  als  Preisauf- 
gabe  für  das  Jahr   1810  aufstellte:    Expliquer  le  Systeme  melrique  d'Heron 


^)  Coimnetitarj  sopra  la  storia  e  le  teorie  delV  oitica^  tonto  L    Bologna  1814. 

'  •)  -Aach  die  kürzlich  erschienenen  „Mathematischen  Beiträge  zum  Culturleben 
der  Völker'*  von  M.  Cantor,  die  bei  Abfassung  vorstehenden  Aufsatzes  noch  nicht  be- 
tiQtzt  werden  konnten,  lassen  die  Heronische  Frage  unberührt. 

*)  Analtciu  Grueca  —  eruerunt  monachi  ßenedietini.    PttrU  1688. 
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d'Alexandrie,  et  en  determiner  les  rapports  avec  les  autres  mesures  de  longueur 
des  anciens.  Die  Aufgabe  wurde  gelöst  von  Letronne  und  mit  dem  Preise 
gekrönt.  Aber  wieder  musstc  ein  langer  Zeitraum  verstreichen,  bis  die 
treffliche  Arbeit  zum  Gemeingut  wurde,  denn  der  Verfasser  brachte  sie, 
ungewiss  aus  welchen  Gründen,  nicht  zur  Veröffentlichung.  So  wurde  das 
Werk  erst  nach  seinem  Tode  von  Vincent  im  Jahre  1851  herausgegeben 
unter  dem  Titel:  Recherches  criiiqueSy  hisloriques  et  geographiques  sur  les 
fragments  d*JIeron  d^Alexandrie.  Aber  trotz  dieser  ungewöhnlichen  Ver- 
spätigung  war  an  dem  ganzen  Werke  noch  nichts  antiquirt;  so  wenig  hatte 
die  Herotiische  Frage  in  der  Zwischenzeit  Fortschritte  gemacht.  Letronne 
hatte  mit  richtigem  Blick  gesehen,  dass  die  Untersuchung  über  Heron  sich 
nicht  blos  auf  die  von  der  Academie  gestellte  Frage  beschränken  dürfe, 
oder  vielmehr,  dass  die  Beantwortung  dieser  Frage  gar  nicht  möglich  sei, 
wenn  nicht  die  noch  erhaltenen  'geometrischen  Schriften  Heron^s  einer 
näheren  Prüfung  unterworfen  würden.  Es  war  ein  glücklicher  Umstand, 
dass  die  Pariser  Bibliothek  bei  ihrem  fast  unerschöpflichen  Keichthum  ge- 
rade auch  für  Hero  zahlreiche  Manuscripte  besitzt.  Von  diesen  nahm  Le- 
tronne Einsicht,  so  weites  ihm  für  seinen  Zweck  nöthig  erschien;  und  durch 
die  Mittheilungen,  die  er  aus  ihnen  machte,  hat  er  sich  für  alle  Zeiten  den 
Ruhm  gesichert,  als  der  Wiederentdecker  Heron's  angesehen  zu  werden. 
Allein  das,  was  er  gab,  konnte  nicht  ausreichen,  um  ein  genügendes  Bild 
von  den  Heronischen  Schriften  zu  geben,  und  überdies  hatte  er  gerade  in 
einem  Hauptpunkte  geirrt,  indem  er  Alles,  was  als  Heronisch  überliefert 
war,  auf  einen  Heron  des  5.  Jahrhunderts  zurückführte,  wodurch  die 
ganze  Frage  in  eine  schlimme  Verwirrung  zu  kommen  drohte.  Vor  dieser 
Gefahr  sind  wir  durch  die  Verdienste  eines  Mannes  bewahrt  worden,  der 
mit  seltener  Ausdauer,  mit  dem  reinsten  wissenschaftlichen  Eifer  die  von 
Letronne  gegebenen  Aufschlüsse  nur  dazu  benutzte,  um  die  ganze  Unter- 
suchung wieder  von  vorn  zu  beginnen  und  sie  erst  nach  Erschöpfung  aller 
Quellen  zum  Abschluss  zu  führen.  Es  ist  dies  der  Franzose  Henri  Mar- 
tin, dessen  Recherches  sur  la  vie  et  les  ouvrages  df Heron  d*Alexandrte  im 
Jahre  1854  in  den  Memoires  presentes  ä  V Academie  des  inscriplions  (/.  seriey 
tome  IV)  erschienen  sind.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  eine  noch  so 
kurze  Besprechung  dieser  ausgezeichneten  Arbeit  einzugehen,  die  übri- 
gens im  eigenen  Vaterlande  des  Verfassers  wenig  Beachtung  gefunden  zu 
haben  scheint;  nur  zweierlei  möge  hervorgehoben  werden,  was  zum  Ver- 
ständniss  des  Folgenden  nothwendig  ist.  Erstlich  untersuchte  Martin 
sämmtliche  Heronischen  Manuscripte  der  Pariser  Bibliothek  und  theilte 
ausführliche  Analysen  aus  denselben,  zum  TheH  auch  Stücke  des  Original- 
textes mit.  Zweitens  brachte  er  die  Frage  über  die  Epoche  des  Verfassers 
und  die  Beschaffenheit  der  unter  seinem  Namen  überlieferten  Schriften  in 
Ordnung.  Nachdem  er  nämlich  das  ausgeschieden  hatte,  was  einem  spä- 
ten Byzantiner,  Namens  Ileron,  angehört  (gewöhnlich  Hcro  iunior  oder 


der  drei  Seiten.     Von  Dr.  Fr.  Hultsch.  227 

recens  genannt),  wies  er  nach,  dass  die  übrigen  Herouischen  Schriften, 
vor  Allem  die  Geometrie,  auf  den  alten  Alexandriner  Heron  zurückzu- 
führen seien,  dass  dieselben  aber  nicht  in  der  ursprünglichen ,  sondern  in 
einer  mehr  oder  weniger  überarbeiteten  Form  vorliegen.  Ein  Haupt- 
inoment  der  Entscheidung  bildeten  dabei  die  in  den  Schriften  Heron's  ein- 
gestreuten metrologischen  Tafeln ,  dieselben ,  die  auch  den  ersten  Anstoss 
zur  Wiederauffindung  Heron's  gegeben  hatten.') 

Aber  selbst  nach  Martinas  Untersuchungen  blieb  es  noch  übrig,  den 
letzten  Schritt  zu  thun,  oder  vielmehr  eben  durch  dieselben  hatte  sich  die 
Nothwendigkeit  dieses  Schrittes  unabweisbar  herausgestellt:  es  mussten 
die  betreffenden  Werke  Heron's  im  Grundtext  veröffentlicht  werden.  Die- 
ser Aufgabe  hat  sich  der  Unterzeichnete  unterzogen,  er  hat  die  sämmt- 
lichen  geometrischen  und  stereometrischen  Schriften  Heron's  aus  9  Pariser 
Handschriften  entnommen  und  dieselben  bereits  der  Weidmännischen 
Buchhajidlung  in  Berlin  zum  Drucke  übergeben. 

Die  Heronische  Geometrie  und  Stereometrie  sind  uns  in  verschiedenen 
Bearbeitungen  überliefert.  Die  umfänglichste  darunter  führt  den  Titel 
reG}fiBTQovfiiva^  sie  ist  zugleich  diejenige,  welche  am  wenigsten  von  ihrer 
ursprünglichen  Gestalt  verloren  hat.  Alle  diese  Sammlungen  aber  sind 
nur  für  praktische  Zwecke  bestimmt  gewesen,  sie  enthalten  Aufgaben  mit 
bestimmten  Zahlen  und  geben  deren  Lösung  ohne  Rücksicht  auf  den  allge- 
meinen Satz,  der  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Schon  daraus  erhellt 
die  Stellung,  welche  diesen  Schriften  anzuweisen  ist.  Die  Mathematik 
als  Wissenschaft  wird  auf  der  Höhe,  wo  sie  jetzt  steht,  in  jenen  prakti- 
schen Hilfsbüchern  Ausbeute  weder  suchen  noch  finden;  aber  für  die  Ge- 
schichte der  Mathematik,  ja  für  die  Culturgeschichte  im  Allgemeinen  wer- 
den sie  von  einer  bis  jetzt  noch  gar  nicht  zu  übersehenden  Bedeutung  sein. 

Versuchen  wir  das  in  Kürze  anzudeuten.  Nach  dem  Untergange  der 
griechischen  Freiheit  und  der  Zerstückelung  des  macedonischen  lleiches 
fand  die  Wissenschaft  ihre  sicherste  Stätte  in  Alexandria.  Hier  hatten 
schon  Euklid  und  Apollonius  gelehrt,  hier  wirkte  auch  etwas  später  Heron. 
In  Aegjpten  bestand  eine  uralte  Wissenschaft  der  Geodäsie  und  damit 
zusammenhängend  gewisser  Elemente  der  Geometrie.  Bei  den  Aegjptern 
waren  die  ersten  Griechen,  die  geometrische  Studien  pflegten,  in  die  Lehre 
gegangen.  Jetzt  machte  es  sich  die  griechische  Dynastie,  die  Aegypten 
regierte,  umgekehrt  zur  Aufgabe,  die  alteinheimische  Weisheit  mit  den 
Resultaten  der  griechischen  Wissenschaft  zu  verschmelzen,  und  das  daraus 
gebildete  System  der  praktischen  Geometrie  ebenso  populär  zu  machen, 
als  es  bisher  die  Regeln  der  einheimischen  Landvermesser  gewesen  waren. 
Diese   Popularisirung  der  griechischen   Wissenschaft  in   dem   Ptolemäer- 


')  Von  dieser  Seite  hat  der  Unterzeichnete  die  ganze  Heronischo  Frage  ausführ- 
lich behandelt  in  den  demnächst  erscheinenden  ReUquiae  saiptonim  metrologwonun 
(Leipzig,  Tcubner), 

lö* 
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reiche  hat  Heron,  gewiss  im  Auftrage  der  Kegiernng,  durchgeführt.  Es 
ist  ein  höcht  interessanter  Gang,  dies  ins  Einzelne  zu  verfolgen  und  nach- 
zuweisen; doch  muss  hier,  weil  es  uns  zu  weit  abführen  würde,  davon  ab- 
gesehen werden.  Aber  weiter  ist  wichtig  für  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik, dass  die  Lehrbücher  Heron*s  eine  Verbreitung  gefunden  haben ,  die 
auf  viele  Jahrhunderte  und  räumlich  auf  die  entferntesten  Länder  sich  er- 
streckt. Im  Osten  des  römischen  Reiches  und  später  im  byzantinischen 
Kaiserstaat  blieben  griechische  Lehrbücher,  die  nach  den  Ileronischen  be- 
arbeitet waren,  bis  weit  über  das  10.  Jahrhundert  in  Gebrauch.  Für  die 
andere  Hälfte  des  römischen  Kelches  vertraten  denselben  Zweck  lateini- 
sche Uebersetzungen  und  Bearbeitungen.  Der  römische  Schriftsteller 
über  den  Landbau  Colnmella  hat  ganze  Abschnitte  geodätischen  Inhaltes 
von  Heron  entlehnt;  ferner  in  den  Schriften  der  Gromatiker  finden  sich 
allenthalben  Anknüpfungen  an  Heron;  ebenso  in  den  Lehrbüchern  des 
Boethius  und  den  späteren  Fortsetzungen  derselben ,  die  wiederum  bis  in 
das  10.  Jahrhundert  hinabreichen.  Dass  auch  die  Araber  Heronisches 
aufgenommen  haben,  ist  nach  den  eben  gegebenen  Thntsachen  selbst  ohne 
weiteren  Nachweis  wahrscheinlich;  wir  werden  aber  im  Folgenden  auf 
einen  Fall  noch  besondelrs  zurückkommen.  Endlich,  und  das  ist  gewiss 
das  Interessanteste,  auch  die  alten  Hindus,  die  seit  Alexandeis  Erobe- 
rnngszügen  in  einer  wenn  auch  noch  so  schwachen  Verbindung  mit  der 
Cultur  des  Abendlandes  geblieben  waren ,  haben  sicherlich  die  Ausläufer 
der  Heronischen  Lehrbücher  gekannt  und  benutzt. 

Es  wurde  vorhin  gesagt,  Heron  habe  seine  Lehrbücher  im  Auftrage 
der  Regierung  abgefasst.  Das  würde,  von  irgend  einem  anderen  Staate 
des  Alterthumes  gesagt,  unglaublich  erscheinen;  allein  mit  den  Verhält- 
nissen des  Ptolemäerreiches  stimmt  es  vollkommen.  Die  möglichste  Cen- 
tralisation  der  Verwaltung,  die  ausgebildetste  Regiernngsallgewalt,  in  ähn- 
licher Weise  wie  in  den  meisten  modernen  Staaten,  war  von  Alters  her 
Aegypten  eigenthümlich.  Dies  blieb  unverändert,  mochten  die  Herreu 
des  Landes  Perser,  Griechen  oder  Römer  heissen.  Die  Ptolemäische 
Dynastie  vor  Allem  begründete  ihre  Festigkeit  und  ihre  lange  Blüthe  auf 
weise  Beachtung  der  eigenthümlichen  Institutionen  des  Landes,  mit;dcnea 
sie  nur  mit  der  grössten  Vorsicht  die  Elemente  der  griechischen  Cultur 
verknüpfte.  Dies  bewies  sie  auch  in  der  Ordnung  aller  Maassverhältnisse, 
die  mit  der  uralten  Vermessungskunst  des  vom  Nil  alljährlich  über- 
schwemmten Landes  und  demnach  mit  dem  allgemeinen  Wohlstand  in  so 
engem  Zusammenhange  standen.  Die  nöthigsten,  hierzu  gehörigen  An- 
ordnungen muss  schon  der  erste  Ptolemäer  getroffen  haben,  allein  die 
eigentliche  Popularisirung  derselben  —  das  last  sich  sicher  nachweisen  — 
ist  auf  die  Epoche  Heron's  und  auf  dessen  Mitwirkung  zurückzuführen. 

Jedoch  beschränken  sich  die  Verdienste  Heron's  nicht  allein  auf  das, 
was  er  für  praktische  Bedürfnisse  gethan  hat;  er  hat  auch  das  Gebiet  der 
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mathematischen  Wissenschaft  durch  eigene  Entdeckungen  bereichert.  Lei- 
der lässt  sich  das  nicht  mehr  vollständig  nachweisen,  da  seine  wissenschaft- 
lich mathematischen  Schriften  verloren  gegangen  sind ;  aber  einzelne  Spuren 
sind  doch  noch  geblieben.  Theils  führen  darauf  verschiedene  Citate  in 
den  uns  erhaltenen  Heronischen  Werken,  theils  l^isst  sich  Einiges  aus  der 
Geometrie  des  Inders  Brahuiegupta  folgern,  worauf  wir  noch  zurückkom- 
men; vor  Allem  aber  zeigt  es  der  durch  einen  glücklichen  Zufall  uns  er- 
haltene Lehrsatz  über  die  Fläche  des  Dreieckes  als  Function 
der  drei  Seiten,  dessen  nähere  Besprechung  wir  uns  hier  vorgesetzt 
haben. 

Dieser  Lehrsatz  ist  enthalten  in  der  Heronischen  Schrift  ntgl  Sionzgagy 
die  bisher  nur  durch  die  Uebersetzung  Venturi's  (oben  Anm.  1)  bekannt 
ist.  Die  öiOTcrQWfi  zi^vri  der  Alten  hatte  nichts  mit  der  Wissenschaft  der 
Optik  zu  thun;  sie  war  lediglich  ein  Theil  der  praktischen  Geometrie,  in- 
sofern dieselbe  zur  Raummessung  sich  des  Instrumentes  bediente ,  welches 
den  Namen  ^iqktqu  führt.  Die  Heronische  Schrift  JttQi  öiontgag  enthält 
Bunächst  eine  Beschreibung  dieses  Instrumentes,  and  danach  zahlreiche 
Aufgaben,  in  denen  dasselbe  seine  Anwendung  findet;  ausserdem  aber 
auch  einige  Probleme  der  praktischen  Geometrie  und  der  Mechanik ,  die 
nichts  mit  dem  Diopter  zu  thun  haben.  Diese  haben  sicher  nicht  ur- 
sprünglich zu  dem  Werke  gehört,  sie  sind  von  einem  späteren  Bearbeiter  aus 
anderen  Heronischen  Schriften  eingeschoben  worden.  Wir  sind  hier  ein- 
mal in  dem  Falle,  einem  unberufenen  Interpolator  Dank  zu  wissen,  denn 
nur  durch  ihn  ist  uns  der  Satz  über  das  Dreieck  erhalten. 

Venturi  benutzte  für  seine  Uebersetzung  eine  Pariser  und  eine  Strass- 
Imrger  Handschrift.')  Dies  sind  die  einzigen  Manuscripte,  die,  so  weit 
man  bis  jetzt  weiss,  das  Heronische  Werk  ntgl  öionigag  vollständig  ent- 
halten,^) und  es  erhält  dadurch  Venturi's  Uebersetzung  fast  den  Werth 
eines  Originales,  weshalb  wir  dieselbe,  zumal  da  das  Buch  in  Deutschland 
selten  sein  dürfte,  hier  in  wortgetreuer  Uebertragnng  hinstellen  wollen. 
Geändert  haben  wir  dabei  nur  die  Buchstaben,  welche  Venturi  italienisch 
giebt,  2.  B.  G  für  y,  T  für  ^,  was  die  Uebersicht  unnöthig  erschwert; 
ausserdem  sind  der  Deutlichkeit  wegen  einigemal  einzelne  Worte  in 
Klammern  von  uns  hinzugesetzt  worden.  Endlich  in  Betreff  der  Figur 
bemerken  wir,  dass  Venturi  gemäss  dem  Beispiele,  welches  Heron  selbst 
am  Schlüsse  des  Beweises  giebt,  ein  Dreieck  genommen  hat,  dessen  Seiten 
sich  wie  13  :  14  :  15  verhalten.  Allein  dabei  ist  die  Inconvenienz,  dass  die 
gebrochenen  Linien  £17 13  und  yrjd  für  das  Auge  wie  Gerade  erscheinen, 
was  durch  eine  Aenderung  der  Figur  leicht  zu  vermeiden  war.  Ich  glaubte 


*)  S.  das  unter  Anm.  1  angeführte  Werk  S.  70  f.  Der  Heronische  Snts  selbst 
nimmt  Cap.  30  der  Uebersetzung  (Öt  123  f.)  ein. 

^)  Eine  dritte  in  Wien  befindliche  (cod.  philos,  gr,  140  Nessel)  soll  unvollstündi^ 
9ein. 
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mich  aber  um  so  ipehr  berechtigt,  ein  beliebiges  Dreieck  zn  wählen,  da  die 
You  mir  benatzte  Pariser  Handschrift  gar  keinen  Anhalt  bot.  Die- 
selbe enthält  nämlich  als  Figur  ein  regelmässiges,  aber  höchst  unvoll- 
kommen aus  freier  Hand  gezogenes  Siebeneck.  Aus  der  Mitte  sind  nach 
den  drei  oberen  Ecken  Radien  gezogen,  und  eben  daher  ist  in  dem  einen 
Dreieck  eine,  in  dem  anderen  zwei  Gerade  nach  der  Basis  gezogen.  So- 
wohl die  Berührungspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Basen ,  als  die  Eck- 
punkte des  Siebeneckes  sind  in  ganz  confuser  Weise  mit  den  Buchstaben 
a  bis  l  bezeichnet.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese  Figur  yollständig 
corrupt  ist,  und  dass  dagegen  Venturi  die  richtige  Construction  nach  der 
deutlichen  Beschreibung  bei  Heron  wieder  hergestellt  hat.  Nur  in  einem 
Punkte  hat  er  sich  geirrt.  Er  nennt  den  Radius,  der  auf  ay  trifft,  rjd,  und 
denjenigen,  der  ctß  trifft,  i/f.  Allein  die  natürliche  Ordnung  ist  die  umge- 
kehrte: ö  gehört  zu  aß  und  ^  zu  ay,  wie  Jeden  ein  Blick  auf  die  Figur 
überzeugen  wird.  Und  dem  entsprechend  lautet  auch  die  Ueberlieferung 
in  dem  griechischen  Texte.  Wir  haben  daher,  um  die  kostspielige  Her- 
stellung einer  zweiten  Figur  zu  vermeiden ,  den  Text  bei  Venturi  so  geän- 
dert, dass  dieselbe  Figur  sowohl  für  diesen,  als  für  den  griechischen  Text 
benutzt  werden  kann.  Venturi  hat  (§4):  e  ABXHZ  doppio  del  Cr  tan- 
golo  AHB  ed  AGXffJ)  doppio  di  AHG;  wofür  wir  setzen  :\,und  aßXtid 
das  Doppolte  des  Dreieckes  cctiß^  und  ccyXrii  das  Doppelte  von  tti}/*. 
Alles  übrige  bleibt  unverändert. 

Es  folgt  also  zunächst  der  Heronische  Satz  nach  Venturi. 

(l)  Wenn  die  Seiten  eines 
Dreieckes  gegeben  sind,  die 
Fläche  desselben  zu  finden. 
Man  kann  allerdings,  indem 
man  eine  Kathete  zieht  und 
deren  Länge  misst,  die  Fläche 
des  Dreieckes  finden.  Aber 
es  sei  aufgegeben,  die  Fläche 
zn  messen,  ohne  die  Kathete 
^   zu  kennen. 

(2)  Es  sei  das  Dreieck 
aßyy  nnd  es  sei  jede  seiner 
Seiten  gegeben :  es  wird  auf- 
gegeben die  Fläche  dessel- 
ben zu  finden.  (3)  Man 
schreibe  in  dasselbe  den 
Kreis  Js^ein,  dessen  Mittelpunkt  ij  sei.  Man  ziehe  lya  t;(5  riy  t;d  ije  ??f. 
(4)  Es  wird  ßyXrji  das  Doppelte  des  Dreieckes  ßrjy  sein,  und  aßXfjS 
das  Doppelte   des  Dreieckes   arjß,  und   ayXiyf  das  Doppelte  von  aiyy. 
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(5)  Al80  das  Produet  des  Perimeters  des  Dreieckes  aßy  mit  dem  Radius  176 
des  Kreises  de ^  ist  das  Doppelte  des  Dreieckes  aßy. 

(6)  Man  verlängere  yß  nnd  mache  ß^=:  aö.  So  wird  y^  die  Hälfte 
des  Perimeters  des  Dreieckes  aßy  sein.  Also  ist  die  Fläche  desselben 
yd'  Xrjs  (7)=/7^*Xij£*T 

(8)  Man  ziehe  rixk  perpendiknlär  zn  i/y,  ßk  perpendikulär  zu  ßy^  und 
verbinde  yX.  (0)  Weil  die  beiden  W-inkel  yrjX  und  yßk  rechte  sind,  so 
sind  die  beiden  [Geraden]  yri  und  j3A,  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  und 
der  Winkel  tfly  ist  =fjßy.  Und  weil  die  beiden  [Winkel]  t;Ay  +  rjyl 
zusammen  in  ihrer  Summe  einen  rechten  Winkel  bilden ,  so  werden  auch 
die  drei  [Winkel]  rjßy  +  i]yß  +  ßyk  dieselbe  [Summe]  bilden.  (10)  Aber 
da  die  Geraden  ij/?,  i?yi  i?«  die  drei  Winkel  des  vorliegenden  Dreieckes  in 
der  Mitte  schneiden,  so  bilden  auch  die  drei  Winkel  r^ßy  +  rjyß  +  riaö  in 
ihrer  Summe  einen  rechten  Winkel.  (U)  Also  ist  der  Winkel  riaö  =  ßyX'^ 
und  das  Dreieck  tjaS  ist  ähnlich  dem  [Dreieck]  yßX.  (12)  Also  wird  sich 
yß:  ßX=::ad:dtiy  oder  ß&'.rje  verl^alten;  und  andererseits  yß:ßd'  =  ßXiri£ 
oder  =s^x:xe^)  und,  indem  man  es  zusammenfasst,  yd" :  ßd  =  sßi  bk. 
(13)  Und  folglich  wird  auch  sein  y&*:y^Xßd  =  ysX£ß:yBXeK,  oder 
[=y€X6/3:]t;8».  (14)  Woraus  ferner  sich  ergiebt  ydXßdXyeXeß  = 
y^*Xi7£*5  die  Wurzel  aber  von  diesem  letzten  Produet  war  die  Fläche 
des  Dreieckes.  (15)  Und  jede  von  den  vier  ersten  Geraden  ist  gegeben, 
insofern  yd-  die  Hälfte  des  Perimeters  ist;  ßd-  soviel  als  ebendieselbe 
Hälfte  des  Perimeters  über  ßy  hervorragt;  ye  soviel  als  dieselbe  Hälfte  über 
aß  hervorragt;  und  sß  ist  das  mehr  derselben  Hälfte  über  die  Seite  ay. 
Also  ist  die  Fläche  des  Dreieckes  gegeben. 

(16)  Dies  wird  so  zusammengestellt  werden.  Es  sei  o|?=  13,  j3y  =  14, 
ya  =  lb,  Ihre  halbe  Summe  wird  21  sein.-  Ich  ziehe  davon  13  ab,  bleibt 
8,  nachher  14,  bleibt?,  nachher  15,  bleibt  6.  Indem  ich  unter  einander 
21  X  8X7X6  multiplicire ,  kommt  heraus  7056,  wovon  die  Wurzel  84  die 
Fläche  des  Dreieckes  sein  wird. 

Dieser  von  Venturi  gegebenen  Darstellung  des  Heronischen  Beweises 
füge  ich  nun  unmittelbar  den  bisher  noch  nicht  edirten  Originaltext  an, 
wie  ich  ihn  aus  dem  Pariser  cod,  Graec,  2430,  demselben,  welchen  Venturi 
benutzt  hat,  entnommen  habe.  Die  Handschrift  ist  wie  die  meisten,  in 
welchen  die  griechischen  Mathematiker  uns  überliefert  sind,  sehr  jung;  sie 
gehört  dem  16.  Jahrhundert  an.  £ine  grosse  Schwierigkeit  machten  die 
ungewöhnlichen  Abkürzungen,  mit  denen  sie  geschrieben  ist.  Ich  ent- 
nahm daher  eine  in  jedem  Zug  getreue  Copie  und  probirte  dann  die  ver- 
schiedenen, fast  hieroglyphischen  Zeichen  so  lange  durch,  bis  Alles  unter 
einander  stimmte.  Eine  sichere  Aushülfe  bot  ausserdem  der  Sprachge- 
brauch bei  Euklid,  an  welchen,  wie  sich  mir  immer  deutlicher  zeigte,  Heron 
sich  genau  angeschlossen  hat.     Dagegen  Hess  mich  die  Aushülfe,  die  am 

•)  Venturi  hat  hier  irrthümlich  ffE,  die  Pariser  Handschrift  richtig  xs. 
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nächsten  zu  liegen  schien,  die  Venturische  Uebersetzung ,  gerade  an  einer 
entscheidenden  Stelle  im  Stich,  wo  offenbar  Yenturi  ebenfalls  die  Oorrup- 
tel  gefanden  und  sich,  so  gut  er  konnte,  durch  eigene  Vermuthang  darüber 
hinweg  geholfen  hatte.  Doch  um  wieder  auf  die  Zeichen  zu  kommen ,  so 
waren  selbstverständlich,  und  auch  durch  andere  mathematische  Hand- 
schriften bekannt,  die  Noten  für  rQlycovov  und  xvnXog,  das  eine  ein  auf  dem 
Scheitel  stehendes  Dreieck,  ^,  d$w  andere  ein  kleiner  Ring  mit  einem 
Punkt  in  der  Mitte.  Schwieriger  war  schon,  dass  an  einer  Stelle  (S  5)  das- 
selbe Zeichen,  ein  Ring  mit  Punkt,  auch  für  xivr^ov  vorkam ;  es  sind  die 
Worte  TovxeöTi  f^g  ix  xivTQov  rov  df€  kvkXov,  Hier  stehen  also  für  xivTQov 
wie  für  xtJxilot;  die  gleichen  Zeichen ,  und  das  Richtige  war  nur  aus  dem 
Zusammenhange  und  aus  Vergleichung  mit  Euklid,  der  den  Radius  ij  Ix 
xivxQOv  nennt,  herauszubringen.  Kurz  vorher  (§  3)  war  ksvtqov  merk^ 
würdiger  Weise  bezeichnet  durch  ic,  was  anfangs  mit  Recht  ganz  räthsel- 
haft  erschien.  Doch  erklärte  es  sich  aus  einer  anderen  mathematischen 
Handschrift,  dem  cod,  Graec.  2361  pag.  461  exlr.,  wo  %ivxQov  durch  die  zu 
einem  Monogramm  vereinigten  Buchstaben  K  E  gegeben  war,  was  leicht  in 
JE  verschrieben  werden  konnte.  Ferner  für  llaog  war  das  Zeichen  ein 
oben  offenes  q,  enstanden  aus  den  Anfangsbuchstaben  12,  wobei  man  sich 
jedoch  für  2  jenes  Zeichen  denken  mass,  welches  dem  lateinischen  C  ent- 
spricht. Das  alles  war  verhältnissmässig  leicht  herauszubringen.  Lange 
aber  entzogen  sich  der  Entzifferung  drei  räthselhafte  Zeichen ,  die  sich  oft 
wiederholten,  das  erste  entfernt  ähnlich  einem  s,  oder  einem  nach  rechts 
offenen  Halbkreis  mit  einem  Querstrich  in  der  Mitte,  das  zweite  eine 
schräge  Linie  mit  einem  Punkt  an  jeder  Seite ,  das  dritte  ein  schiefliegen- 
des, unten  durchstrichenes  g.'^)  Hier  konnte  eben  nur  aus  der  Wieder- 
holung der  Zeichen  auf  deren  Bedeutung  geschlossen  werden.  Nach  viel- 
fachem Hernmtasten  stellte  sich  sicher  heraus,  dass  das  erste  Zeichen  Sgce, 
das  zweite  iatl,  das  dritte  iöTa^  bedeute.  Erst  nachdem  dies  endlich  auf- 
gefunden war,  konnte  ich  daran  denken,  an  die  eigentliche  Oonstituirung 
des  Textes  zu  gehen,  d.  h.  die  noch  übrigen  in  der  Handschrift  befind- 
lichen Fehler  durch  Kritik  zu  beseitigen  und  das  Fehlende  durch  Conjec- 
tur  wieder  herzustellen.  Denn  auch  das  Letztere  war  an  mehreren  Stellen 
erforderlich,  besonders  an  der  bereits  angedeuteten,  wo  Venturi  den  über- 
lieferten Text  verlassen  und  ein  ganz  neues  Beweisglied  eingefügt  hatte. 
Hier  galt  es  vor  Allem,  durch  eine  möglichst  geringe  Aendernng  dem  ur- 
sprünglichen Texte  wieder  zu  seinem  Rechte  zu  verhelfen. 

Wir  lassen  nun  den  griechischen  Text  folgen,  wobei  wir  nur  diejenigen 
Abweichungen  von  der  Handschrift  noch  angeben,  die  in  dem  eben  Gesagten 
nicht  ausdrücklich  bemerkt  worden  sind. 


'J  Die  Beschreibung  kann  natürlich  nnr  annähernd  die  wirkliche  Form  der  Zei- 
chen andeuten.  Sicherer  wäre  eine  authentische  Wiedergabe  derselben  gewesen, 
doch  war  das  an  dieser  Stelle  aus  äusseren  Gründen  nicht  thunlich. 
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Tgiycivov  öo^€i6cSv  Tcäfv  nXEVQ(Sv  tvqelv  ro  IfißaSov,     Svvctvov  ficv  ovv     ^, 
iötiv  dyccyovza  fitav  xaO'iTov  xol  nogiCafitvov  ccvTtjg  rd  fiSyB^og  n'Qsiv  xov 
TQiytovov    xo    i^ßaöov.     öiöoö^ia   6e    xonQlg    Trjg    xaO-irov    to    ifißctdov    no- 

"Eata  TO  öod-ev  tglyoivov  to  ccßy  xct\  (axa>  h.oiaxr}  xdSv  nkEvp(ov  ^ 
6o^€laa.  svQHv  x6  i^ißaöov.  iyytyQ(xtpQ'(o  6b  slg  x6  xglycovov  nvxkog  6  dff,  ^ 
Ol;  xivxQOV  l'cTTO)  to  17.  xäI  im^svx&aßav  at  ria  riß  t^y  t^ö  r^B  rj^.  xo  ^ 
fiiv  Sga  vno  ßy  rjB  ömXdatov  iaxi  xov  ßr^y  rgiycivov,  x6  6s  vno  aß  rjö 
Tov  ^rißi  xo  6i  vno  «y  lyf  toi7  ceyrj.  xo  ovv  vno  xrjgnfQiiiixQov  xov  aßy  5 
xQiyaivov  xal  XTjg  rje^  xovxiöit  xrjg  iK  xbvxqov  xov  6^€  xvkIov  6inX<iaiov 
icvi  xov  aßy  xQiyoivov. 

'Exßeßkrjad-m  if  y|S,  xal  x^  a6  Vcrj  xBia^a)  if  ß^,     if  aga  ^y  iffi/aa«    6 
iöri  x'qg   fCBQmirQüv,    xo    aga   vno   &y  eri   Icov  iöxl  too  tov  aßy  xQiycivov 
ilAßa6m,^     dkld  xo  vno  ^y  bt}  nXivQa  iaxi  xov  dno   ö-y')   inl  xo   ano  xov    7 
e rj.     xov  Sqcc  ono  & y  inl  xo   dno  f  ^  17  nXevgd  taxai  xov  xQiyoivov  lfißei66v. 

"Hx^m  T-g  r}y^^)    ngog   ogd'dg  if  ^^^0,  t^    Si  ßy  ij  jSA,    xal  inftBv%&G)    8 
if  yA.^^).     insl  ovv  OQ&t]  iariv  ixaxiga  xdSv  vno  yrik  yßk^^\  Iv  xvxk<p  a^a    9 
fort  to'"*)  yrfßJ.     at  aga  vno  y^iß  yTß^^)  6valv  og^alg  iaai,     dkkd  xal  10 
at  vno  y riß  ari6  6vc\v  og^aig  r<yat*^)  6id  xo  6L%a  xiuvto&ai  xdg  ngog 
tm  17   ycovlag^^)    xalg  ar}  ßri  yt}.     Xarf   aga  ioxlv  1^  vno   ariÖ   trj  vno  ykß.  11 
ofiotov  cf^o  TO  ariö^"^)  tw  yßk  xgtyoivo}.     dg  aga  ri  ßy  ngog  ßk,  ovxcog^^)  12 
if  aJ  ngog  6riy  xovriaxtv  1^  &ß  ngog  77  f.     xal    hakkd^  oSg  iq   yß  ngog  ß&, 
ovxtog^^)  1]  ßk  ngog.rie^^)  xovzitsxiv  ri  ßx  ngog  xc.     xal  avvd-ivxi  cSg  ri  yd" 
ngog  «^jS,  ovxmg   ij  |3«  ngog   £x*^).     äaxB   xai   c5g  xo    dno  yd^  ngog  xo  vno 
yO"  ^ß^j  ovxa>g  xo  vno  ßs  ey  ngog  xo  vno  ya  «x^),  xovxiaxi  ngog  x6^) 
dno  17 f.     äaxß  xo   dno   y^  inl  xo  dno  £7]^^)^   ov  nXevgd   ijv    to    xgtycovovy 
faov  iaxat  TcJ  vno  yd"  itß  inl  xo  vno  ye  fß»^)      xal  IWat  6o^tlaa  ixaarri  ^^ 
tüSv  yd'  ^ß   ße  6y.^)     if  (ihv  y^  rffilaBid  iaziv  xrjg  nBgi^Bxgov  ri  61  &ßy  ^^ 
fjv^)  vTcegoxriv  vntgl%Bi  ij  ri^loBia  xrjg  nBgmivgov  xr}g  j^y  *  if  öi  y  £  ^^)  vnBgi%Bi  ij 


«)  Die  Handschr,  ifißaSov.     •)  Hs.  ^v. 

*®)  Hs.  vy,  **)  Venturi  hat  genauer  JjxX;  doch  ist  die  Aenderuug  nicht  unum- 
gänglich^ nothwendig.  »*)  Hs._y^_J»)  yßi  fehlt  in  der  Hs.  *'a)  Hs.  xä.  «*)  Für 
vno  ytjß  yXß  hat  die  Hs.  dno  yri  yX  ")  Die  Worte  dXXa.  his  töai  fehlen  in  der  Hs. 
*•)  Hs.  ngog  xo  riymviag.  *')  Vor  aijd  schiebt  die  Hs.  irrthümliche  in  xovxiaxiv^  &ß^ 
was  offenbar  aus  der  folgenden  Zeile  hier  herüber  gekommen  ist.  ^^)  Die  Hs.  hat  aßX 
nnd  ISsst  ovtagvrec^.  Hinzugesetzt  ist  dasselbe  nach  dem  constanten  Sprachgebrauch 
bei  Enltlid.  '»}  ovrag  fehlt  wieder  in  der  Hs.  «»;  Hs.  y7  *»)  Hs.  'rfk.  «)  Hs.  «poß 
T»  vno  y^ß,  ■*)  Hs.  to  vno  ßeynghg  xm  vno  ysn.  .  •*)  Hs.  x£.  **)  Hs.  ^17. 
»)  Hb.  t6  vno  yFß  •  inel  xo  vno  ytß.    ^)  Für  Ty  hat  die  Hs.  ^N.     »)  n^  feWt  in 
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n^filtSBia   xijg   7tBQi(iirQ0v   Tfjg  aß'   ff    6h  sßy   r^  vn6Qi%Bi  t;  rjfiiiSzicc  xfjg 

lÖ  ^wre^rjafTOct  81^  ovTa>g.     hzco  tf  (ihv  aß  fioigdov  iy\  tf  dl  ßy   (aoiqcSv 

16',  ij  di  ya  fAOigtov  tt\  övvzi&n^^)  rag  rgstg'yivovtat  ^ißf'xovxiov  xo 
ijfiiav  xcc\  atpskE  ta  1/,  koiTtov  tj^  xtfl  tcc  i6\  ioinov  ^,  %a\  ra  11  ^  Xontov 
g.  TU  %a  rf  ^  g'  81  dkki^Xmv  yivovzai  ^fvg'"^).  xov  xm»  if  nXivQa  Sßxcri 
nS".^)     TO  Ifißadov  xov  xQiycivov  »d'.*^) 

Wir  wenden  uns  nun  dazu,  den  Originaltext  Heron^s,  soweit  es  nöthig 
ist,  zu  erläutern  und  die  darin  von  uns  angebrachten  Aenderungen  zu  be- 
gründen. 

Der  Gang  des  Heronischen  Beweises  zerfällt  deutlich  in  drei  Haupt- 
theile.  Zuerst  werden  durch  Constriiction  zwei  Gerade  gebildet, 
deren  Product  die  Fläche  des  Dreieckes  darstellt.  Die  eine  dieser  Gera- 
den ist  gleich  der  Hälfte  des  Perimeters  des  Dreieckes,  die  andere  ist  der 
Radius  des  eingeschriebenen  Kreises.  Dabei  wird  noch ,  um  den  Schluss 
des  Beweises  vorzubereiten,  vorläuiig  ausgesprochen,  dass  man  anstatt  des 
Productes  dieser  beiden  Geraden  auch  die  Wurzel  aus  dem  Prodnct  ihrer 
Quadrate  setzen  könne.  Zweitens  wird  an  der  Basis  der  Figur  ein 
Hülfsdreieck  construirt,  und  von  diesem  nachgewiesen,  dass  es  dem  Drei- 
ecke ähnlich  ist,  welches  rechts  an  der  Spitze  des  Hauptdreieckes  durch 
einen  Theil  des  Perimeters ,  durch  die  Halbirnngslinie  des  Winkels  an  der 
Spitze  und  den  Radius  gebildet  wird.  Nachdem  die  Aehnlichkeit  dieser 
beiden  Dreiecke  nachgewiesen,  so  folgt  drittens  eine  Kettenrechnung 
von  Proportionen,  die  zu  dem  Resultate  führt,  dass  das  im  ersten  Haupt- 
theil  aufgestellte  Product  der  Quadrate  des  halben  Perimeters  und  des 
Radius  sich  auflöst  in  das  Product  von  vier  Geraden,  welche  sämmtlich 
durch  die  drei  Seiten  gegeben  sind.  Die  erste  dieser  Geraden  nämlich  ist 
die  Hälfte  des  Perimeters,  die  drei  anderen  die  jedesmalige  Differenz  einer 
Seite  von  eben  derselben  Hälfte.  Endlich  die  Wurzel  aus  diesem  Product 
ist  die  Fläche  des  Dreieckes. 

Die  weiteren  Bemerkungen  lassen  wir  am  besten  folgen,  indem  wir  an 
die  beigeschriebenen  Paragraphenzahlen  anknüpfen. 

In  S  1  wird  die  Aufgabe  ganz  nach  der  bei  den  griechischen  Mathe- 
matikern üblichen  Weise  aufgestellt.  Dabei  wird  bemerkt,  dass  "man  die 
Fläche  auch  finden  könne,  indem  man  die  Kathete,  d.  h.  die  aus  der  Spitze 
zur  Basis  gezogene  Normale  berechne.  Diese  letztere  Bedeutung  näm- 
lich hat  das  griechische  noQtßdfifvov,  wofür  Venturi  falsch  misurando 
setzt.     Es  folgt  also  aus  den  Worten  Heron*s,  dass  derselbe  auch  den  Satz 

der  Hs.  ")  Hs.  ij.  ")  Die  Worte  tj  öl  sß  bis  zijg^  fehlen  in  der  Ha.  ■*)  Für  tov 
tifvyiovov  hat  die  Hs.  blos  das  Dreiockszeichen.  ")  Hs.  avvxi&ivxeg.  •')  Hs.  fiyg. 
'^)  Hs.  rjS,  '^)  Am  Schluss  fügt  die  Hs.  hinzu  -l* ,  was  hier  Interpunctionszcichcn, 
nicht  die  Note  für  ictl  ist. 
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kannte,  wonach  die  Höhe  des  Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  berechnet 
wird.  Dies  wird  bestätigt  durch  das  YIII.  Kapitel  der  Heronischen  Geome- 
trie (S.  63  fiP.  meiner  Ausgabe),  wo  in  angewandten  Beispielen  die  Höhe  def^ 
Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  gefunden  wird.  Die  allgemeine  Formel 
dafür  nebst  dem  Beweis  stand  jedenfalls  in  einem  jetzt  verloreu  gegange- 
nen Werke  desselben  Schriftstellers.     (Vergl.  S.  149  meiner  Ausg.). 

S  2—5.  Anfang  des  Beweises.  Erste  Hülfsconstruction.  In  der  For- 
derung, den  eingeschriebenen  Kreis  zu  ziehen,  liegt  zugleich  die  andere, 
die  drei  Winkel  zu  halbiren,  was  als  selbstverständlich  nicht  besonders 
bemerkt  wird.  Es  werden  nun  die  drei  Dreiecke  betrachtet,  die  als  ge- 
meinschaftliche Spitze  das  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises,  und  zu 
Grundliuien  je  eine  der  Seiten  des  Hauptdreieckes  haben.  Also  ist  die 
Dreiecksfläche  gleich  der  Hälfte  von  dem  Product  des  Perimeters  mit  dem 
Badius  des  eingeschriebenen  Kreises. 

$6.  Zweite  Hülfsconstruction.  Die  Basis  yß  wird  nach  rechts  so 
weit  verlängert,  dass  ß&=^  aö  ist,  also  yd^  die  Hälfte  des  Perimeters  dar- 
stellt. Der  Satz,  auf  dem  die  letztere  Folgerung  beruht,  wird  als  bekannt 
vorausgesetzt  (Eukl.  4,  prop.  4).  Die  Fläche  des  Dreieckes  ist  nun  gleich 
der  Hälfte  des  Perimeters  y-^X  dem  Radius  ij£. 

S  7.  Dieses  Product  wird  gleich  gesetzt  der  Wurzel  aus  dem  Product 
der  Quadrate  der  beiden  Factoren.  Dies  hat  Venturi  mit  Hülfe  der  jetzt 
üblichen  Zeichen  ganz  kurz  angegeben  durch  y^  X  ??«  =  J^yO'  X  17«*.  Im 
Griechischen  lautet  es  etwas  umständlicher:  „das  Product  von  ^y  (mal)  «17 
ist  die  Wurzel  des  Quadrates  von  Oy  (multiplicirt)  mit  dem  Quadrat  von 
iifl\  also  wird  jdie  Wurzel  des  Quadrates  von  d'y  mal  Quadrat  von  sti  die« 
Fläche  des  Dreieckes  sein*^  Die  Ausdrücke  sind  x6  vno  für  Product,  xo 
dno  für  Quadrat,  nkiVQa  für  Wurzel. 

S.  8.  Dritte  Hülfsconstruction.  Es  wird  17  A  normal  zu  i;y,  ßl  normal 
zu  j^y  gezogen,  und  die  Punkte  yl  durch  eine  Gerade  verbunden.  Dass 
die  Gerade  i}X  die  Basis  yj3  in  x  schneidet,  wird  in  dem  griechischen  Text, 
wie  er  in  der  Pariser  Handschrift  überliefert  ist,  nicitt  besonders  gesagt'. 
Doch  ist  wohl  möglich ,  3ass  hier  ein  Fehler  in  der  Handschrift  vorliegt, 
und  Heron  geschrieben  hat:  "Hx&m  xy  r^y  itQog  oQ^ag  17  i^xA,  wie  auch  bei 
Venturi  steht: 

S9 — 11.  Es  wird  nachgewiesen,  dass  das  Dreieck  yßk  ähnlich  dem 
Dreieck  adr^  ist.  Hier  findet  sich,  wie  bereits  bemerkt,  in  der  Hand- 
schrift ein  Fehler,  durch  den  Venturi  veranlasst  worden  ist,  den  überliefer- 
ten Text  ganz  aufzugeben  und  /lach  eigener  Erfindung  den  Beweis  weiter 
zu  fuhren.  Er  geht  davon  aus,  dass  die  Winkel  t^Xy  und  rjßy  angesehen 
werden  können  als  Peripherie winkel  zu  der  Sehne  177,  woraus  ihre  Gleich- 
heit erfolgt.  Dann  beweist  er  durch  weitere  Combinationen ,  die  ich  hier 
nicht  wiederholen  will,   dass   der  Winkel   ijad  =  /3yA,   also   das  Dreieck 
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Tjaö  ähnlich  dem  Dreieck  Xyß  ist.  Das  ist  alles  ganz  gut,  aber  viel  za 
umständlich.  Wie  einfach  and  durchsichtig  ist  dagegen  der  Beweis  He- 
ron's,  wie  er  oben  mit  einer  kleinen  Aenderung  hergestellt  worden  ist. 
Er  sagt:  ,,da  nun  die  beiden  Winkel  ytil  yßk  rechtia  sind,  so  [liegen  die 
Punkte  y,  ij,  ß^  k  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  und]  das  Viereck  yijßl 
ist  einem  Kreise  eingeschrieben,  es  sind  also  die  [in  diesem  Viereck  gegen- 
überliegenden] Winkel  yrjß  und  ykß=z  2  rechten  [nach  Eukl.  3,  22].  Aber 
auch  die  Winkel  ytjß  und  arjö  sind  zusammen  gleich  2  rechten,  weil  die 
Winkel  um  rj  durch  die  Geraden  aiy,  /Si?,  yr^  halbirt  werden.  Also  ist  der 
Winkel  ceriS  gleich  dem  Winkel  ylßy  und  das  Dreieck  utjö  ist  ähnlich  dem 
Dreieck  yßk''\  Dies  ist  also  die  echte  Heronische  Form  von  diesem  Theile 
des  Beweises. 

S  12—14.  Nachdem  die  Aehnlichkeit  dieser  beiden  Dreiecke  nachge- 
wiesen, folgt  die  Proportionsrechnung,  die  zum  Schlüsse  des  Beweises 
führt.     Die  Hauptsätze  sind : 

1)  ßy  :  ßX  =  ad  :  Sfi  =  ß^  :  fie 

2)  ßy  :ße=  ßX:ri£  —  ßK:oie 

3)  y&:ß^=€ß:S7^ 

Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  hierbei  zu  ergänzenden  Zwischenglieder  be- 
sonders aufzuführen. 

Die  letzte  Gleichung  wird  dahin  erweitert,  dass  die  erste  Proportion 
mit  y&y  die  andere  mit  ty  multiplicirt  wird.     Dies  giebt 
y»^:ß^Xy^  =  6ßXey:B7iXsy. 
Es  ist  aber  das  letzte  Glied  cxXey  nach  dem  Pythagoreischen  Lehrsatz 
=  tje^y  und  es  ist  also 

yd^XriE*=zy^Xß&Xy6Xiß, 
wobei  auf  der  rechten  Seite  die  Facto*ren  mit  Rücksicht  auf  die  Figur  ge- 
ordnet sind. 

Es  war  aber  (nach  S  7)  l/y&^Xrje*  gleich  der  Fläche  des  Dreieckes, 
wofür  nun  j/y&Xß^XyeXeß  gesetzt  wird. 

S  15.  Schliesslich  folgt  der  Nachweis,  dass  jede  der  zuletzt  angeführ- 
ten 4  Geraden  gegeben  ist.  Denn  yd-  ist  die  Hälfte  des  Perimeters,  ferner 
ßd,  ysy  sß  die  jedesmalige  Differenz  derselben  Hälfte  des  Perimeters  über 
jede  der  drei  Seiten  des  Dreieckes.  So  ist  also  auch  die  Fläche  des  Drei- 
eckes gegeben.  —  lo  der  Handschrift  war  hier  mancherlei  verderbt,  was 
ich  durch  Vermuthung  wieder  hergestellt  habe. 

S  16.    Zuletzt  wird  die  Berechnung  an  einem  Beispiele  gezeigt.     Als  ' 
solches  ist  gewählt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  13,  14,  15  Längeneinheiten 
haben.     Also  Perimeter  42,  Hälfte  21 ,  die  Differenzen  der  Seiten  8,  7,  6. 
Dann  21X8X7X6  =  7056,  wovon  die  Wurzel  84  die  Flächeneinheiten  des 
Dreieckes  giebt. 
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Dies  ist  der  Heronische  Beweis,  der  nnn,  so  hoffen  wir,  für  Alle  in 
seiner  vollen,  schönen  Klarheit  sich  darstellt.  Dass  Newton,  Enler 
u.  A.^)  für  denselben  Lehrsatz  andere  Beweise  erfanden  haben,  kann  dem 
Verdienste  des  alten  Alexandriners  keinen  Eintrag  thun;  im  Gegentheil, 
dasselbe  muss  um  so  glänzender  hervorstrahlen ,  da  er  fast  2  Jahrtausende 
früher  mit  viel  beschränkteren  wissenschaftlichen  Mitteln  dasselbe  Ziel  er» 
reicht  hat.  Nicht  weniger  interessant  aber  als  der  Lehrsatz  selbst  ist 
dessen  weitere  Geschichte,  über  die  wir  jetzt  noch  einige  Bemerkungen 
hinzufügen  wollen. 

Verfolgen  wir  zunächst  die  unmittelbare  Ueberliefernng,  d.  h.  die- 
jenige in  griechischen  Schriften  und  lateinischen,  die  aus  dem  Griechischen 
geflossen  sind.  Der  Beweis  selbst  erscheint  nirgends  wieder;  der  allge- 
meine Satz,  ohne  Beweis,  jedoch  mit  der  Unterweisung,  wie  die  Anwen- 
dung auf  jedes  beliebige  Dreieck  zu  machen  sei,  findet  sich  nur  noch  ein- 
mal in  der  Sammlung  lleronischer  Aufgaben,  die  den  Titel  rsmöaiaia 
führt.*')  Die  besondere  Anwendung  auf  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  13, 
14,  15  Längenheiten  enthalten,  wird  gegeben  sowohl  in  der  eben  genannten 
Sammlung,  als  auch  in  der  weit  umfänglicheren  Heronischeu  Schrift,  den 
rsmfiiTQov fisva.  Dieselbe  Aufgabe  ist  zuletzt  wiederholt  in  der  noch  un- 
edirten  Geometrie  des  Byzantiners  Johannes  Pediasimus ,  der  im  14.  Jahr- 
hundert eine  Bearbeitung  der  Heronischen  Geometrie  verfasste.  ^^)  Was 
in  den  Schriften  römischer  Gromatiker  und  Geometer  von  Heronischen 
Aufgaben  enthalten  ist,  lässt  sich  vor  der  Hand  noch  nicht  überblicken, 
da  man  eben  die  Quelle  selbst  bisher  nicht  kannte.  Vorläufig  weise  ich 
nur  auf  den  Podismus  des  M.  Junius  Nipsus^^)  hin,  der  nichts  anderes 
als  ein  allerdings  sehr  entstellter  Auszug  aus  Herou  ist,  und  in  dem  sich 
auch  das  gleiche  Beispiel  vom  Dreieck ,  freilich  mit  veränderter  Lösung, 
findet.  In  diesem  Tractat  des  Nipsus  steht  auch  jene  Aufgabe,  welche 
Venturi  (S.  125)  aus  zwei  Berner  Handschriften  anführt,  und  die  eben  auch 
Heronisch  ist  (bei  Laohmann  S.  300).  Dieselbe  ist  deshalb  wichtig,  weil 
im  Anfang  der  Anlauf  zu  einer  allgemeinen  Formel  genommen  wird,  ähn- 
lich wie  wir  sie  jn  der  Heronischen  Geodäsie  finden :  Omne  trigonum  una 
ratione  podismare,  ul  puta  orlhogonium,  oxygomum  et  amblygonium.  sie  quae. 
rilur,  cuiuslibet  ex  tribus  iriangulis  (res  numeros  iungo  in  unum.  So  weit  die 
allgemeine  Formel,  welche  der  Compiiator  nun  aufgiebt,  um  mit  der  Er- 


")  Den  nUheren  Nachweis  giebt  Klügel  im  niathem.  Wörterbuch  unter  Dreieck 
§  36.     Vergl.  auch  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie  Ö.  481.  483. 

")  Vcrgl.  Martin  in  dem  oben  angeführten  Werke  S.  159.  Derselbe  gicbt  den 
Text  S.  439  (in  meiner  Ausgabe  S.  151). 

'^^  l  er  genaue  Titel  der  Geometrie  des  Pediasimus  ist  £-vvot}fie  ntgl  fietQ-ijcsag 
nal  fihQiafiov  yrjg.  Handschriften  davon  giebt  es  in  Paris  (Gr.  2373.  2496) ,  Wien 
(s.  Lambecins  Vif,  p.  397^,  Wolfenbüttel  (Ebert  n.  647)  u.  a.  Die  Wiener  Hand- 
schrift habe  ich  in  Händen  gehabt,  aber  nicht  mit  Bezug  auf  obige  Frage  benutzt; 
wohl  aber  bezeugt  das  Vorhandensein  der  Aufgabe  Venturi  S.  126. 

^)  Gt'O/uatici  vet,  ex  rec,  C.  Lttchmtomi  S.  295  ff. 
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läutening  eines  bestimmten  Heispieles  fortzufahren.  Er  gebraucht  dazu 
ein  Rechteck,  dessen  Seiton  6,  8,  10  Längeneinheiten  haben;  auch  dieses 
Beispiel  aber  ist  von  Heron  entnommen. 

Doch  wir  verlassen  dieses  Gebiet,  auf  welchem  wir  ohne  die  speciell- 
sten  Untersuchungen  nicht  weiter  vorwärts  kommen  würden,  und  wenden 
uns,  so  unerwartet  dies  auch  scheinen  mag,  zu  den  Indern.  Und  doch  be- 
obachten wir  dabei  nur  die  chronologische  Folge,  denn  nächst  den  späteren 
Griechen  und  Römern  haben  die  gelehrten  Hindus  die  Grnndzüge  der 
griechischen  Mathematik  und  darunter  auch  heronische  Sätze  sich  ange- 
eignet. Dies  hat  für  den  vorliegenden  Dreieckssatz  bereits  Chasles  aner- 
kannt; doch  lässt  sich  noch  eine  wichtige  Consequenz  weiter  ziehen. 

Im  Jahre  1817  veröffentlichte  der  um  die  Sanskritliteratur  hochver- 
diente Colebrooke  die  Uebersetzung  zweier  indischer  Werke  über 
Arithmetik  und  Algebra,  und  erschloss  damit  ein  bisher  ungeahntes  Feld 
der  wichtigsten  Entdeckungen.  Das  Werk  enthält  laut  dem  Titel:  Algebra^ 
müh  arithmetik  and  mensuration ,  from  the  Sanscrit  of  Brahmegupta  and  Bhas- 
cara;  es  bietet  ausser  der  Uebersetzung  der  Sanscrittezte  in  der  Vorrede 
treffliche  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik,  die  keineswegs  bisjetzt 
nach  Gebühr  gekannt  und  verwerthet  sind.  Der  erste  der  genannten  Au- 
toren Brahmegupta  hat  nach  Oolebrooke's  Untersuchungen,  die  aller* 
dings  noch  einer  streng  kritischen  Revision  zu  bedürfen  scheinen,  im  6. 
Jahrhundert  nach  Christus  gelebt;  der  andere,  Bhaskara,  vollendete  sein 
grosses  Werk  über  Astronomie,  zu  dem  die  beiden  von  Colebrooke  ver- 
öffentlichten Bücher  Vijaganita  und  Lilawati  nur  die  Einleitung  bilden,  im 
Jahre  1150. 

Diejenigen  Sätze  des  Brahmegupta,  die  für  uns  vorzüglich  in  Betracht 
kommen,  stehen  zu  Anfang  des  4.  Abschnittes,  welcher  über  Dreieck  und 
Viereck  handelt  (§  21,  Colebrooke  S.  295  f.).  Vor  Allem  ist  zu  bemerken 
die  erfinderische,  fast  peinliche  Kürze,  mit  der  die  Regeln  der  indischen 
Mathematiker  gefasst  sind.  Für  die,  welche  die  Grammatik  des  Panini 
und  ähnliche  Werke  kennen,  hat  das  nichts  Auffallendes.  Diese  Regeln 
waren  alle  auf  das  Memoriren  berechnet,  sie  waren  demgemäss  kurz  oft  bis 
zur  UnVerständlichkeit;  ihre  Erklärung  wurde  für  den  Schüler  dem  münd- 
lichen Vortrag,  für  den  Leser  dem  Scholiasten  überlassen.  Um  insbeson- 
dere geometrische  Regeln  möglichst  kurz  ausdrücken  zu  können,  waren 
gewisse  conventionelle  Ausdrücke  nöthig,  die  die  Theile  einer  Figur  auch 
ohne  Mithülfe  der  Buchstaben  bezeichneten.  Schon  Chasles  (S.  466  f.) 
machte  auf  solche  eigenthümliche  Bezeichungen  bei  Brahmegupta  auf- 
merksam;  er  konnte  aber  nicht  wissen,  wo  der  Ursprung  derselben  zu 
suchen  sei.  Das  musste  der  zuerst  finden,  der  zuerst  die  Geometrie  He- 
ron's  las;  und  in  der  That  hat  Martin  (S.  168  f.)  die  directe  Entlehnung 
dieser  Sanscritausdrücke  aus  dem  Griechischen  des  Heron  nachgewiesen. 
Aber  nicht  blos  diese  Ausdrücke,  sondern  auch  eine  Anzahl  von  Beispielen 
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sind  bei  den  Commebtatoren  Brahmegapta's ,  mehrere  noch  bei  Bhaskara, 
aus  der  Uei  onischen  Geometrie  entnommen ,  wofür  wir  zunächst  blos  Mar- 
tin (S.  168)  als  Gewährsmann  nennen,  übrigens  aber  jeden  Augenblick  be- 
reit sind,  den  exacten  Beweis  zu  führen. 

Betrachten  wir  nun  nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  die  bereits 
erwähnten  Sätze  des  Brahmegupta.  Sie  lauten  in  wörtlicher  Ueber- 
setzung : 

„L>as  Product  der  halben  [Summe  der]  Seiten  mit  [der  halben  Summe] 
der  Gegenseiten  giebt  die  ungenaue  Fläche  eines  Dreieckes  und  Vier- 
eckes^^ 

„Die  halbe  Summe  der  Seiten  [wird]  viermal  hingesetzt  und  jemalig 
verkleinert  um  die  Seiten;  [dann  werden  die  vier  Zahlen]  mit  einander 
multiplicirt,  [und]  die  Quadratwurzel  des  Productes  ist  der  genaue  Flächen- 
inhalt". *») 

Die  eingeschlossenen  Worte  sind  von  mir  hinzugefügt  worden;  doch 
ist  trotzdem  die  Regel  noch  schwerverständlich  genug.  Die  Erklärung 
muss  davon  ausgehen,  dass  der  indische  Mathematiker  die  Kegeln  über 
Dreieck  und  Viereck  in  eins  zusammengefasst,  also  das  Dreieck  betrachtet 
hat  als  ein  Viereck,  dessen  eine  Seite  =  0  ist.  So  wird  die  zweite  Regel 
sofort  verständlich ;  übrigens  giebt  auch  der  Commentator  Chaturveda  aus- 
drücklich an,  dass  im  Falle  des  Dreieckes  die  halbe  Summe  der  Seiten  nur 
dreimal  verkleinert  werde,  das  viertemal  aber  unverändert  bleibe.  Con- 
sequenter  Weise  ist  nun  auch  der  erste  Theil  der  Regel,  der  die  leichtere 
Formel  zur  Auffindung  des  ungefähren  Flächeninhaltes  giebt,  allgemein 
für  Dreieck  und  Viereck  gefasst  worden.  Also  sind  beim  Dreieck  im  Sinne 
Brahmegupta's  die  „Seiten  («V/tfs)"  die  linke  und  die  rechte  Seite,  die 
„Gegenseiten  {countersidesY  die  Basis  und  die  Spitze ;  d.  h.  da  letztere 
=  0  ist,  die  Basis  allein.  Das  mag  als  Spielerei  erscheinen,  aber  wir  ha- 
ben es  als  Thatsache  anzuerkennen,  und  müssen  jedenfalls  zugeben,  dass 
in  der  That  die  möglichst  kürzeste  Form  von  dem  indischen  Schrift- 
steller gefunden  worden  ist.  Unbegreiflicher  Weise  hat  Chasles  (S.  476  ff.), 
nachdem  er  ungefähr  übereinstimmend  mit  der  jetzt  gegebenen  Darlegung 
die  Stelle  erklärt  hatte,  noch  einen  ganz  abweichenden  Interpretationsver- 
such gemacht.  Um  dies  zu  ermöglichen,  unterdrückt  er  das  Wort  gross 
(d.  i.  ungenau),  ersetzt  telragon  durch  trapezium^  und  überträgt 
iriangle  in  den  zweiten  Satz,  indem  er  tetragon  hinzufügt.  Dadurch 
entsteht  allerdings  ein  ganz  anderer  Sinn,  und  es  kommen  zwei  Regeln 
heraus^  wie  sie  recht  wohl  von  einem  alten  Mathematiker  hätten  aufgestellt 
werden  können ;   aber  nimmermehr  wird  Jemand  glauben ,   dass  Brahme- 


*•)  Es  scheint  nöthi^,  auch  den  englischen  Wortlaut  beizusetzen :  The  proditct  of 
halt  ^^  sidea  and  coimtersides  is  the  gross  area  of  a  triungle  and  tetragon.  Half  the  »um 
of  the  sides  set  down  four  timts,  and  severaät/  lessened  by  the  sides,  being  multiplied  to- 
gether^  the  square-root  of  the  product  is  the  exttct  area. 
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gupta  so  geschrieben  habe.  Chasles  hatte  wohl  keinS  Yorstellang  davon, 
wie  gewissenhaft  dergleichen  Sanscrittexte  tiberliefert  sind;  and  doch 
konnte  er  es  bei  Colebrooke  lesen,  der  darüber  Mehreres  bemerkt.  Die 
Hauptsache  ist,  wie  z.  B.  auch  bei  den  Veden,  dass  die  Scholien  jedes 
einzelne  Wort  des  Textes  wiederholen  und  erklären;  wollte  man  also 
solche  Aenderungen,  wie  Chasles  vorschlägt,  für  zulässig  erklären,  so  hiesse 
das  soviel,  als  einen  neuen  Brahmegupta  anstatt  des  überlieferten  schrei- 
ben. Jeder  Kenner  der  Sanscrittexte,  dessen  sind  wir  gewiss,  wird  uns 
hierin  beistimmen. 

Doch  wir  kehren  zu  der  noch  nicht  erledigten  Frage  zurück.  Brahme- 
gupta vereint  also  den  Satz  vom  Dreieck  und  Viereck  zuerst  in  eine  An- 
weisung, den  ungefähren  Flächeninhalt  zu  finden,  die  uns  jetzt  nichts 
weiter  angeht,  dann  in  die  genaue  Kegel.  Das  eine  Element  dieser  Re- 
gel, der  Satz  vom  Dreieck,  ist  nicht  von  ihm  gefunden,  sondern  direct  oder 
indircct  aus  dem  Griechischen  entlehnt  worden.  Das  wird  Niemand  be- 
streiten. Aber  wie  steht  es  mit  dem  Satz  vom  Viereck?  Hier  lässt  sich 
.  kein  griechischer  Mathematiker  als  Gewährsmann  anführen;  Brahmegupta 
ist  der  erste,  bei  dem  er  erscheint.  Chasles  (S.  480)  entscheidet  sich  kurz 
dahin,  dass  die  Formel  für  das  Viereck  dem  Brahmegupta  „unbestreitbar 
angehört,  da  wir  sie  in  keinem  früheren  Werke  finden*'.  Und  doch  ist  es 
nur  ein  ganz  besonders  glücklicher  Zufall,  dass  der  Heronische  Satz  für  das 
Dreieck  uns  erhalten  ist;  wie  leicht  kann  also  anderes  verloren  gegangen 
sein.  Deshalb  schliesst  Martin  (S.  166  f.)  nicht  unwahrscheinlich,  dass 
Heron  auch  den  Satz  für  das  Viereck  gefunden  habe,  was  überdies  ver- 
hältnissmässig  leicht  war,  wenn  die  Formel  für  das  Dreieck  einmal  ent- 
deckt war.  Doch  wenn  sich  auch  die  Autorschaft  Heron's  für  den  Vier- 
ecksatz mit  Bestimmtheit  nicht  erweisen  lässt,  so  steht  auf  der  anderen. 
Seite  fest,  dass  Brahmegupta  nicht  der  Erfinder  ist.  Den  eclatanten 
Beweis  dafür  hat  bereits  Martin  gegeben.  Brahmegupta  lässt  eine  Haupt- 
sache weg,  die  jeder  Kundige,  vor  allem  aber  der  Erfinder  des  Satzes, 
wahrhaftig  nicht  übersehen  konnte,  dass  das  Viereck  ein  in  den  Kreis  ein- 
geschriebenes sein  müsse.  Brahmegupta  hat  also  die  Kegel  ohne  volles 
Verständniss  aus  einer  anderweitigen  Quelle  geschöpt;  diese  Quelle  aber 
—  und  hierin  hat  wieder  Martin  recht  —  kann  nicht  das  Product  eines  in- 
dischen Geistes  gewesen  sein,  sondern  sie  ist  bei  den  Griechen  zu  suchen: 
ob  bei  Heron,  wissen  wir  nicht;  aber  bei  den  Griechen  jedenfalls. 

Es  ist  hiermit  der  Weg  in  ein  Gebiet  eingeschlagen,  das  man,  wenn 
es  einmal  betreten  ist,  nur  ungern  wieder  verlässt.  Fast  jeder  Satz  bei 
Brahmegupta,  jede  Note  seiner  Scholiasten  kann  Anlass  zu  ähnlichen  Er- 
örterungen geben.  Ja  noch  weiter,  der  erst  im  12.  Jahrhundert  lebende 
Bhaskara  hat  aus  Quellen  geschöpft,  die  den  uns  erhaltenen  Heronischen 
Schriften  noch  näher  standen,  als  die  vom  Brahmegupta  benutzten,  denn 
während  dieser  nur  die  allgemeinen  Hegeln  giebt,  hat  jener  ausser  den 
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Begeloy  gftnz  nach  der  Art  der  Heronischen  Aufgaben,  bestimmte  Beispiele. 
So  giebt  er  auch  den  Satz  über  Dreieck  und  Viereck  (S  167,  S.  72)  in  einer 
Form,  die  wenigstens  eine  Andeutung  davon  enthält,  dass  das  Viereck  in 
dem  Kreise  müsse  einzuschreiben  sein.  Er  sagt,  nämlich,  nachdem  er  den 
Satz  ähnlich  wie  Brahmegupta  gegeben  hat,  das  Eesultat  „sei  ungenau  bei 
dem  Viereck,  aber  ausdrücklich  genau  bei  dem  Dreieck*^  Natürlich,  weil 
die  Formel  nur  für  das  in  den  Kreis  eingeschriebene  Viereck  gilt. 

Indess,  das  alles  können  wir  jetzt  an  diesem  Orte  nicht  weiter  ver- 
folgen; wir  schliessen  also  diesen  Theil  ab,  indem  wir  das,  was  als  Resul- 
tat einer  weiteren  Untersuchung  sich  sicher  ergeben  würde,  vorläufig  nur 
als  Thesis  hinstellen:  Es  sind  zu  den  Hindus  im  Laufe  mehrerer  Jahr- 
hunderte, etwa  vom  Beginn  unserer  Zeitrechnung  bis  zum  Zeitalter  Dio- 
phants,  sowohl  die  Schriften  anderer  griechischen  Mathematiker  als  auch 
diejenigen  Heron's  in  Uebersetzungen  und  Auszügen  gelangt.  Daraus  hat 
Brahmegupta  Einiges  geschöpft,  was  er  für  seine  allgemeinen  Regeln 
brauchte;  anderes,  nämlich  die  angewandten  Beispiele,  meist  aus  Heron 
entnommen,  hat  er  im  mündlichen  Vortrage  gegeben :  diese  sind  uns  durch  die 
Commentatoren  erhalten.  Auch  noch  Bhaskara,  der  um  ein  halbes  Jahr- 
tausend später  lebte,  hat  aus  den  indischen  Bearbeitungen  Heronischer 
Schriften  geschöpft,  und  da  er,  dem  Plane  seines  Werkes  entsprechend, 
viele  angewandte  Beispiele  giebt,  so  zeigen  seine  Schriften,  obwohl  so  viel 
jünger,  noch  deutlichere  Spuren  der  ursprünglichen  griechischen  Quelle 
als  diejenigen  Brahmegupta's. 

Es  bleibt  noch  Übrig,  den  letzten  Theil  der  Geschichte  des  Heroni- 
schen Satzes  nachzuweisen,  nämlich  seine  Fortpflanzung  von  den  Griechen 
auf  die  Araber,  und  durch  diese  auf  das  Abendland. 

In  einem  Manuscript  der  Baseler  Universitätsbibliothek  findet  sich 
ein  Liber  irium  fratrum  de  Geomeiria.  Es  beginnt  Verba  filio  - 
rutn  Moysi  filii  Sehiae,  id  est  Mahumeli  Hameti  et  ffason.  Das- 
selbe Werk  ist  in  einer  Pariser  Handschrift  erhalten  unter  dem  Titel 
Verba  filiorum  Moysi,  filii  Schakerj  Mahumeti  Hameti  Hasen.^) 
Darin  findet  sich  unter  anderem  der  Satz  über  die  Messung  des  Dreieckes 
nach  den  drei  Seiten,  der  in  der  Baseler  Handschrift  (nach  Venturi^s  Mit- 
theilung) folgendermassen  beginnt:  Et  posuimus  praeter  id  modum  convenien- 
iem  quo  scitur  embadum  omnis  trianguU;  et  isto  modo  quamvis  iam  usi  sunt  mülti 
homines  et  sciverunt  ipsum,  tamen  ipsi  omnes  usi  suut  eoy  aut  plures  eorum,  se- 
cundum  modum  credulitatis ,  praeterquam  quod  sciverint  demonstralionem  super 
eius  veritate. 

Den  Beweis  selber  theilt  Venturi  leider  nicht  mit;  aber  er  sagt,  der- 
selbe stimme  sowohl  in  der  Figur  als  in  der  Schlussfolgerung  mit  dem  von 


^')  Die  Nachricht  über  die  Baseler  Handschrift  giebt  Veuturi  S.  127,  über  die 
Pariser  (SuppUmenl  tat  in,  4U)  Chasles  S.  481  nach  Libri,  Jiiitoirc  des  seien- 
ces  muthimaiiquts  eu  Italic  tom.  II  p,  266. 
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Pacioli  veröffentlichteil  überein,  und  wiederum  der  Beweis  des  Pacioli 
sei  fast  wörtlich  übersetzt  ans  der  Geometrie  des  Leonardo  von  Pisa, 
von  der  er  eine  Abschrift  aus  dem  cod.  7223  der  Pariser  Bibliothek  ge- 
nommen habe. 

Wir  sind  also  vollkommen  berechtigt  zu  behaupten,  Leonardo  von 
Pisa  habe  den  fraglichen  Satz  über  das  Dreieck  aus  einer  Quelle  gegeben, 
die  mit  dem  Buch  der  drei  Brüder  identisch  oder  wenigstens  sehr  nahe 
verwandt  war.  Was  liegt  in  diesen  Worten?  Leonardo  von  Pisa,  d.  i. 
Fibonacci  (er  selbst  nennt  sich  Leonardas  Pisanus  de  filiis  Bonacci)  ist 
der  hochberühmte  Vermittler  der  arabischen  Zahlen-  und  Rechenkunst  mit 
der  Wissenschaft  des  Abendlandes.  Seine  beiden  Hauptwerke,  der  Liher 
abaci  composilus  in  anno  1202  und  die  Practica  geometriae  com- 
posita  anno  1220  sind,  nachdem  sie  Jahrhunderte  lang  zum  grossen  Scha- 
den für  die  Wissenschaft  verborgen  geblieben  waren,  erst  ganz  vor  Kurzem 
veröffentlicht  worden,*^*)  und  es  hat  sich  dadurch  das,  was  wir  Über  die 
bedeutende  Stellung  ihres  Verfassers  in  der  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaft  bisher  nur  aus  den  sorgfaltigen  Untersuchungen  Cossali^s, 
Libri's  u.  A.  wussten,  auf  das  Glänzendste  bestätigt.  Da  nun  überdies, 
was  insbesondere  unseren  Satz  über  das  Dreieck  betrifft,  die  arabische 
Quelle  nachgewiesen  ist,  so  steht  es  ausser  allem  Zweifel,  dass  wir  hinter 
dem  Satze  Leonardo^s  die  ganze  arabische  Wissenschaft  und  weiter  noch 
deren  ursprüngliche  Quellen  uns  zu  denken  haben. 

Vor  Herausgabe  der  Werke  Leonardo^s  lag  der  Satz  nur  in  der 
Ueberarbeitung  von  Pacioli  vor.  Dieser  gelehrte  Mönch ,  auch  Paciolo, 
Paciuolo,  oder  lateinisch  Lucas  de  Burgo  {sancU  sepulcri  ordinis  etc.)  genannt, 
hat  bekanntlich  das  erste  grosse  Werk  über  Mathematik  durch  den  Druck 
veröffentlicht.^)  Sein  Text  ist  nicht  gerade  leicht  zugänglich.  Abgesehen 
davon,  dass  uns  das  Italienisch  des  15.  Jahrhunderts  schwer  verständlich 
ist,  so  wird  diese  Schwierigkeit  noch  bedeutend  gesteigert  durch  das 
Aeussere  des  Druckes,  durch  die  Abwesenheit  der  Accente  und  Apostrophe, 
durch  den  Mangel  einer  durchgängigen  Distinction  der  Worte,  und  end- 
lich durch  eine  häufig  sinnwidrige  Interpunction.  Dazu  kommen  gegen 
Ende  des  Beweises,  gerade  in  dem  schwierigsten  Theile  desselben,  nicht 
weniger  als  15  Druckfehler  in  denjenigen  Buchstaben,  die  die  Winkel  und 


*'a)  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  B.  Boncompagni.  Roma  1857.  1862. 
Da  der  zweite,  in  Deutschland  noch  sehr  seltene  Band,  der  die  Practica  geometriae 
enthält,  mir  erst  nach  Abfassung  dieses  Aufsalzes  zuging ,  so  konnte  der  Text  Leo- 
nardo's  (S.  40  f.)  nur  noch  nachträglich  mit  der  Bearbeitung  Pacioli's  Terglicben 
werden.     Beide  stimmen  in  der  Hauptsache  vollkommen  überein. 

**)  Der  genaue  Titel  ist:  Su/ama  de  arit/tmetica  geometria,  proper tioni:  et  Proportio- 
nalität etc.  Dasselbe  soll  zuerst  erschienen  sein  im  J.  14^)4,  zuletzt  1523.  Letztere 
Ausgabe  habe  ich  benutzt.  Der  Satz  über  das  Dreieck  steht  in  dem  zweiten  Theile, 
welcher  ohne  besonderes  Titelblatt,  aber  mit  neuer  Policnzählung,  beginnt  mit  den 
Worten  Traclatus  Geometrie  pars  secuuda  prineipalis  kuius  operis. 
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Linien  der  Fignr  bezeichnen;  und  die  Fignr  selbst  ist  höchst  fehlerhaft 
gezeichnet.  Aas  allen  diesen  Gründen  hielt  ich  es  anch  nach  dem  Er- 
scheinen von  Leonardo^s  Geometrie  nicht  für  überflüssig,  den  ganzen  Be< 
weis,  vollständig  hergestellt,  in  wortgetreuer  Uebersetzung  hier  aufzuführen. 
Die  allgemeine  Formel,  ohne  Beweis ,  steht  am  Ende  des  7.  Kapitels 
der  ersten  Abtheilung  {dislinctio)^  and  lautet  folgendermassen  (Fol.  0^) : 

(I)  „Auf  dftssin  diesem  Buche  die  vollkommene  Wissenschaft  sei  die  Dreiecke 
BU  messen  und  su  zeigen,  wie  jedes  Dreieck  ohne  Anffindung  der  Kathete  gemessen 
werden  kann,  (so  verfahre  man  folgendermassen].  Die  Seiten  jedes  Dreieckes 
addire  snsammen,  und  davon  nimm  die  Hälfte;  davon  siehe  der  Reibe  nach  die  Sei- 
ten des  Dreieckes  ab,  nnd  mnltiplicire  den  Uebcrschuss  (aoanzo)  der  einen  Seite 
mit  dem  anderen  Ueberschuss  der  anderen  Seite;  und  das  Product^^)  roaltiplicire  mit 
dem  Ueberschuss  der  dritten  Seite  (de  laltro  lato).  Und  »lies  musst  da  multi- 
pliciren  mit  der  Hälfte  der  3  Seiten.  Und  von  dem  Product  suche  die  Wursel.  Dies« 
Wnrsel  wird  die  Fläche  des  besagten  Dreieckes  sein**. 

Schon  hier  sind  die  Anklänge  an  den  Heronischen  Satz  selbst  dem 
Wortlaut  nach  ganz  deutlich.  Nun  folgt  das  gleiche  Beispiel  wie  bei 
Heron  am  Ende  des  Beweises: 

(2j  „Zum  Beispiel  addire  zusammen  die  Seiten  des  Dreieckes  ahg^  dessen  Seite 
ah  15  Ellen  (braccia)  beträgt,  und  bg  14,  und  ag  13.  Diese  zu  einem  verbunden, 
machen  42,  wovon  die  Hälfte  21  ist.  Davon  unterscheidet  sich  die  grösste  Seite  um 
0  Ellen,  und  die  andere  um  7,  und  die  dritte  um  8  Ellen.  Dann  musst  du  6  mit  7, 
and  das  Ganze  mit  8  mnltipliciren;  gicbt  336.  Und  dies  multipliclre  mit  21,  d.  h. 
mit  der  Hälfte  der  Seiten ;  giebt  7056.  Die  Wurzel  davon  84  ist  [der  Betrag]  für  die 
Fläche  des  besagten  Dreieckes**. 

Auch  hier  braucht  die  vollständige  Uebereinatimmnng  mit  Heron  nicht 
besonders  nachgewiesen  zu  werden.  Endlich  den  Beweis  giebt  Pacioli 
am  Eude  des  8.  Kapitels  (Fol.  10  Anf.). 

(3)  „Nachdem  ich  gezeigt  habe,  in  welcher  Welse 
die  Kathete  jedes  Dreieckes  gefunden  wird,  scheint  es 
mir  nothwendig,  den  Grund  und  den  Beweis  zn  geben 
für  die  Auffindung  der  Fläche  der  Dreiecke  nach  der 
zweiten  angeführten  Art".  *^) 

(4j  „Die  Seiten  werden  zusammen  addirt;  und  von 
der  Summe  nehme  man  die  Hälfte,  und  verfahre,  wie 
wir  im  vorhergehenden  Kapitel  gezeigt  haben.  Und 
zn  diesem  Behufe  werden  wir  eine  dreieckige  Figur 
abg  annehmen  (indurremo).  Darin  theile  den  Win- 
kel b  und  den  Winkel  g  in  zwei  gleiche  Theile  durch 
die  Geraden  bt  und  tg.  Und  von  dem  Punkte  t  führe 
man  die  Katheten  le,  /A,  /z,  und  ziehe  zur  Vervoll- 
ständigung at    (e  comp  ist  at).     (6)    Und   weil    der 


^)  Der  Druck  hat  lasotnan^   d.  i.  Druckfehler  statt  la  somma,  wie  auch  im 
Folgenden  übereinstimmend  mit  Leonardo  das  Product  heisst. 

^)  Das  Original :  mi  pare  di  necessita  dimostrare  la  eaffione  e  il  perche  nel  trovare  , 
larea  eic.  —  „die  sweite  angeführte  Art"  ist  eben  die,  welche  wir  unter  §  1  gegeben 
haben. 

17* 
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Winkel  thg  ein  rechter  ist,  so  ist  der  Winkel  ihg  gleich  dem  Winkel  izg.  Und  der 
Winkel  tyh  ist  gleich  dem  Winkel  tgt^  weil  wir  voraussetzten,  dass  der  Winkel  g  von 
der  Linie  gi  in  zwei  gleiche  Theile  gctheilt  werde..  Woraus  folgt,  dass  der  Winkel 
gti  gleich  ist  dem  Winkel  ^/^  Also  ist  das  Dreieck  ztg  gleich  dem  Dreieck  ktg. 
Und  weil  die  Seite  gt  gemeinsam  ist,  so  werden  die  übrigen  Seiten  des  einen  gleich 
sein  den  übrigen  Seiten  des  anderen,  d.  h.  die  Seite  th  der  Seite  /z,  und  die  Seite  hg 
der  Seite  gz.  (6)  Aehnlich  zeigt  sich,  dass  die  Gerade  hb  gleich  ist  der  Goraden  6e, 
und  das  Dreieck  thh  gleich  ist  dem  Dreieck  teh,  (7}  Und  weil  die  eine  wie  die 
andere  der  Geraden  ie  und  tz  gleich  sind  der  Geraden  th^  so  werden  sie  unter  einander 
gleich  sein.  Daher  ist  die  Gerade  ie  gleich  der  Geraden  tz.  Und  die  Gerade  ta  ist 
gemeiüsHm,  Und  demnach  sind  f  e  und  ta  gleich  tz  und  ta^  und  der  Winkel  aet  ist 
gleich  dem  Winkel  ait^  und  die  Seite  at  ist  gemeinsam.  Daher  ist  das  Dreieck  aet 
dem  Dreieck  azt  gleichseitig  und  gleichwinklig.  Und  deshalb  ist  die  Seite  az  gleich 
der  Seite  ae,  (8)  Und  weil  die  Gerade  az  der  Geraden  ae  gleich  ist,  so  wird,  wenn 
man  auf  jeder  Seite  die  Gerade  eh  hinzufügt,  die  Gerade  ab  gleich  2  Geraden  sein, 
nämlich  az  und  e6,  d.  i.  az  und  bh,  (9)  Ferner,  da  die  Gerade  zg  gleich  ist  der  Ge- 
raden ^^,  so  werden  die  beiden  Geraden  ag^  hb  gleich  sein  den  beiden  Geraden  ab 
und^A,  insofern  als  ab  so  gross  ist  als  az  und  bh^  und  gz^)  so  gros  als  gh.  Und 
wenn  wir  deshalb  gh  zu  ab  fügen,  werden  wir  ab  nn^gh  gleich  ag  und  hb  erhalten, 
wie  wir  [schon]  sagten.  (10)  Also  sind  ag  und  hb  [zusammen]  die  Hälfte  der  Seiten 
des  Dreieckes.  *•)  Daher  ist  eb  so  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen  Seiten  hervor- 
ragt über  die  Seite  ag.  Und  ähnlich  ist  Ae  so  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen  Sei- 
ten hervorragt  über  die  Seite  bg.  Und  gz  ist  so  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen 
Seiten  hervorragt  über  die  Seite  ab.  Daher  sind  die  Geraden  «6*')  [=:ae'\-eb]  und 
hg  [in  ihrer  Summe]  die  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg  und  sind  [zugleich]  die 
drei  Differenzen.  ^) 

(11)  Man  verlängere  nun  die  Gerade  ab  und  ag  bis  zu  den  Punkten  l  und  m. 
Und  es  sei  bl  gleich  der  Geraden  hg  und  gm  sei  gleich  der  Geraden  hb.  Es  wird  aUo 
die  eine  wie  die  andere  Gerade  a/und  am  so  viel  sein  als  die  Hälfte  der  Seiten  des 
Dreieckes.  (12)  Und  nachher  verlängere  man  at  bis  zum  Punkte  A;,  und  ziehe  die 
Gerade  Ik  und  km.  Und  es  sei  der  Winkel  alk  recht,  und  recht  sei  auch  der  Winkel 
amk.  Und  weil  die  beiden  Geraden  al  und  ak  gleich  sind  den  beiden  Geraden  aA 
und  am,  und  der  Winkel  lak  gleich  ist  dem  Winkel  mak^  so  ist  die  Seite  Ik  gleich 
der  Seite  mky  und  die  anderen  Seiten  und  Winkel  sind  unter  einander  gleich. 

(13)  Man  schneide  nun  die  Linie  gb  in  2  Theile,  den  einen  gleich  der  Linie  6/, 
das  sei  bn\  und  man  ziehe  nk^  kg^  kb.  Weil  gh  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der 
Seiten  des  Dreieckes  abg  über  die  Seite  ab  ist,  so  ist  es  [nämlich  gh]  gleich  6», 
d.  i.  bl.  Daher  ist  ng  gleich  gm^  d.  i.  hb.  Daher  sind  die  Dreiecke  gmk  und  bkl 
rechtwinklig,  und  die  Potenz  der  Linie  kg  ist  gleich  den  beiden  Potenzen  der  beiden 
Linien  gm  und  mkj  und  die  Potenz  der  Linie  bk  ist  gleich  den  beiden  Potenzen  der 
beiden  Linien  A;/  und  bl,  d.  i  kl  und  bn,  (14)  Aber  die  Potenz  der  Linie  Ik  ist  gleich 
der  Potenz  km.  So  viel  daher  die  Potenz  der  Linie  kg  die  Potenz  der  Linie  kb 
übertrifft,  so  weit  überragt  die  Potenz  ng  die  Potenz  nb.  Daher  ist  die  Linie  kn 
Kathetete  über  der  Linie  bg^  was  deutlich  auf  folgende  Weise  sich  ergiebt. '')     Ge- 


**)  Der  Druck  hat  hz.  *•)  Der  Druck:  lamila  de  detti  lati  de  tHangoli  posio  (?) 
*'')  Der  Druck  ah.  ^^)  Hier  fügt  der  Druck  hinzu  ß  ancora  ag  e  hb  9onno  lumita  dt 
3  lati  di  detto  triangolo. 

^^)  Das  Original:  che  chiaro  appare,  Impero  quando  si  uegaase  dir  a 
aversar  io  etc.     Dieser  apagogische  Beweis  fehlt  bei  Leonardo. 
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setzt,  man  lengnetc  es  and  sa^e  im  Gegentheil,  dasä  kö  die  Kathete  sei.  Weil  uim 
die  Potenz  von  kj  die  Potenz  von  kb  bo  viel  übertrifft,  als  die  Potenz  von  go  die  Po- 
tent von  bo  übertrifft,  und  wir  gezeigt  haben,  dass  dfe  Potenz  von  gk  die  Potenz  von 
bk  nm  so  viel  übertrifft,  als  die  Potenz  von  gn  die  Potenz  von  nb  übertrifft,  so  wür- 
den also  ob  und  nb  nnd  ebenso  gn  und  go  gleich  sein,  was  unmöglich  ist.  Und  des- 
halb ist  kn  die  Kathete  und  keine  andere.  (15)  Und  ferner  ist  An  gleich  A;/,  weil  kb 
gemeinsam  ist  zwischen  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  klb  und  knb,  und  bn 
und  bi  gleich  sind.  Und  daraus  folgt,  dass  kn  nnd  kl  gleich  sind.  Und  weil  die 
Winkel  knb  und  klb  rechte  sind,  so  bleiben  [in  dem  Viereck  blkn]  die  beiden  Win- 
kel »6/  und  Ikn^)  übrig  als  [zusammen]  gleich  2  rechten  Winkeln.  (16)  Aber  die 
Winkel  ebn  und  nbl  sind  in  ähnlicher  Weise  gleich  2  rechten  Winkeln  nach  der  13. 
[Proposition]  des  ersten  [Buches  Euklid's],  weil  die  Linie  nb  auf  die  Linie  el  fällt« 
Daher  ist  der  Winkel  ebn  gleich  dem  Winkel  Ikn.  (17)  Nun  ist  der  Winkel  Ikb  die 
Hälfte  des  Winkels  /Arn,  weil  die  Linie  kb  die  beiden  gleichen  Dreiecke  trennt.  Also 
ist  der  Winkel  ebt,  als  die  Hälfte  des  Winkels  ebh^  gleich  dem  Winkel  Ikb.  Und 
der  Winkel  e  als  rechter  ist  gleich  dem  rechten  Winkel  /.  ^^)  (18)  Also  ist  der  Win- 
kel etb^)  gleich  dem  Winkel  Ibk,  und  das  Dreieck  kbliat  ähnlich  dem  Dreieck  bte. 

(19)  Also  ist  die  Proportion  von  kl  zu  Ib  wie  die  Proportion  von  be  zu  c^")  Es 
macht  also  k  l  mit  et  multlplicirt  so  viel  als  Ib  mal  be.  Aber  die  Proportion  des  Qua- 
drates [von]  ei  zu.  dem  Product  et  mal  kl  ist  wie  die  Proportion  von  c/  zu  Ik.  Und 
die  Proportion  von  et  zu  Ik  ist  wie  ae  zu  al  nach  der  zweiten  [Proposition]  des 
sechsten  [Buches] ,  weil  ^«  und  Ik  gleichweit  entfernt  sind  {tonno  equidistantt). 
Also  ist  die  Proportion  von  ae  zu  al  wie  die  Proportion  des  Quadrates  [von]  et  zu 
dem  Product  von  et  mal  kl.  Und  das  Product  von  et  mal  A/  ist  gleich  dem  genann- 
ten [Product]  von  eb  mal  hl.  Also  ist  die  Proportion  von  aezual^)  wie  die  Pro- 
portion des  Quadrates  [von]  et  zu  dem  Producte  von  eb  mal  bL  Also  ist  auch  das 
Quadrat  [von]  et  multlplicirt  mit  al  [ebensoviel]  wie  ae  multiplicirt  mit  dem  Producte 
6e  mal  bl.  Und  die  Multiplieation  des  Quadrates  [von]  ei  mit  dem  Quadrat  [von]  al 
iitt  [soviel]  wie  die  Multiplieation  von  ae  mit  dem  Product  von  eb  mal  bl  multiplicirt 
mit  a/. 

(20)  Aber  die  Multiplieation  des  Quadrates  [von]  et  mit  dem  Quadrat  [von]  al 
ist  [soviel]  wie  das  Quadrat  der  Oberfläche  des  Dreieckes,  wie  wir  [noch]  zeigen  wer- 
den. Wenn  man  daher  ae^  welches  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der  Seiten  des  Drei- 
eckes abg  über  die  Seite  6^  ist,  multiplicirt  mit  £6,  welches  der  Ueberschuss  der 
Hälfte  der  Seiten  des  nämlichen  Dreieckes  über  die  Seite  ag  ist;  nnd  dieses  Product 
maltiplicirt  mit  6/,  welches  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes 
abg^)  über  die  Seite  ba  ist;  und  endlich  dieses  Product  multiplicirt  mit  a/,  d.  i.  mit 
der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg\  so  wird  dies  das  Quadrat  der  Fläche  des 
Dreieckes  abg  ergeben. 

(21)  Nun  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  in  welcher  Weiset  das  Quadrat  von 
ei  mal  dem  Quadrat  von  a/ das  Quadrat*^)  der  Fläche  des  Dreieckes  abg  ergiebt. 


••)  Der  Druck  hat  hier,  und  nachher  mehremale  wiederholt,  h  für  Ar. 

*')  Der  Druck  hat  e  langolo  e  e  retto  che  equale  a  langolo  l  reiio;  es 
ist  aber  zu  lesen  e  rangolo  e  che  retto  e  equale  u.  s.w. 

••)  Der  Druck  hat  eth.  *•)  Der  Druck  at.  ^  Der  Druck  del  ac  ab  al  ")  Der 
Druck  deli  lati  agb  del  triangolo.  **)  Nach  in  che  modo  hat  der  Druck  noch 
a  meare,  '^)  In  §  19  und  20  ist  Quadrat  überall  gegeben  durch  tetragono;  zu 
Anfang  von  §  21  steht  zweimal  quadrato^  und  dann  an  dieser  IStelle  el  tetragono 
eioe  el  quadrato.  Es  lag  sehr  nahe,  zu  vermuthen,  dass  tetragono  der  über- 
lieferte, quadrato  der  von  Pacioli  hinzugesetzte  Ausdruck  ist;  wie  es  auch  der 
Text  bei  Leonardo  bestätigt. 
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Weil  das  Dreieck  abg  aaffi^elöst  ist  in  drei  Dreiecke  von  dem  Punkte  t  aus,  nämlich 
atbj  atg,  btg^^),  und  die  Katheten  jedes  Dreieckes^')  unter  einander  gleich  waren 
—  es  sind  dies  te,  tz^  th  — ,  so  wird  ei  multipUcirt  mit  der  Hälfte  der  Basis  die 
Fläche  des  Dreieckes  atb  geben.  Aehnlich  wird  /A,  d.  i.  ie^  mit  der  Hälfte  von^^ 
mult^)Ucirt  die  Fläche  des  Dreieckes  btg  geben.  Und  auch  fz,  d.  i.  te,  mit  der 
Hälfte  von  ag  multiplicirt,  wird  die  Fläche  des  Dreieckes  atg  geben.  Daher  wird  te 
multipUcirt  mit  a/,  d.  i.  multiplicirt  mit  der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg  die 
Fläche  des  Dreieckes  abg  geben.  Daher  wird  das  Quadrat  von  et  multiplicirt  mit 
dem  Quadrat  [von]  al  das  Quadrat  der  Fläche  des  angeführten  Dreieckes  geben. 
Und  das  war  zu  beweisen. 

Soweit  der  Beweis  der  drei  Brüder  bei  Pacioli,  mit  dem  Leonardo,  wie 
schon  bemerkt,  in  allem  Wesentlichen  übereinstimmt.  Wir  hätten  denselben 
mit  Hülfe  der  jetzt  üblichen  Rechnungszeichen  und  nach  Weglassung  der 
selbssverständlichen  Zwischensätze  um  Vieles  kürzer  geben  können;  aber 
znm  Zweck  der  vorgesetzten  historischen  Untersuchung  kommt  es  ja  ebenso 
sehr  auf  die  Form  als  den  Inhalt  des  Beweises  an. 

Vergleicht  man  nun  den  eben  gegebenen  Beweis  mit  dem  Heroni- 
schen, so  springen  die  Verschiedenheiten  sogleich  ins  Auge ,  während  die 
Aehnlichkeiten  nicht  so  offen  dazuliegen  scheinen.  Zunächst  die  Weit- 
schweifigkeit und  Umständlichkeit  bei  Leonardo,  die  keineswegs  blos  auf 
Rechnung  der  Uebersetznng  zu  setzen  ist.  Wie  einfach  und  elegant  ist 
die  Form  der  Heronischen  Deduction,  die  allerdings  eine  vollständige 
Kenntniss  der  Euklidischen  Sätze  voraussetzt,  aber  auch  dann  für  den, 
der  dieselbe  besitzt,  nicht  die  geringste  Unklarheit  lässt.  Dagegen  werden 
in  dem  Beweise  der  drei  Brüder  nur  so  geringe  Kenntnisse  in  der  Geome- 
trie vorausgesetzt,  dass  man  fast  sagen  möchte,  einer,  dem  so  viel  Selbste- 
verständliches  noch  vordemonstrirt  werden  müsse,  sei  gar  nicht  weit  genug, 
um  den  schwierigen  Beweis  im  Ganzen  zu  verstehen.  Zweitens,  und  das 
ist  das  hauptsächlichste  Moment,  ist  bei  Leonardo  der  Gang  des  Beweises 
ein  wesentlich  anderer,  als  bei  Heron,  und  zwar  bei  letzterem  wiederum  ein- 
facher, bei  ersterem  viel  umständlicher.  Heron  braucht  nur  ein  Hülfsdreieck, 
um  seinen  Satz  zu  erweisen;  dagegen  der  Verfasser  des  jüngeren  Beweises 
bedarf  einer  sehr  zusammengesetzten  Construction,  um  zu  seinem  Ziele  zu 
gelangen.  Diese  Verschiedenheit  hat  die  Gelehrten,  die  bis  jetzt  über 
diese  Frage  sich  geäussert  haben,  zu  der  Annahme  geführt,  der  jüngere 
Beweis  sei  von  den  Indern  oder  Arabern  ohne  Zusammenhang  mit  Heron 
erfunden  worden.  Chasles  (S.  481  f.)  sagt:  „die  Formel  (der  drei  Brüder) 
ist  auf  geometrischem  Wege  bewiesen,  der  aber  verschieden  ist  von  dem 
des  Hero  von  Alexandrien,  was  uns  annehmen  lässt,  dass  die  Araber  sie 
von  den  Indern  empfangen  haben''.  Etwas  abweichend  äussert  sich  Mar- 
tin (166)  dahin ,  der  Beweis  der  drei  Brüder  sei  wahrscheinlich  nachtrftg- 


*«)  Im  Druck  fehlt  ^^^. 

^')  Hinter  triangolo  steht  im  Druck  peruammo. 
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lieh  Yon  einem   arabisclien  Schriftsteller  erfunden   worden,   welcher  von 
Brahmegupta  nichta  als  die  allgemeine  Formel  ohne  Beweis  erhalten  hatte. 
Beide  Ansichten  sind  entschieden  falsch,  wie  sich  sonnenklar  nach- 
weisen lässt. 

Zuerst,  so  bemerklich  auch  die  Verschiedenheit  zwischen  dem  arabi- 
schen und  dem  Heronischen  Beweis  sein  mag,  so  entschieden  sind  auf  der 
anderen  Seite  die  Aehnlichkeiten.  Heron  lässt  den  Kreis  in  das  Dreieck 
einschreiben;  der  arabische  Verfasser  vermeidet  es,  von  dem  eingeschrie- 
benen Kreise  zu  sprechen,  aber  nimmt  die  gleiche  Construction  vor.  Dann 
wird  bei  beiden  die  Fläche  des  Dreieckes  dargestellt  als  das  Product  des 
Kadius  mit  der  Hälfte  des  Perimeters;  bei  beidmi  wird  die  Lösung  da- 
durch vorbereitet,  dass  anstatt  dessen  die  Wurzel  aus  dem  Product  der 
quadrirten  Factoren  gesetzt  wird;  bei  beiden  endlich  wird  letzteres  Product 
in  gleicher  Weise  aufgelöst  in  das  Product  von  vier  Geraden,  welche 
durch  die  drei  Seiten  des  Dreieckes  gegeben  sind,  und  so  ganz  überein- 
stimmend die  Formel  für  die  Fläche  gefunden.  Mag  der  Jüngere  dabei 
auch  einen  weiteren  Weg  einschlagen,  er  folgt  doch  der  gleichen  Richtung, 
er  gebraucht  genau  die  gleichen  Beweismittel.  Hier  wie  dort  wird  unter- 
halb der  Grundlinie  ein  Dreieck  hergestellt,  welches  einem  der  oberen 
Dreiecke  ähnlich  ist;  hier  wie  dort  folgt  darauf  eine  viel  gegliederte  Pro- 
portionsrechnung, welche  zu  der  gleichen  Lösung  führt.  Wer  solchen 
Thatsachen  gegenüber  noch  behaupten  will,  dass  der  jüngere  Beweis  un- 
abhängig von  dem  echten  Heronischen  enstanden  sei,  der  leugnet  über- 
haupt die  Continuität  der  historischen  Entwickelung. 

Doch  wir  haben  nicht  nöthig,  uns  auf  irgend  eine  Polemik  einzu- 
lassen, die  doch  allemal  das  verborgene  Zngeständniss  enthält,  dass  die 
eigene  Behauptung  noch  nicht  ganz  sicher  ist.  Wir  sind  vielmehr  in  dem 
glücklichen  Falle,  die  unmittelbarste  Gewissheit  vor  uns  zu  haben.  Die 
Reihenfolge  der  Buchstaben  in  dem  Beweise  bei  Leonardo  ist 

abgtezhklmn. 
Diese  Reihenfolge,  das  wird  Niemand  bestreiten,  hat  erstens  nicht  Leonardo 
erfunden,  zweitens  überhaupt  keiner,  der  italienisch  oder  lateinisch  schrieb, 
drittens  kein  Araber,  viertens  kein  Hindu.  Wir  bitten  hierbei  jeden 
Kenner  des  Arabischen  und  Sanscrit  um  Entschuldigung,  dass  wir  die  bei- 
den letzten  Fälle,  wenngleich  negirend ,  überhaupt  auf  das  Papier  gesetzt 
haben ;  beide  Annahmen  sind  eben  zu  ungereimt. 

Abdr,  wird  man  einwenden,  die  Reihenfolge  ist  auch  nicht  die  des 
griechischen  Alphabetes.  Allerdings  nicht  rein;  a^®^  dieses  Alphabet  hat 
doch  sicher  dabei  zu  Grunde  gelegen,  und  die  Abweichungen  erklären  sich 
ungezwungen.  Vergleichen  M'ir  zuerst  den  Heronischen  Satz.  Hier  haben 
wir  die  vollständige  Buchstabenreihe  von  a  bis  Jl,  mit  Ausnahme  des  Jota. 
Aber  dasselbe  Jota  fehlt  auch  allenthalben  bei  Euklid.    Nach  dem  Grunde 
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dayon  haben  wir  hier  nicht  weiter  za  fragen;  es  ist  einfach  als  Thatsache 
anzuerkennen.  Nun  weicht  die  oben  aufgeführte  Reihe  von  der  Heroni- 
schen Reihe  nur  noch  darin  ab,  dass  für  d  ein  /  gesetzt,  und  ^  aasgelassen 
ist.  Aber  das  gerade  stimmt  vortrefflich  mit  der  Geschichte  des  Beweises. 
Denn  das  arabische  Alphabet  fängt  an  a,  b,  i.  Also  ein  arabischer  Bear- 
beiter war  es,  der  das  ^  in  /  verwandelte,  und  nachher  wiederum  war  es 
ein  lateinisch  schreibender  Bearbeiter,  der  das  ^,  wofür  er  eben  wieder  / 
hätte  setzen  müssen,  wegliess.^)  Nun  bleibt  noch  der  einzige  Einwand, 
es  fehle,  wenn  man  einmal  den  griechischen  Ursprung  annimmt,  zuletzt 
zwischen  n  und  o  das  £.  Mit  nichten;  denn  der  apagogische  Beweis  in 
S  14,  in  dem  allein  das  o  vorkommt,  ist  ja  erst  von  Pacioli  hinzu** 
gefügt  worden;  —  und  überdies,  selbst  wenn  er  schon  in  der  griechi- 
schen Quelle  gestanden  hätte,  so  würde  der  griechische  Verfasser,  der  das 
^  noch  hatte,  immer  erst  bis  zum  v  gekommen  sein. 

Genug,  die  Buchstaben  beweisen  sicher  den  griechischen  Ursprung 
des  von  Leonardo  überlieferten  Beweises.  Es  bleibt  nun  blos  noch  die 
Schwierigkeit  zu  heben,  dass  derselbe  doch  nicht  identisch  mit  dem  Heroni- 
schen ist.  Wir  geben  auch  dafür  die  Erklärung,  indem  wir  zugleich  zum 
Schluss  unsere  Ansicht  über  das  Ganze  in  ein  kurzes  Resum^  zusammen- 
fassen. 

Der  Heronische  Beweis  wurde  einige  Jahrhunderte  nach  Heron,  zu 
einer  Zeit,  wo  die  Wissenschaft  des  Alterthums  immer  mehr  in  Verfall  ge- 
rieth,  von  einem  griechischen  Mathematiker  umgeändert.  Sei  es,  dass 
derselbe  die  Heronische  Deduction  selbst  nicht  vollkommen  verstand,  sei 
es,  dass  er  sie  für  Andere  unverständlich  hielt,  genug,  er  erdachte  sich 
eine  Beweisführung,  die  ihm  weniger  Schwierigkeiten  zu  enthalten  schien, 
und  führte  den  Beweis  in  sehr  umständlicher  Weise  mit  Angabe  auch  der 
selbstverständlichen  Zwischensätze  aus.  Im  übrigen  aber  blieben  sowohl 
der  Gang  des  Beweises  im  Allgemeinen ,  als  die  Methode  und  die  Beweis- 
mittel derselben.  Diese  umgeänderte  Form  des  Heronischen  Beweises 
wurde  von  einem  arabischen  Mathematiker  genau  in  seine  Sprache  über- 
tragen; von  da  ging  sie  über  in  eine  lateinische  Bearbeitung;  und  aus  die- 
ser wiederum  —  vielleicht  auch  unmittelbar  aus  der  arabischen  Quelle  — 
schöpfte  Leonardo.     Endlich  Leonardo^s  Beweis  wurde  von  Pacioli  in  das 


^)  Man  könnte  noch  fragen,  wie  der  arabische  Bearbeiter  überhaupt  die  ihm 
überlieferten  griechischen  Buchstaben  ausgedrückt  habe.  Gewiss  nicht  dnrch  Buch- 
staben des  arabischen  Alphabetes,  denn  dann  hätten  a  und  rj  nicht  erbalten  bleiben 
können.  Er  behielt  vielmehr  die  griechischen  Buchstabenzeichen  bei,  gerade  so,  wie 
er  die  Ziffern  mit  den  indischen  Zeichen  schrieb.  Kur  für  8  schlich  sich  gemäss  der 
Reihenfolge  des  arabischen  Alphabetes  efn  t  ein;  aber  selbst  diesen  Fehler  braucht 
ja  nicht  der  arabische  UebersetEer  gemacht  zu  haben,  sondern  er  kann  ebensowohl 
Ton  einem  sp&teren  Abschreiber  herrühren. 
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Italienische  Übertragen  und  veröffentlicht.  Jeder  von  diesen  verschiede- 
nen Bearbeitern  mag  im  Einzelnen  Mancherlei  geändert  haben;  aber  die 
wesentliche  Gestalt  des  Beweises  rührt  von  keinem  derselben  her,  sondern 
ist  auf  den  Griechisch  schreibenden  Umarbeiter  des  Heronischen  Satzes 
zurückzuführen. 

Es  ist  das,  was  wir  behandelt  haben,  nur  eine  ganz  specielle  Frage, 
die  ihren  Anlass  hatte  in  der  Herausgabe  des  ursprünglichen  Heronischen 
Beweises;  aber  wir  glauben  damit  zugleich  manchen  Gesichtspunkt  von 
allgemeinerer  Bedeutung  für  die  Geschichte  der  Mathematik  gefunden 
zu  haben. 


XL 

Ueber  vertikale  Luftströme  in  der  Atmosphäre. 
Von  Dr.  Th.  Reye, 

Privatdocent  in  Zürich. 


Im  Folgenden  soll  nicht  von  den  ausgedehnten  aufsteigenden  Luft- 
strömen der  heissen  Zone  die  Rede  sein,  von  denen  die  Passatwinde  her- 
rühren. Sondern  ich  werde  die  mehr  örtlichen,  auf-  oder  abwärts 
gerichteten  Bewegungen  in  der  Atmosphäre  untersuchen,  denen  die 
Meteorologen  eine  bedeutende  Rolle  zuschreiben,  namentlich  bei  der  Wol- 
kenbildung, und  auf  welche  schon  manche  Theorie  der  Wettersäulen  und 
Wasserhosen,  der  Gewitter  und  Hagelstürme  und  sogar  der  verheerenden 
Orkane  gegründet  wurde.  Namentlich  will  ich  mich  nach  den  Ursachen 
umsehen,  von  denen  solche  vertikale  Luftströme  herrühren,  nach  den  Er- 
scheinungen, von  welchen  sie  begleitet  sind,  und  nach  den  Bedingungen, 
unter  denen  ihr  Eintreten  möglich  ist. 

Die  Anregung  zu  dieser  Untersuchung  verdanke  ich  einer  Theorie 
des  Hagels,  welche  Frd.  Mohr  im  117.  Bande  von  Pogg.  Ann.  veröffent- 
licht hat.  Mohr  ist  der  Ansicht,  dass  die  Hagelwolke  durch  einen  starken, 
niedersinkenden  Luftstrom  hervorgebracht  wird ,  welcher  die  grosse  Kälte 
der  oberen  Luftschichten  hinabträgt  in  die  Wolkenregion,  dort  den  at- 
mosphärischen Wasserdampf  verdichtet  und  sogar  das  so  gebildete  Wasser 
zu  Hagel  gefrieren  macht.  Ein  heftiges  Herabstürzen  kalter  Luft  ist  oft 
genug  bei  Hagelstürmen  beobachtet  worden.  Mohr  glaubt  die  Ursache 
dieser  Bewegung  in  der  Condensation  des  atmosphärischen  Wasserdampfes 
gefunden  zu  haben. 

Er  geht  nämlich  von  der  Thatsache  aus,  dass  gesättigter  Wasserdampf 
ein  ungemein  viel  grösseres  (z.  B.  bei  0  Grad  ein  mehr  als  180000  mal  so 
grosses)  Volumen  hat,  als  das  Wasser,  aus  welchem  er  entstanden  ist. 
Durch  Verdichtung  desselben  an  irgend  einem  Punkte  der  Atmosphäre 
muss  daher  nach  Mohr  eine  „ganz  ungeheure**  Raumverminderung  ein- 
treten. Diese  ,^Vacuumbildung**  hat  eine  starke  Ansaugung,  ein  „Ein- 
schlürfen** von  Luft,  namentlich  aus  den  oberen  Schichten  zur  Folge, 
welche  dann  durch  ihre  Kälte  eine  neue  Condensation  verursacht  u.  s.  w. 
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Könnte  der  Daropf  sieh  irgendwo  ganz  oder  theilweise  yerdichten 
ohne  seine  latente  Wärme  abzageben,  so  würde  allerdings  das 
Volumen  der  mit  ihm  gemischten  Laft  sich  verkleinern  in  dem  Verhältniss 
des  verschwindenden  Dampfdruckes  zum  ganzen  atmosphärischen  Druck. 
Doch  ist  diese  Volumvermindernng  nicht  bedeutend ,  weil  bei  atmosphä- 
rischen Temperaturen  die  Spannung  des  Wasserdampfes  sehr  gering  ist. 
Nun  aber  vergrössert  ausserdem  die  frei  gewordene  Verdampfungswärme 
das  Luftvolumen  beträchtlich.  Die  Rechnungen  am  Schlnss  dieser  Arbeit 
werden  zeigen,  dass  bei  den  gewöhnlichen  Lufttemperaturen  von  ~<  10 
bis  +^  Grad  Geis,  diese  Volumvergrössernng  um  mehr  als  das  Fünf- 
fache jene  Verkleinerung  übersteigt.  Die  Mohr'sche  Einschlürfungs- 
theorie  ist  daher  nicht  statthaft;  und  durch  die  Gondensation  des  'at- 
mosphärischen Wasserdampfes  kann  ein  niedersinkender  Luftstrom 
nicht  hervorgerufen  werden.  Wohl  aber  kann  der  Wasserdampfgehalt  der 
Luft  zur  Ursache  auTsteigender  Luftströme  werden ;  denn  die  Verdich- 
tung des  Dampfes  ruft  eine  Ausdehnung  der  Luft  hervor,  vergrössert  also 
den  Auftrieb  derselben. 

Sowohl  aufwärts  als  abwärts  gerichtete  Luftströme  werden  ferner  nach 
der  Meinung  wohl  aller  Meteorologen  hervorgerufen  durch  die  ungleich- 
massige  Vertheilung  der  Temperatur  in  der  Atmosphäre.  Die  unteren 
Luftschichten,  erwärmt  durch  den  von  der  Sonne  erhitzten  Erdboden, 
können  trotz  des  grösseren  Luftdrucks  durch  ihre  höhere  Temperatur 
so  stark  aufgelockert  werden,  dass  sie  durch  die  kälteren  oberen  Schichten 
sich  einen  Weg  suchen,  oder  auch  dass  diese  sie  durchbrechen  und  zur  Erd- 
oberfläche herabsinken  müssen.  Die  Beobachtungen  vertikaler  Luftströme 
weisen  überall  hin  auf  derartige  Vorgänge.  Wir  wollen  eine  Anzahl  solcher 
Beobachtungen  zusammenstellen ,  um  an  ihnen  die  Erscheinungen  kennen 
zu  lernen ,  von  denen  vertikale  Luftströme  begleitet  sind. 

Es  lassen  sich  zwei  Arten  vertikaler  Bewegungen  in  der  Atmosphäre 
unterscheiden,  ein  discontinuirlich  auftretende  und  eine  continuirliche,  bei 
welcher  die  bewegte  Luft  einen  zusammenhängenden  Strom  bildet.  Die 
erstere  Art  ist  wahrscheinlich  die  häufiger  vorkommende,  doch  hat  meines 
Wissens  nur  ein  einziger  Meteorologe,  nämlich  Hennessyin  Irland,  eine 
Reihe  von  Beobachtungen  über  dieselbe  veröffentlicht.  Mittelst  eines  an 
einem  Mastbaume  befestigten  Anemoscopes  beobachtete  Hennessj  an  der 
irischen  Küste  die  Windrichtung ,  und  fand  dieselbe  fast  immer  um  einige 
Ghrade  gegen  den  Horizont  geneigt.  Das  Tagebuch  über  seine  dreimonat« 
liehen  Beobachtungen  hat  er  im  Phüosophical  Magazine  Bd.  10,  1860  ver- 
öffentlicht, und  er  zieht  daraus  den  Schluss:  „Dass  der  Wind  selten 
„parallel  zur  Erdoberfläche  wehe,  dass  vielmehr  seine  Richtung  —  in 
„vertikaler  Ebene  —  gewissen  Schwankungen  unterworfen  sei,  gerade 
„0o  wie  die  Windrichtung  häufig  im  Azimuth  um  eine  mittlere  Lage 
„schwanke.*' 
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Hennessy  fügt  hinzu,  „dass  die  Lufkteniperatar  gemeiniglich  zugenoin- 
,,men  habe  und  das  Wetter  schön  gewesen  sei  beim  Vorherrschen  aufwärts 
„gerichteter  Luftströmungen.  Abwärts  gerichteten  dagegen  schien  gewöhn* 
„lieh  eine  plötzliche  Temperaturabnahme  voranzugehen  oder  sie  zu  begleiten, 
,,und  in  der  Regel  folgte  ihnen  Regen  oder  unangenehmes  Wetter.^^  Ueber 
diese  bemerkenswerthen  Temperatarschwanknngen  stellte  Hennessy  noch 
besondere  Beobachtungen  an  mittelst  frei  und  in  verschiedenen  Höhen  auf- 
gehängter Thermometer.  „Das  Quecksilber  fiel  oder  stieg  manchmal  um 
„drei  Grad  Fahrenheit  in  drei  Minuten.  Die  längsten  Schwankungen 
„dauerten  nur  sechs  Minuten.  Sie  nahmen  ab  je  mehr  die  Thermometer  vor 
„dem  Einfluss  der  Luftströme  geschützt  wurden."  Wie  sich  erwarten  lässt, 
zeigten  sich  die  Schwankungen  besonders  stark  bei  wolkenfreiem  Himmel, 
wenn  die  Sonne  agi  entschiedensten  erhitzend  auf  den  Boden  einwirkte. 

Offenbar  werden  also  die  unteren  Luftschichten  durch  den  lieisseh 
Boden  erwärmt,  und  steigen  empor,  wenn  der  Wind  ihr  Oleichgewicht 
stört.  Gleichzeitig  sinkt  an  anderen  Orten  die  kältere  Luft  herab  und 
verbreitet  sich  über  den  Boden,  wo  sie  von  Neuem  sich  erwärmt.  Hennessy 
vergleicht  diese  Bewegungen  in  der  Atmosphäre  mit  denjenigen ,  welche 
in  einer  siedenden  Flüssigkeit  beobachtet  werden ;  die  aufsteigenden  Luft- 
massen lösen  sich  wie  kleinere  oder  grössere  Blasen  vom  Boden  ab.  Za- 
gleich  erklärt  er  durch  sie  das  Zittern  der  Luft  über  Dampfkesseln,  erhits- 
ten  Kieswegen  u.  s.  w. 

Bevor  ich  die  schon  hier  sich  aufwerfende  Frage  löse,  um  wie  viel 
denn  die  Temperatur  der  unteren  Luftschichten  wärmer  sein  müsse  als  die 
der  oberen,  damit  vertikale  Strömungen  entstehen,  mögen  die  merkwürdigen 
und  zum  Theil  grossartigen  Erscheinungen  näher  erörtert  werden,  von 
welchen  continuirliche  verticale  Luftströme  in  der  Regel  begleitet  sind. 
Am  unbefangsten  lassen  sich  diese  Erscheinungen  prüfen  bei  künstlich 
erzeugten  aufsteigenden  Luftströmen,  wie  sie  z.  B.  bei  grossen  Bränden 
vorkommen.  Redfield  hat  in  Sillimann's  Journal  Bd.  36,  pag.  50  u.  flgde. 
mehrere  sehr  interessante  Berichte  über  die  ausgedehnten  Waldbrände  zu« 
samraen gestellt,  mit  deren  Hülfe  die  amerikanischen  Farmer  ihren  Boden 
urbar  machen.  Grössere  Flächen  Waldlandes  (in  einem  der  angeführten 
Fälle  sieben  Akres)  werden  abgeholzt,  man  lässt  das  Holz  einige  Zeit  zum 
Austrocknen. liegen  und  zündet  es  hernacfi  an  bei  ruhiger  Luft,  sodass  die 
Flammen  nicht  leicht  auf  den  angrenzenden  Wald  sich  ausdehnen.  Feuer 
und  Rauch  vereinigen  sich  dann  regelmässig  zu  einer  einzigen ,  gewaltigen 
Säule,  und  steigen  in  derselben  heftig  wirbelnd  empor.  Alle  Augenzeugen 
sind  sich  einig  in  Ausdrücken  der  Bewunderung  über  den  grossartigen  An- 
blick dieser  ungeheueren  Säule,  deren  unterer  feuriger  Theil  allein  in 
einem  Falle  zu  etwa  200  Fuss  angegeben  wird ,  während  die  Rauchsäule  so 
hoch  emporstieg  als  man  nur  mit  den  Augen  folgen  konnte.  Wegen  ihrer 
bedeutenden  Höhe  schwankt  die  Säule  majestätisch  hin  und  her  im  Luft- 
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raame.  Ein  Sausen  and  Bransen  wie  bei  starken  Kaminbrftndpn  ist  meilen- 
weit hörbar.  Darch  die  Gewalt  des  Wirbels  werden  grosse  Aeste ,  selbst 
ausserhalb  der  Brandstätte,  und  in  einem  Fall  sogar  kleine  Baumstämme 
von  6  bis  8  Zoll  Durchmesser ^  ergriffen  und  hoch  emporgetragen,  um  dann 
ausserhalb  des  brennenden  Feldes  wieder  zur  Erde  eu  fallen. 

Die  erhitzten,  zum  Aufsteigen  gezwungenen  Lnftmassen  vereinigen 
sich  also  selbst  über  grösseren  Flächen  leicht  in  einem  einzigen  Canale, 
und  ein  Beobachter  eines  solchen  Brandes  gtebt  ausdrücklich  an,  dass  die 
Luft  ausserhalb  der  wirbelnden  Säule  gemeiniglich  gänzlich  frei  gewesen 
sei  von  Feuer  sowohl  als  Ranch.  Aehnliches  wird  häufig  bei  Bränden 
menschlicher  Wohnstätten  wahrgenommen.  Und  Hedfield  schon  erinnert 
an  die  heftigen ,  säulenförmigen  Wirbelwinde,  welche  so  oft  Über  den  Kra- 
tern thätiger  Vulkane  sich  bilden.  Die  Analogie  mit  letzteren  Wirbel- 
winden erstreckt  sich  nun  aber  nicht  auf  die  Rotationsbewegung  allein; 
sondern  auch  den  vulkanischen  Gewittern  entsprechen  nicht  selten  heftige 
Gewitter  des  aufsteigenden  Luftstroms. 

Der  Amerikaner  Espy,  welcher  die  Stürme  durch  ausgedehnte  auf- 
steigende Luftströme  sich  entstanden  denkt,  giebt  in  seinem  Second  and 
tkird  Report  on  Meleorology,  1849,  sehr  interessante  Berichte  von  Regenfällen, 
welche  durch  grosse  Feuer  erzeugt  wurden,  u.  A.  einen  von  dem  amerika- 
nischen Officier  George  Maickay.  Dieser  hatte  während  der  regenlosen 
Monate  April,  Mai  und  Juni  in  Florida  Vermessungen  auszuführen,  bei  denen 
ihm  nicht  selten  ausgedehnte  Schilffelder  {saw -gross  ponds)  sehr  hinderlich 
waren.  Nun  lag  unter  dem  fünf  bis  sechs  Fuss  hohen  grünen  Schilfgras 
oft  eine  Schicht  trockenen  Schilfes  von  2  bis  4  Fuss  Mächtigkeit ,  die  sehr 
leicht  anzuzünden  war.  Und  an  heissen  Tagen ,  wenn  es  seinen  Leuten 
besonders  beschwerlich  wurde,  durch  diese  wohl  fünfhundert  Akres  grossen 
Felder  sich  hindurchzuarbeiten,  brach  Mackay  sich  manchmal  durch  das 
Feuer  Bahn.  Auch  hier  erhob  sich  eine  einzige  wirbelnde  Rauchsäule  über 
der  Brandstätte;  über  der  Säule  aber  ballten  sich  die  Dunstmassen  zu 
einer  compacten  Wolke  zusammen ,  die  sich  mehr  und  mehr  über  den  an- 
fangs wolkenfreien  Himmel  ausbreitete  und  schliesslich  unter  Donner,  und 
Blitz  in  starken  Regengüssen  sich  entlud.  Diese  Gewitter  zeigten  sich  so 
regelmässig  nach  jedem  grösseren  Schilf  brande,  dass  Mackay  häufig  ohne 
Noth  die  Schilffelder  anzündete,  um  sich  und  seinen  ermatteten  Leuten 
einen  erfrischenden  Regen  zu  verschaffen.  Auch  wenden  nach  seiner  An- 
gabe die  Pflanzer  in  Florida  dasselbe  Mittel  nicht  selten  an,  um  ihre  neuen 
Saaten  zu  tränken. 

Sehr  lebhaft  erinnern  diese  wirbelnden  Rauchsäulen,  aus  denen  sich 
Regenwolken  entwickeln,  an  die  räthselhaften  Wasserhosen,  in  denen  Luft 
und  Dampf  ebenfalls  heftig  wirbelnd  emporsteigen  zu  den  Wolken ,  welche 
letztere  dann  meistens  rasch  sich  vergrössern  und  den  Charakter  wirklicher 
Gewitter  annehmen.    Bonssard  sah  sogar  (nach  Gehler's  phys.  Wort.  X. 
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pag.  1064)  bei  wolkenfreiem  Himmel  eine  Wasserhose  sich  bilden ,  welche 
oben  eine  Gewitterwolke  erzeugte,  aus  der  es  später  donnerte.  Er  will 
wiederholt  bei  fast  wolkenfreiem  Himmel  beobachtet  haben,  dass  die 
Wasserhosen  zuerst  an  der  Meeresfläche  entstehen  und  erst  hernach  die 
zugehörigen  Wolken  erzeugen  oder  doch  vergrdssern.  Sollten  demnach 
die  Wasserhosen,  sollten  überhaupt  die  Tromben,  diese  heftigen,  hoch  em- 
por sich  erstreckenden,  aber  wenig  ausgedehnten  Luf'twirbel,  vielleicht 
nichts  weiter  sein  als  vertikale  Luftströnie,  die  den  Temperaturunterschie- 
den der  Luftschichten  oder  dem  atmosphärischen  Wasserdampf  ihr  Ent- 
stehen verdanken? 

Ich  muss  mich  Denjenigen  anschliessen ,  welche  diese  Frage  bejahen. 
Denn  einmal  zeigen  unzweifelhafte  vertikale  Luftstrüme,  auch  da,  wo  sie 
durch  natürliche  Einwirkung  der  Sonnenwärme  auf  den  Boden  eingeleitet 
werden,  leicht  den  Charakter  von  Tromben;  andererseits  aber  lassen  sich 
alle  Erscheinungen  der  letzteren,  sowie  auch  ihr  Entstehen  erklären  durch 
den  vertikalen  Luftstrom.  Ich  hoffe  dieses  im  Einzelnen  nachweisen  zu 
können. 

Der  französische  Marine  •  Capitän  Bai  Heul  erzählt  in  den  Compies 
rendus,  Bd.  31,  pag.  8,  von  einem  Besuche,  den  er  dem  Vesuv  im  Juni  1850 
fünf  Wochen  nach  seinem  Ausbruch  abstattete.  Die  ausgeworfene  Lava 
war  noch  zu  heiss,  um  sie  zu  betreten;  die  Temperatur  war  an  einigen 
Stellen  noch  besonders  hoch.  An  diesen  Stellen  nun  sah  Bailleul  manch- 
mal „kleine  Tromben"  sich  erheben ,  die  mächtig  genug  waren ,  um  Bim- 
steinstücke  fortzubewegen  und  von  benachbarten  Bäumen,  die  sie  beim 
Ueberschreiten  der  Lavagrenzen  etwa  erreichten,  Laub  abznreissen.  Das 
Gleichgewicht  der  Luft  stellte  sich  dann  aber  bald  wieder  her.  Offenbar 
stieg  in  diesen  Wirbeln  die  von  der  Lava  erhitzte  Luft  empor.  —  Grössere 
Wirbelwinde  ähnlichen  Ursprunges  beobachtete  Olmsted  (nach  Sill. 
Journ.,  II.  Ser.,  Bd.  11)  bei  dem  Brande  eines  ausgedehnten  Rohrge- 
büsches und  theilweise  über  der  noch  heissen  Asche,  welche  durch  ihr 
Aufsteigen  die  vertikale  Bewegung  innerhalb  der  Wirbelwinde  ganz  augen- 
scheinlich machte. 

Aber  auch  überall,  wo  die  Sonne  den  Erdboden,  und  damit  die  unte- 
ren Luftschichten  stark  erhitzt,  namentlich  an  ruhigen,  windstillen  Sommer- 
tagen, zeigen  sich  wirbelnd  emporsteigende  Luftströme.  Auf  unseren 
schmalen  Landstrassen  sind  es  häufig  etwa  10  Fuss  hohe,  wie  Kreisel  über 
dem  Boden  hingleitende  Staubwirbel,  die  nach  oben  hin  sich  konisch  er- 
weitern. Auf  grösseren  Plätzen  zeigen  sie  sich  wohl  als  dünne,  schlaug- 
artige  Säulen ,  die  Staub  und  Blätter  oft  mehrere  hundert  Fuss  wirbelnd 
in  die  Höhe  treiben.  Humboldt  beobachtete  sie  in  den  LIanos  von  Süd- 
amerika, und  bemerkt,  dass  sie  nur  bei  völlig  ruhiger  Luft  sich  zeigen. 
Die  vertikalen  Sandsäulen,  welche  Bruce  in  den  Wüsten  Afrika^s  und 
Clarke  in  den  russischen  Steppen  wahrgenommen  hat,  sind  wieder  die- 
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selben  Erscheinungen,  and  es  ist  ja  bekannt,  dass  die  aufsteigenden  Luft- 
strörae  der  Sahara  den  Wüstensand  in  solchen  Massen  und  so  hoch  und 
weit  mit  sich  fortreissen,  dass  bis  weit  über  die  Ganärischen  Inseln  hinaus 
die  Sonne  nicht  selten  dadurch  verfinstert  wird.  Ueberhaupt  zeigen  sich 
die  «wirbelnd  aufsteigenden  Luftströme  in  allen  Welttheilen,  und  es  sei  mir 
nur  gestattet,  noch  einige  interessante  Beobachtungen  hier  anzuführen, 
welche  der  Engländer  Belt  in  Australien  angestellt  hat. 

Belt  erzählt  im  Philos.  Magazine  1859,  Bd.  17,  von  den  rotirenden 
Staubsäulen  Australiens,  die  in  der  heissen  Jahreszeit  den  Goldsuchern 
häufig  ihre  leichten  Gezelte  niederwerfen.  „Der  Staub  und  die  mitge- 
„rissenen  Blätter  lassen  ihre  schraubenförmige  Bewegung  nach  oben  deut« 
„lieber  hervortreten.  Bisweilen  stehen  die  Säulen  still ;  gewöhnlich  aber 
„haben  sie  eine  regelmässige  horizontale  Bewegung.  Staubwolken  um* 
„hüllen  ihren  Fuss,  aus  denen  sie  zu  beträchtlicher  Höhe  emporsteigen, 
„oft  durch  obere  Luftströmungen  ans  ihrer  lothrechten  Lage  abgelenkt. 
„Besonders  häufig  sind  sie  in  den  Ebenen,  wo  bei  mangelndem  Baumwuchs 
„die  Sonnenstrahlen  grosse  Wirkung  ausüben'' .... 

„Werden  solche  Luftwirbel  aufmerksam  beobachtet,  so  bemerkt  man, 
„dass  Luftströme  von  allen  Seiten  nach  dem  unteren  Säulenende  sich  hin- 
„bewegen.  Die  Temperatur  der  Luft  an  der  Erdoberfläche  wird  durch  sie 
y^merklich  erniedrigt.  Wenn  ich  (Belt)  durch  die  ausgedörrten  Ebenen 
„reiste,  sah  ich  häufig  die  Luft  zittern  über  dem  heissen  Boden  wie  über 
„einem  Feuerheerde.  Plötzlich  erhob  sich,  vielleicht  wenige  Schritte  von 
„mir,  ein  Sturm  im  Kleinen;  und  wenn  sein  Ungestüm  nach  wenigen  Mi- 
„nuten  ebenso  plötzlich  sich  legte,  war  das  Zittern  der  Luft  nicht  länger 
„bemerklich;  und  die  Atmosphäre  war  weniger  drückend.  Immer  von 
„Neuem  wiederholte  sich  derselbe  Vorgang,  bis  der  Schluss  unvermeidlich 
„wurde,  dass  jene  Wirbelwinde  die  Canäle  seien ;  welche  die  erhitzte  Luft 
„von  der  Erdoberfläche  zu  den  höheren  Regionen  führen^^ 

Dieses  Aufwirbeln  der  heissen  unteren  Luftschichten  vergleicht  Belt 
sehr  treffend  mit  den  Strudeln,  welche  durch  Bodenöffuungen  in  flachen 
Wasserbehältern  hervorgerufen  werden.  „Ist  einmal  die  Oeffnung  er- 
„zwungen,  so  strömt  die  ganze  erhitzte  Luftschicht  zu  ihr  hin  und  wird 
„fortgerissen;  die  schwereren  Schichten  sinken  nieder  und  pressen  jene  her- 
„aus*^  Der  Umfang  \ind  die  Gewalt  des  Wirbelwindes  wächst  deshalb 
mit  der  Ausdehnung  der  verdünnten  Luftschicht.  Daher  die  grössere 
Wuth  des  gefürchteten  Samum,  dieses  gefahrbringenden  Wirbelwindes  der 
afrikanischen  Sandwüsten!  Daher  die  ungeheure  Gewalt  der  Drehstürme 
im  atlantischen  und  im  stillen  Ocean,  die  bezeichnend  genug  in  der  heissen 
Zone  ihren  Ursprung  nehmen  1  Giebt  nicht  die  glühende  Luftschicht  ihre 
Gegenwart  deutlich  zu  erkennen  durch  trügerische  Spiegelung,  bevor  sie 
mit  Wolken  von  Sand  die  flüchtige  Caravane  überschüttet?     Und  verkün- 
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digt  nicht  drückende  Schwüle  der  Luft  dem  Seemann  zum  Voraus  den 
wüthenden  Orkan?  — 

Ich  will  diesen  Spekulationen  Belt's  über  die  Entstehnng  der  Stürme 
nicht  weiter  folgen,  weil  ich  sonst  auch  auf  die  entgegenstehenden  Ansieh- 
ten  eines  Dove,  eines  Hedfield  weitläufig  eingehen  müsste.  Ehelich 
jedoch  die  Bedingungen  untersuche,  unter  denen  sich,  vertikale  Luftströme 
bilden ,  will  ich  noch  einige  beiläufige  Worte  zur  Begründung  der  Ansicht 
sagen,  dass  Wettersäulen  und  Wasserhosen  eben  auch  nur  auf-  oder  ab- 
wärts gerichtete  Luftströme  seien. 

Obgleich  die  grossartige  Erscheinung  der  Wettersäule,  ihre  gewalti- 
gen mechanischen  Wirkungen,  das  betäubende  Brausen  und  die  rasende 
Drehbewegung  die  Sinne  des  Beobachters  leicht  völlig  gefangen  nehmen, 
so  ist  doch  bei  den  meisten  Tromben  eine  vertikale,  meist  aufsteigende 
Bewegung  wirklich  wahrgenommen  worden.  Sehr  deutlich  zeigte  sie  sich 
z.  B.  bei  der  Wettersäule  von  Königswinter,  welche  Dr.  G.  vomBathin 
Fogg.  Ann.,  Bd.  104,  trefflich  geschildert  hat.  Als  dieselbe  zum  zweiten 
Male  den  Khein  überschritten  hatte  und  sich  aus  einer  Wasserhose  wieder 
in  eine  Staubhose  verwandelte,  sah  man  den  weissen  Dampf  rasch  auf- 
steigen zu  den  Wolken,  und  ihm  folgte  dunkler  Staub,  durch  eine  scharfe 
wagerechte  Linie  gegen  jenen  abgegrenzt.  Oft  konnte  die  vertikale  Be- 
wegung in  den  Wettersäulen  auch  anderweitig  festgestellt  werden.  Briefe 
und  andere  leichte  Gegenstände  wurden  bei  sonst  ruhiger  Luft  meilenweit 
fortgetragen;  Blätter  und  mitgerissene  Zweige  fielen,  mit  einer  Eiskruste 
bedeckt,  wieder  zur  Erde  nieder.  Auch  strömt  zum  Fusse  der  Säule  die 
Luft  mit  Wucht  heran,  so  dass  sie  an  der  Erdoberfläche  entweder  gar  nicht 
rotirt,  oder  doch  in  mehr  oder  weniger  steilen  Spiral  Windungen  sich  dem 
Centrum  nähert,  wo  sie  emporsteigt.  Die  niedergeworfenen  Bäume  oder 
das  zu  Boden  gedrückte  Korn  zeigen  deshalb  regelmässig  nach  der  Linie 
hin,  die  der  Fuss  der  Säule  durchlaufen  hat.  Die  vielen  Tornados ,  deren 
Wirkungen  von  Red'field,  Espy,  Koomis,  Olmsted,  Hare  unter- 
sucht und  meistens  in  Silliman's  Journal  dargestellt  sind,  machen  diese 
Thatsache  unzweifelhaft.  Ein  glänzender  Beleg  dafür  ist  auch  die  Wetter- 
säule von  Königswinter,  die  überhaupt  ganz  und  gar  den  Character  eines 
aufsteigenden  Luftstromes  hat. 

Selbst  die  Gegner  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  wiePeltier,  Bec- 
querel  und  Hare,  oder  wie  Hedfield  und  Oersfed,  mussten  daher  das 
Vorkommen  eines  vertikalen  Luftstromes  in  der  Wettersäule  zugeben.  Die 
letzteren  erklärten  nämlich  die  Tromben  für  Wirbelwinde  mit  Saug- 
wirkung,  welche  durch  entgegengesetzte  Windstösse  hervorgebracht 
würden;  die  ersteren  aber  hielten  dieselben  für  Wirkungen  statischer 
Electricität,  welche  zwischen  ihren  Trägern,  den  Wölken  und  der  Erd- 
oberfläche, zunächst  einen  vertikalen  Luftstrom  erzeuge,  und  waren  im 
Uebrigen  der  der  hier  ausgeführten  Ansicht.     Dabei  bleiben  aber,  anderer 
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wichtiger  Hedenken  eu  gesehweigen,  diejenigen  häufig  beobachteten  Trom- 
ben  nnerklftrt,  welche  keine  merkliche  Drehbewegung  oder  keine  elec- 
trische  Erscheinungen  zeigen.  —  Ist  dagegen  der  vertikale  Luftstrom  in 
der  Wettereäule  das  Ursprüngliche,  so  wird  derselbe,  wie  aus  den  oben 
angeführten  Thatsaohen  aur  Genüge  hervorgeht,  leicht  eine  starke  Kota- 
tion  annehmen.  Auch  wird  eine  grosse  Anhüufbng  von  Electrieitftt  mit 
Leichtigkeit  eintreten,  weil  im  aufsteigenden  Luftstrom ,  wie  unten  gezeigt 
werden  soll,  der  mitgerissene  Wasserdampf  sich  sehr  schnell  verdichtet. 
Wie  diese  Rotation  etwa  durch  Ungleichheiten  des  Luftdruckes,  w  i  e  diese 
Electricit&t  durch  die  Condensation  hervorgebracht  wird,  darüber  lassen 
eich  bis  jetst  freilich  nur  Vermuthnngen  aufstellen ;  die  Wasserwirbel  und 
die  vulkanischen  Gewitter,  obwohl  lange  bekannt,  sind  ja  auch  noch  nicht 
TOllstSndig  erkiftrt. 

Wenn  übrigens  die  WettersKulen  und  Wasserhosen  nichts  weiter  als 
▼ertikale  Lnftströme  sind,  so  bedarf  e<  wohl  keiner  eingehenden  Erörte- 
Tting  über  die  betrttohtliehe  Abnahme  des  Luftdruckes  am  Fasse  der  Säule, 
über  das  weithin  vernehmbare  Sausen  im  Luftkanale  und  über  die  erstaun« 
liehen  mechanischen  Wirkungen  des  Meteors.  Die  Erklärung  dieser  Er- 
atheinungeu ,  welche  sogar  als  Bestätigungen  unserer  Annahme  angesehen 
werden  dürfen,  ergiebt  sich  von  selbst. 

Die  Plötzlichkeit,  mit  der  sich  die  strudelnden  vertikalen  Luftströme 
wie  von  selbst  in  ruhiger  Atmosphäre  bilden,  und  die  Heftigkeit,  mit  der 
afe  auftreten,  legen  den  Gedanken  nahe,  dass  ihnen  ein  labiles  Gleich- 
gewicht der  Luft  vorangehe,  und  dass  durch  sie  die  gewaltsame  Um- 
wälzung  der  Luftschichten  geschehe,  durch  welche  das  stabile  Gleichge- 
wicht wieder  hergestellt  wird.  '  Wirklich  müsste  auch  im  anderen  Falle 
die  Bewegung  einet  verkftltnissmftssig  wenig  ausgedehnten  Luftstromes 
rasch  an  den  passiven  Widerstand  der  durchbrochenen  ruhenden  Luft  er- 
lahmen, wenn  man  nicht  eben  äussere,  s,  B.  electrische  Kräfte  als  wirk- 
eam  annehmen  wilL  Auch  ist  die  Entstehung  jenes  labilen  Gleichge- 
wichtes in  ruhiger  Atmosphäre  leicht  denkbar,  da  durch  den  erwärmten 
Boden  die  unteren  Luftschichten  gans  allmälig  eine  höhere  Temperatur 
annehmen  und  sehr  langsam  sich  demnach  ausdehnen.  Die  Fragen :  „bei 
welchen  Temperaturverhältnissen  können  vertikale  Luftströme  eintreten?" 
und  „bei  welchen  ist  die  Luft  im  labilen  Gleichgewichte?"  sind  deshalb 
führ  unsere  Untersuchung  gleichbedeutend. 

•Man  wird  mit  B  e  1 1  geneigt  nein ,  auf  letstere  Frage  zu  antworten : 
„Wenn  die  unteren  Luftschichten  so  stark  erwärmt  sind,  dass  sie  trotz  des 
„höheren  Druckes,  dem  sie  ausgesetzt  sind,  specifisch  leichter  werden,  als 
„irgend  welche  über  ihnen  befindlichen  Schichten".  Allein  die  unten  zu- 
sammen gestellten  Reehnungen  zeigen,  daas  dieses  erst  dann  eintritt,  wenn 
von  den  unteren  Schichten  zu  den  oberen  die  atmosphärische  Temperatur 
abnimmt  um  mehr  als  d,4a  Grad  Celsius  für  je  100  Meter  vertikaler  £r- 
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hebung.  Die  bei  Luftfafarten  und  Bergersteigimgen  wirklich  beobachteten 
Temperaturabnabmen  betragen  aber  selten  mehr  als  den  vieiten  Theil 
dieser  Grösse,  und  nie,  auser  bei  der  sehr  merkwürdigen  Luftfahrt  von 
Banal  und  Bixio,  ist  wohl  die  angegebene  Temperaturabnahme  von  3,42 
Grad  pr.  100"^  direct  wahrgeuommen  worden.  Ich  halte  deshalb  die  An- 
nahme für  unzulässig,  dass  bei  jeder  Wasserhose  oder  Wettersäule  die 
unteren  Luftschichten  leichter  seien  als  die  oberen,  wenn  dieses  auch  bis- 
weilen in  Wüsten  der  Fall  sein  mag,  indem  nur  durch  jene  Annahme  die 
Luftspiegelung  genügend  sich  erklären  lässt. 

Gleichwohl  sind  wir  keineswegs  genöthigt,  den  labilen  Gleichgewichts- 
zustand der  Atmosphäre  au  verwerfen.  Ein  ähnlicher  Fall  kann  eintreten, 
wie  bei  einem  ausdehnsamen  Luftscblaucb ,  der  durch  zweckmässige  Be- 
lastung im  Wasser  schwebend  erhalten  wird.  Drückt  man  denselben  um 
ein  Weniges  unter  seine  Gleichgewichtslage  hinab,  so  sinkt  er  sofort  zn 
Grunde,  weil  er  durch  den  grösseren  Wasserdruck  zusammeugepresst,  sein 
Auftrieb  also  verringert  wird.  Ebenso  steigt  er  sofort  zur  Oberfläche  em- 
por, wenn  er  über  seine  Gleichgewichtslage  gehoben  wird;  denn  die  Ver- 
minderung der  Druckhöhe  veranlasst  eine  Ausdehnung  des  Schlaaehee  nnd 
damit  eine  Vergrösserung  des  Auftriebes.  Das  Gleichgewicht  des  Schlau- 
ches ist  also  ein  labiles.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  können  in  der 
Atmosphäre  eintreten ,  wenn  eine  beliebige  Luftmenge  eine  Ortsverände- 
rung erleidet;  nur  dass  hier  nicht  immer  das  Gleichgewicht  ein  labiles  sein 
muss,  sondern  je  nach  den  Temperaturverhältnissen  auch  indifferent  oder 
stabil  werden  kann. 

Versetzen  wir  eine  beliebige  Luftmasse  ohne  äusserliohe  Znfuhinng 
oder  Entziehung  von  Wärme  in  eine  höhere  Schicht  der  Atmosphäre,  so 
dehnt  sie  sich  aus  wegen  Verminderung  des  äusseren  Druckes,  und  ihre 
Temperatur  sinkt  gleichzeitig.  Ist  diese,  dem  Poisson'scken  Gesetz  ent- 
sprechende Temperatnrabnahme  grösser  als  die  atmosphärische, 
w^ehe  der  durchlaufenen  Höhe  entspricht,  ist  also  unser  Luftquantum  bis 
unter  die  Temperatur  seiner  neuen  Umgebung  erkaltet,  so  muss  dasselbe, 
sich  selbst  überlassen,  zu  seiner  früheren  Lage  wieder  hinabsinken.  Das 
Gleichgewicht  der  Atmosphäre  ist  dann  ein  stabiles.  Dagegen  wird  das 
Lnftqoantum  noch  höher  steigen,  wenn  seine  bei  der  Ausdehnung  vermin- 
derte Temperatur  grösser  bleibt,  als  diejenige  der  umgebenden  Luft- 
schicht; das  Gleichgewicht  ist  ein  labiles.  Die  fieehnung  wird  seigen, 
dass  die  Lnftmenge  in  ihrer  neuen  Lage  bleibt,  und  dass  folglich  die 
Atmosphäre  im  indifferenten  Gleichgewicht  sich  befindet,  wenn  die 
Temperaturabnahroe  für  einen  Höhenunterschied  von  100  Metern  je  einen 
Grad  Celsius  (genauer  0,003  Grad)  beträgt  Nimmt  also  die  Temperatur 
für  eine  lothrechte  Erhebung  von  100  Metern  um  mehr  ab  als  einen  Grad,  so 
ist  das  Gleichgewicht  der  Atmosphäre  ein  labiles.  Gleichseitig  aber  ist 
jede  Luftschicht  specifisch  schwerer  als  alle  darüber  befindlichen,  wenn  die 
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Temperaturabnahme  weniger  beträgt  als  3,42  Grad  per  100  Meter.  So  z.  B. 
war  bei  Glaisher's  acht  Laftschifffahrten  (siehe  „Ausland"  1802,  No.  45) 
üie  Loft  bis  za  1000  Fnss  £gl.  über  der  Erdoberfläche  im  labilen  Gleichge- 
wicht. Denn  die  Temperaturabnahme  betrug  im  Mittel  3^1  Grad  Celsius 
.für  die  ersten  1000  Tuss,  oder  1,02  Grad  für  je  100  Meter.  Sicher  werden 
daher  ähnliche  aufsteigende  oder  naoh  unten  gerichtete  Luftströmungen 
geherrscht  haben,  wie  sie  Hennessy  in  Irland  beobachtet  hat.  Barral  und 
Bixi»  fanden  auf  ihrer  ausserordentlichen  Luftfahrt  vom  27.  Juli  1850  in 
der  Höhe  von  18000  Pariser  Fuss  eine  Temperatur  von  — 10,5  Grad  Gels», 
dagegen  schon  in  21000  Fuss  Höhe  nur  noch  — 30  Grad.  Der  Temperatur- 
unterschied betrug  also  28,5  Grad  für  2070  Fnss,  oder  4,2  Grad  für  je  100 
Meter  Erhebung.  Die  Luft  war  folglich  in  den  unteren  Schichten  wirk- 
lich leichter  als  in  den  oberen,  und  daraus  mag  sich  auch  die  merk- 
würdige Spiegelung  der  Sonne  erklären,  welche  die  beiden  Forscher  un- 
terhalb des  Ballons  wahrnahmen.*)  Das  labile  Gleichgewicht  der  Luft 
war  aber  auch  schon  durch  einen  mächtigen  niedersinkenden  Luftstrom 
unterbroohen ,  wie  nicht  blos  aus  der  raschen  Bildung  der  mehr  als  10000 
Fuss  hohen  Wolke  sich  ergiebt,  deren  obere  Grenze  die  Luftfahrer  nicht 
einmal  erreichen  konnten,  sondern  vor  Allem  auch  aus  dem  Umstände, 
dass  beim  Sinken  des  Ballons  in  den  unteren  Luftschichten  die  Temperatur 
weit  niedriger  war,  als  beim  Aufsteigen,  obwohl  die  ganze  Fahrt  kaum 
1%  Stunden  in  Anspruch  nahm. 

Es  ist  sehr  möglich,  dass  durch  solche  niedersinkende  Luftströme 
unter  Umständen  Gewitterwolken  erzeugt  werden ,  so  dass  die  Mohr'sche 
Hageltheorie,  welche  offenbar  auch  einen  labilen  Gleichgewichtszustand 
in  der  Atmosphäre  voraussetzt,  vielleicht  nicht  in  allen  Stücken  zu  ver- 
werfen ist.  Dass  bei  Windstille  auf  öden,  baumlosen  Flächen  ein  solcher 
labiler  Zustand  ungestört  eine  Zeitlang  bestehen  kann,  ist  um  so  leichter 
denkbar,  als,  wie  schon  bemerkt,  die  Lnft  dabei  nach  unten  hin  specifisch 
schwerer  bleiben  darf.  Eine  geringe  Störung,  wie  die  durch  einen  Reiter, 
durch  den  Schatten  einer  Wolke  u.  dgl.  m.  verursachte,  mag  dann  hinrei- 
chen, die  Atmosphäre  zur  plötzlichen ,  gewaltsamen  Herstellung  des  stabi- 
len Gleichgewichtes  zu  veranlassen. 

In  der  Regel  nun  geschieht  diese  Herstellung  des  stabilen  Gleichge- 
wichtes durch  einen  aufsteigenden  Luftstrom.  So  wird  bei  fünfzehn 
unter  den  56  von  Peltier  verzeichneten  Wasserhosen  angegeben,  die  Dünste 
seien  in  ihnen  aufgestiegen,  und  nur  bei  acht,  sie  seien  niedergesunken. 
Sehr  oft  sieht  man  am  Himmel  grosse  Haufenwolken  sieh  aufthürmeii,  die 
nach  oben  hin  rasch  wachsen  und  deren  konisch  abgerundete  Gipfel  durch 
die  dünnen  Wolkenschichten  der  oberen  Atmosphäre  sich  sehr  schnell 


*)  Die  Annahme  der  beiden  Luftfabrer  und  Arago*8,  dass  die  Sonne  sich  in  den 
horizontalen  (warum  nicht  auch  in  beliebig  geneigten?)  Grenzflächen  der  in  der  Luft 
Bchwebenden  Eisnadeln  gespiegelt  habe,  ist  mir  höchst  uawahrscheinlieh. 
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dftku  brechen.  Dieses  Vorherrschen  der  aufsteigenden  LuftotHkne  f^fgen 
die  niedorsiakenden  mag  hauptsächlich  herrühren  von  der  AnAvesenbeit 
des  Wasserdampfes  in  der  Lnft,  den  ich  bi»ber  ganz  unberücksichtigt  g««> 
lassen  habe.  Da  bei  atmosphäriischen  Temperfttuk^en  auf  diesen  Wasser- 
^ampf  das  Mariotte^sche  Gesetz  ohne  Bedenk-en  angewendet  werden  kano, 
aueh  sein  Gewicht  nicht  in  Betracht  kemmt  gegen  dasjenige,  der  mit  ihm 
gemischten  Lnft,  so  ist  dieses  Verfahren  gewiss  zulässig,  so  lange  der 
Wasserdampf  «eine  Dunstform  beibehält.  Aber  bei  aufsteigenden 
Lnftströmen  schlägt  sich  der  Dampfgehalt  der  rasch  «rkaUeaden  Luft  nie* 
der;  nnd  die  bedeutende  hierbei  frei  werdend«  und  der  Luft  mitgetheilte 
Yerdampfungswärme  darf  nicht  mehr  Temachlässigt  werden. 

Die  Frage  nun:   „Wann  kann  ein  vertikaler  Strom  feuchter  Luft 
in  der  Atmosphäre  sich  bilden?**  hängt  innig  zusammen  mit  der  folgenden 
für  die  Meteorologie  überhaupt  nicht  unwichtigen  Aufgabe:  ^Zu  nnter- 
„suchen,  wie  Temperatur  und  Spannung  einer  mit  Feuchtigkeit  gesättigten 
„Luftmasse  sich  ändern,  wenn  dieselbe  ohne  änsserliche  Zuführung  oder 
„Entziehung  von  Wärme  sich  allmälig  ausdehnt".    Der  Fall  nämlich,  in 
welchem  feuchte  Luft  coraprimirt  wird,  bedarf  keiner  besonderen  Unter» 
•suchung;  denn  es  schlägt  sich  bei  der  Compression  kein  Wasserdampf  nie- 
der, weil  die  Temperatur  der  Luft  sehr  rasch  steigt.     Andererseits  aber 
zeigt  die  Rechnung  sowohl,  als  auch  zahlreiche  Versuche  mit  Luftpumpen, 
dass  bei  der  Expansion  feuchter  Luft  sich  Wasserdampf  verdichtet.     Bei 
gegebenem  Expansionsverhältniss  werden  also  unter  soust  gleichen  Um- 
ständen die  Spannung  und  die  Temperatur  feuchter  Luft  lange  nicht  ift 
■demselben  Masee  sinken ,  wie  diejenige  trockener  Lnft.     Aus  den  hierher 
gehörenden,  unten  ansgefährten  Rechnungen  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Dehnt  sich  feuchte  Luft  ohne  äussere  Wärmezn- 
führung    oder    Wärmeentzie  hnng    allmälig    aus,     so 
sehlägt    eich    ihr    Wasserdampf    theilweise    nieder. 
Die  Ausdehnung  erfolgt  näherungsweise  nach  einem 
Gesetz,    welches    dem  Poisson'schen   durchans  ähn^^ 
lieh   iiBt.     Die  Anwesenheit   des    Wasserdampfes   hat 
nämlich   ganz    dieselbe   Wirkung,    welche    eine  Ver- 
gr^sserung    der   spe-cifischen  Wärmen   der   Lnft   ha- 
ben würde. 
Die  Vermuthung  liegt  nahe  und  wird  durch  die  Rechnung  bestätigt, 
dass  diese  Wirkung  des  atmosphärischen  Wasserdampfes  um  so  stärker 
sich  ftnssern  werde,  je  grösser  das  Gewicht  dee  Dampfes  ist  im  Verhält<> 
nias  zum  Gewicht  der  ihn  enthaltenden  Lnft.     So  z.  B.  wird  der  geaättigte 
Wasserdampf  sich  mehr  geltend  niaefaen  in  feuchter  Luft  bei  20^  als  in 
solcher  von  0^,  und  mehr  bei  geringem  Luftdruck  als  bei  hohem.     Denn 
die  Dampfmenge,  welche  irgend  ein  Raum  aufnehmen  kann,  wächst  sehr 
schnell  mit  der  Temperatur  und  ist  unabhängig  vom  Luftdruck ,  während 
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gleichzeitig  das  Gewicht  der  in  demselben  Banm  enthaltenen  Lnfi 
durch  EIxpansion  abnimmt  bei  wachsender  Temperatar  oder  abnehmen-^ 
dem  Druck. 

Aus  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  folgern,  dass  feachte  Luft  weit 
leichter  in  der  Atmosphäre  aufsteigt  als  trockene.  Letztere  steigt  erst  anf^ 
wenn  die  Temperatur  um  mindestens  einen  Grad  Celsius  abnimmt  für  je 
100  Meter  lothrechter  Erhebung  in  der  Atmosphäre;  dagegen  kann  fenchte 
Luft,  wie  wir  sehen  werden,  unter  Umständen  schon  aufsteigen ,  wenn  die- 
selbe-Temperaturabnahme  nur  %  Grad  beträgt.  Und  zwar  ist  die  er- 
forderliche Grösse  dieser  Abnahme  wesentlich  abhängig  von  derjenigen 
Temperatur  und  Spannung,  welche  die  aufsteigende  Luft  bei  ihrem  Sätti- 
gungspunkte hat,  oder  von  dem  Gewichts verhältnlss  des  Dampfes  und  der 
Luft,  die  gleichzeitig  in  demselben  Raum  enthalten  sind.  Bei  der  Span- 
nung von  einer  Atmosphäre  z.  6.  wird  gesättigte  Luft  von  0^  erst  dann  mit 
Beschleunigung  sich  erheben  können ,  wenn  die  genannte  Temperaturab- 
nahme etwas  über  %  Grad  betiägt;  dagegen  solche  von  20°  schon  bei  einer 
Temperaturabnahme  von  nicht  viel  über  %  Grad  Cels.  per  100  Meter  Er- 
hebung. Fast  dieselbe  Abnahme  von  reichlich  ^k  Grad  ist  erforderlich 
zum  beschleunigten  Aufsteigen  feuchter  Luft  von  0  Grad  bei  '^  Atmos- 
phäre Spannung;  während  hierzu  bei  gleicher  Spannung  und  bei  20  bis  30 
Grad  nur  eine  Temperaturabnahme  von  reichlich  %  Grad  nöthig  ist. 
Feuchte  aufsteigende  Luftströme  treten  also  weit  leichter 
in  höheren  Schichten  der  Atmosphäre  ein,  als  in  tieferen. 
Wirklich  sehen  wir  an  warmen,  klaren  Sommertagen  gar  oft  prächtige 
Haufenwolken  sich  bilden,  die  in  mächtigen  Säulen  nach  oben  hin  sich 
ausdehnen.  Grössere  aufsteigende  Luftströme  an  der  Erdojierfläche ,  wie 
Wettersäulen  und  Wasserhosen,  gehören  dagegen  immerhin  zu  den  Selten- 
heiten. Freilich  ist  dabei  wohl  zu  berücksichtigen,  dass  die  Luft  unten 
weit  seltener  ihren  Sättigungspunkt  erreicht,  als  in  der  Wolkenregion; 
und  dass  dort,  wo  dieses  durch  Abkühlung  und  nächtliche  Strahlung  den- 
noch geschieht  (wie  z.  B.  in  Gebirgsthälern,  wenn  ein  Nebelmeer  sich  bil- 
det), gewöhnlich  die  für  aufsteigeode  Luftströme  nothwendige  Bedingung 
nicht  erfüllt  sein  wird,  dass  nämlich  die  untere  Schicht  wärmer  sei,  als  die 
znnächst  über  ihr  befindlichen  Schichten.  Bei  Wettersäulen  wird  daher 
in  der  Regel  die  für  trockene  Lnftströme  erforderliche  Temperaturabnahme 
in  der  Atmosphäre  vorhanden  sein  müssen,  und  erst  in  einiger  Entfernung 
von  der  Erdoberfläche  verdichtet  sich  der  mitgerissene  Dampf  und  tritt 
dessen  frei  werdende  Verdampfungs wärme,  das  Aufsteigen  beschleunigend, 
in  Wirksamkeit.  So  erklärt  sich  beiläufig  auch  der  konische,  rüsselartige 
Ansatz,  der  bei  Tromben  häufig  unter  den  Wolken  beobachtet  ist  und  von 
diesen  zur  Erde  herabhängt. 

Haben  die  Wasserdämpfe  der  Luft  ihren  Sättigungspunkt  noch  nicht 
errejcbt,  so  isk  bei  eii^er  Temperaturabnahme  von  etwas  weniger  als  1^  Gels. 
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per  lOO""  Erhebung  die  Atmosphäre  im  stabilen  Gleichgewicht.  Aber  die 
Grenzen  der  Stabilit?tt  sind  nm  so  enger,  je  nSher  der  Dampf  seinem  SÄtti- 
gangspunkte  ist.  Wird  nHmlich  ein  Luftqnantum  ans  einer  unteren  Schiebt 
in  eine  obere  versetzt,  so  nähert  sich  bei  der  hiefbei  eintretenden  Abküfa- 
lang  der  Dampf  rasch  seinem  Sättigungspunkte;  aber  so  lange  sich  nicht 
wirklich  Dampf  niederschlägt,  bleibt  die  Luffcmasse  kälter  als  ihre  neue 
Umgebung,  und  hat  das  Bestreben,  zu  ihrem  früherem  Standort  zurüekzu'» 
sinken.  Ist  aber  der  Sättigungspunkt  überschritten  und  hat  sich  hin- 
reichend viel  Dampf  niedergeschlagen ,  so  kann  die  Temperatur  der  ge- 
hobenen Luftmasse  über  diejenige  ihrer  neuen  Umgebung  steigen ,  und  es 
entsteht  ein  immer  wachsender  Auftrieb  nach  oben  hin.  Meine  Rech- 
nungen" geben  genau  an ,  unter  welchen  Umständen  dieser  Fall  eintretea 
muss.  Zur  Entstehung  von  aufteigenden  Luftströmen  ist  also  nicht 
einmal  das  Vorhergehen  eines  labilen  Gleichgewichtszustandes  nothwen-* 
dig ,  obwohl  ich  glaube,  dass  derselbe  bei  Wettersäulen  in  der  Regel  vor- 
handen sein  wird.  Dagegen  können  niedergehende  Luftströme  nur  bei 
einem  solchen  labilen  Gleichgewichtszustande  eintreten,  und  werden  schon 
deshalb  seltener  sein  müssen,  als  aufsteigende. 

Durch  meine  Rechnungen  erleidet  auch  Espy's  Theorie  der  Stürme 
wesentliche  Einschränkungen.  Espy  nimmt  an,  dass  überall  da,  wo 
Wasserdampf  in  zufällig  emporgerissenen  Luftmassen  sich  verdichtet,  die 
frei  werdende  Verdampfungswärme  ^ross  genug  sei,  um  die  Luftmasse  zum 
heftigen,  immer  rascherem  Aufsteigen  zu  zwingen,  bis  sie  die  Grenze  der 
Atmosphäre  erreicht.  Wir  wissen  aber  jetzt,  dass  diese  Wirkung  derCon- 
densation  ^rst  dann  eintritt,  wenn  die  Temperaturabnahme  bei  lothrechter 
Erhebung  in  d«r  Atmosphäre  eine  gewisse  Grösse  überschreitet. 


Die  Beohnnngen»  auf  denen  die  obigen  Sntwickelungen  snm 
Theil  beruhen» 

und  zu  deren  Ausführung  ich  jetzt  übergehen  will,  habe  ich  deshalb  in  die 
allgemeineren  Betrachtungen  nicht  eingeflochten ,  weil  ich  sonst  deren 
Gang  hätte  unterbrechen  müssen  ^  und  weil  diese  Rechnungen  Mancherlei 
enthalten,  was  vielleicht  an  sich,  nicht  aber  in  Bezug  auf  vertikale  Luft- 
ströme  von  Interesse  sein  kann.  Aus  ähnlichen  Gründen  sondere  ich  sie 
in  drei  Gruppen  und  untersuche  zunächst: 

1.    Die  Ausdehnung  der  atmosphärischen  Luft  bei  der 
Wolkenbildnng. 

Regnault  hat  bekanntlich  durch  mehr  als  hundert  Versuche  bewiesen, 
dass  die  specifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Druck  innerhalb  sehr 
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weiter  Grenzen  nnnbhKngig  ist  von  Temperatur  und  Spannung.  Heraus 
und  aus  dem  Mariatte^schen  Gesetz  lässt  sich,  folgender  sehr  allgemeine 
Satz  beweisen: 

Wird  einer  beliebigen  Lnftmenge  ohne  Aende- 
rung  der  Spannung  eine  Wärmeeinheit  zugeführt, 
so  dehnt  sich  idie  Luft  ans  und  verrichtet  dabei  eine 
äussere  Arbeit  von  123,15  Meter-Kilogrammen,  wie 
gross  auch  anfänglich  ihre  Volumen  nnd  die  Span- 
nung und  Temperatur  ihrer  einzelnen  Theile  sein 
mögen. 
Hier  und  im  Folgenden  sind  als  Masseinheiten  Kilogramm,  Meter  und  Cen- 
tesimalgrad  zu  Grunde  gelegt. 

Sei  /  die  Temperatur,  p  die  Spannung,  k  das  Gewicht  und  kv  das 
Volumen  der  gegebenen  Luftmenge,  so  dass  v  das  Volumen  der  Gewichts- 
einheit bezeichnet;  dann  ist  nach  Mariotte^s  und  Gay-Lussac^s  Gesetz: 

1)  p.kv=ikB{a  +  l), 

indem  a  =  273  und  /2  =  29,272.  Wird  nun  bei  constantem  Druck  p  die 
Wärmemenge  fF  gleichmässig  über  jene  k  Kilogramme  vertheilt,  so  steigt 

die  Temperatur  der  Luft  um  - —  Grade,   wenn  0  =  0,2377  die  specifische 

Ä  •  c 

Wärme  bezeichnet.     Das  neue,  dieser  Temperatur  ^  +  r—     entsprechende 

tC  c 

Luftvolum  k.Vi  ergiebt  sich  nach  1)  aus  der  Gleichung: 

Und  wenn  1)  von  dieser  Gleichung  subtrahirt  wird,  so  folgt: 

2)  p  .  (Atpj  -V  Arn)  s=  —  .  FF 5=  123,15  FF, 

Da  nun  p  den  constanten  Druck  und  (ArPj — kv)  die  Volumen-Zunahme  der 
Lnftmenge  bezeichnet,  so  ist  p.(kvi — kv)  die  bei  der  Ausdehnung  ver-. 
richtete  äussere  Arbeit.     Dieselbe  ist  der  zugefährten  Wärme  W  propor- 
tional, und  gleich  123,15,  wie  oben  behauptet  wurde,  wenn  FF=  1  ist. 

Die  einschränkenden  Bestimmungen,  dass  alle  Theile  der  Lufitmenge 
anfangs  gleiche  Temperatur  und  Spannung  haben,  und  dass  W  gleichmässig 
über  die  Luftmenge  vertheilt  werde,  dürfen  wir  jetzt  fallen  lassen.  Denn 
nach  dem  eben  Bewiesenen  verrichtet  auch  sonst  jeder  einzelne  Theil  der 
Luftmenge  eine  äussere  Arbeit,  welche  der  ihm  zugeführten  Wärme  pro- 
portional ist.  Die  Arbeit  der  ganzen  Lufcmenge  ist  also  wieder  =123,15  JF, 
wenn  auch  W  ungleichmässig  vertheilt  wird.  Also  wird  keine  neue  äussere 
Arbeit  verrichtet,  wenn  W  sich  nachträglich  gleichmässig  in  der  Lnft- 
menge verbreitet:  die  letztere  behält  ihr  einmal  erlangtes  Volumen,  unab- 
hängig von  der  Vertheilnng  ihrer  inneren  Wärme.  Hieraus  folgt  der  Salz : 
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Wenn  beliebige  Mengen  trockener  Luft  von  glei* 
eher  Spannung  und  ungleicher  Temperatur  sich  ni* 
sehen,   so  ändert  sich   bei   der  Temperatur- Ausglei- 
chung ihr  Gesammt- Volumen  nicht. 
Jetzt  lasst  sich  ohne  grosse  Mühe  die  Ausdehnung  berechnen,  welche 
durch  die  Condensation  einer  beliebigen  Dampfmenge  in  der  Atmosphäre 
hervorgerufen  wird.     Eine  solche  Condensation  tritt  vielfach  ein,  wenn 
sswei  mit  Wasserdampf  gemischte  Luftmengen  von  ungleicher  Temperatur 
einander  durchciriogen,  und  namentlich  bei  der  Wolken-  und  Nebelbildung. 
Sei  beispielsweise  10  Grad  die  Temperatur,  bei  welcher  die  Condensation 
eintritt.     Dann  wird  der  Luft  eine  Wärmemenge  von  etwa  599,9  Einheiten 
mitgotheilt,  wenn  ein  Kilogramm  Wasserdampf  sich  verdichtet;  denn  so 
viel  beträgt  nach  Begnault  die  Verdampfungswärme  desselben.     Die  sich 
ausdehnende  Luft  verrichtet  deshalb  nach  Gleichung  2)  die  äussere  Arbeit: 

123,15  .  599,9  =  7^877,7  Meter- Kilogramm. 
Die  Ausdehnung  beträgt  daher  bei  der  Spannung  p  =  10336^*^*  oder  bei 
einer  Atmosphäre: 

73877,7 


10336 


=  7,147  Cubikmeter. 


Sie  beträgt  7,147  n  Cubikmeter  bei  dem  Druck  von  —    Atmosphäre.        Da 

aber  in  diesem  Falle  das  specifische  Gewicht  der  Luft  nur  den  n**"  Theil 
ausmacht  von  dem  bei  einer  Atmosphäre  Spannung  ihr  zukommenden r  so 
ist  offenbar  das  Gewicht  der  7,147fi  Cubikmeter  unabhängig  vom  Luftdruck. 
Das  Gewicht  der  Luft,  welche  bei  der  Condensation  von  1^^^*  atmosphäri- 
schen Wasserdampfos  (von  10°)  durch  die  verursachte  Ausdehnung  ver- 
drängt wird,  beträgt  daher: 

273 
7,1 47  . 1 ,2931^ .  --^  =  8,916  KHogramm, 
283 

weil  nach  Kegnault  ein  Cubikmeter  Luft  bei  0°  und  bei  einer  Atmosphäre 
Spannung  1,29319  Kilogramm  wiegt.  —  Auf  ähnliche  Weise  sind  in  der 
unten  folgenden  Tabelle  I  auch  die  übrigen  Ziffern  der  fünften  Spalte  ber 
rechnet  worden. 

Diese  Aasdehnung  der  Luft  i»t  aber  nicht  die  wirklich  eintreibende« 
Sie  wird  vielmehr  vermindert  durch,  die  gleichzeitige  Contraction,  welche 
bei  dem  Ausscheiden  des  Wasserdampfes  in  Folge  der  Spannungsverminde- 
rung stattfindet.  Die  Grösse  dieser  Contraction  nimmt  auch  i;nabbä^gig 
von  der  gleichzeitigen  Ausdehnung  ein  gewisses  Interesae  in  Ansprach^ 
Wenn  nämlich  von  der  ErdoberfiächiB  Wasaerdampf  in .  die  Atinospl^äre 
eindringt Y  so  übernimm^. derselbe  eiqen  Theil  der  atmosphärischen  Spaiir 
nung  und  veranlasst  daher  eine  Expansion  dßr  Luft,  welche  der  bpi  seiner 
Ausscheidung  eintretenden  Contraction  gleiehkom^t.  Wie  die  Rechnung 
ergeben  wird,  nimmst  je  ein  Kilogramm  Wasserdampf  in  der  Atmosphäre 
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die  Stelle  ein  yon  etwa  1,62  KU.  linft,  so  dass  folgt: 

Bei  gleicher  Temperatar  und  Spannung  ist 
feuchte  Luft  specifisch  leichter  als  trockene. 
So  z.  B.  zeigt  eine  leichte  Bechnnng,  dass  bei  1  Atmosphäre  Spannung 
feuchte  Luft  von  20*^  nicht  mehr  wiegt,  als  trockene  von  22^,6,  und  viel- 
leicht verdient  dieser  Satz  bei  der  Theorie  der  Land  -  und  Seewinde  Be- 
rücksichtigung. 

Bei  10^  ist  das  Volumen  von  einem  Kilogramm  gesättigten  Wasser- 
danpfes  =107,79  Cnbikmeter,  die  Spannung  =3  0,01206  Atmosphären.  Wird 
also  in  107,79  Cubikmeter  atmosphärischer  Luft  sämmtlicher  Wasserdamf, 
d.  h.  1^^^',  bei  10^  condensirt,  jedoch  ohne  dass  der  Luft  die  freigewordene 
Wärme  zugeführt  wird,  so  vermindert  sich  die  Spannung  der  Luft  um 
0,01206  Atm.,  oder  vielmehr  ist  ihr  Volum  um: 

0,01206  .  107,79  =  1,300  Cubikmeter, 
wenn  der  Luftdruck  eine  Atmosphäre  beträgt.     Die  Volum  Verkleinerung 

beträgt  1,800  a  Cubikmeter,  wenn  der  Luftdruck  nur  —    Atmosphäre    aoa^ 

n 

maobt,  Immer  aber  ist  das  Gewicht  der  bei  dieser  Contraction  ange- 
sogenen Luft  gleich 

273 
1,300 , 1,29319  •  -^  oder  1,622  Kilogr. 
283 

Scheidet  aus  dem  A:  fachen  Luftvolum  von  107,79  A:  Cubikmeter  ein  Kilogr. 
Wasserdampf  aus,  so  vermindert  sich  die  Luftspannung  um  -^— r — Atmos- 
phären innerhalb  jenes  Raumes.  Denn  bei  niedrigen  Temperaturen ,  wie 
hier,  findet  das  Mariotte*sche  Gesetz  auf  den  Wasserdampf  unbedenklich 

Anwendung.     Die  Contraction  —^-7 —  .  107,79 Ar  ist  also  wieder  =1,300  Cu- 

bikmeter,  wie  eben.  Ueherhaupt  erhalten  wir  aus  Tabelle  I  die  Contrao- 
tion  für  je  ein  Kilgramm  ausscheidenden  Wasserdampfes  demVolume« 
nach,  wenn  wir  irgend  einen  Werth  aus  der  aweiten  Spalte  mit  der  auge- 
tiörigen  Zahl  der  vierten  Spalte  multipliciren.  Da  aber  diese  Volumina 
nur  für  den  Luftdruck  von  einer  Atmosphäre  gelten ,  so  habe  ich  vorge- 
zogen, unter  6  in  der  Tabelle  die  entsprechenden  Gewichte  der  ange- 
sogenen Luft  aufauführen. 

Die  wirkliche  Ausdehnung  der  atmosphärischen  Luft  bei  der  Ves- 
dichtang  von  einepi  KiL  Waaserdampf  ist  in  Tabelle  I  unter  7  angegeben, 
Bnd  zwar  wieder  durch  das  Gewicht  der  verdrängten  Luft.  Sie  nimmt,  wie 
man  sieht,  ab  mit  der  Temperatur,  mnd  lässt  sich  bis  aur  ersten  Decimal- 
steUe  genau  darstellen  durch 

7,7  —  0,04  /  Kilogramm* 
Das  Volumen  der  verdrängten  Luft  wird  bis  zur  dritten  Decimale  genau 
daj-gestellt  durch 
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6,072  —  0,0126  t  Cubikmeter, 
wenn  der  Lnftdrnck  eine  Atmosphäre  beträgt. 

Tabelle  I« 


Die  Cndasttira        Torni 

VOÄ 

rsaeht 

folfende  VolamtaJeran^ 

einem  Kilogramm  gesKttigten 

atmosph.  Luft,  augedrflokt  dnreh  das  Gew. 

Wasserdampf 

es. 

der  angesogenen  oder  verdrängten  Luft. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

DiucreDS 

8. 
Veriiiltniss 

Tempe- 

Vcr- 

Expansion 

CootractiOQ 

der 

d»r 

ralnr 
( 

Volumen 

damprungs- 
warme 

Spannung 

durch 

WÄrmezu- 
fflhrung 

durch 

Spannungs- 
verlust 

Expansion 

und 

Gontractlon 
(5)-.(6) 

Expansion 

lur 

GoDtraclioD 
(5): (6) 

(Celi.)  (Cub.-M.) 

(Calorien) 

(in  Atm.) 

(Kilogr.) 

(Kflogr ) 

(Kilogr.) 

-10» 

447,6 

614,1  . 

0,0027            932 

1.62 

8,20 

6.05 

—  5» 

300.4 

610.5 

0.0041            9,58 

1,62 

7.96 

5.91 

(f 

207,36 

607,0 

0.00605    !      9.35 

1.62 

7.73 

5.76 

ö» 

148,61 

603,5 

0.00860 

9.13 

1.62 

7.51 

533 

10» 

107,79 

599.9 

0.01206 

8,92 

1.62 

7.29 

5.50 

15" 

79,12 

59ß.4 

0.01672 

8.71 

1.62 

7.09 

5.37 

20» 

58.70 

592.8 

0,02288 

8.51 

1,62 

6.89 

5,20 

25« 

44,03 

589,3 

0,03099          8.32 

1,62 

6,70 

5.14 

80» 

83»37 

5853 

0.04151 

8,13 

131 

632 

5.04 

85* 

25,54 

582,2 

0.05503 

7.95 

1,6J 

6.34 

4.93 

Die  Spalte  8  der  Tabelle  bestätigt  meine  frühere  Behauptung,  dass  bei 
der  Condensation  des  atmosphärischen  Wasserdampfes  die  Contraction  der 
Luft  durch  Spannungsverlnst  kaum  ein  Fünftel  beträgt  von  der  Expansion 
durch  die  frei  gewordene  Wärme. 

Die  Zahlen  der  7.  Spalte  will  ich  noch  benutzen  zur  Lösung  einer 
meteorologischen  Frage:  bis  zu  welchem  (jjade  nämlich  die  Schwankun- 
gen des  Barometers  der  Condensation  und  dem  Ausscheiden  des  atmos- 
phärischen Wasserdampfes  zuzuschreiben  seien.  Ich  denke  mir  aus  der 
Atmosphäre  eine  lothrechte  Säule  von  einem  Quadratmeter  GrundfiAche 
ausgesondert.  In  dieser  Säule  möge  ein  Kilogramm  Wasser  als  Kegen 
herabstürzen ,  so  dass  die  Begenhöhe  ein  Millimeter  beträgt.  Die  Luft 
dehnt  sich  dabei  bedeutend  aus,  und  wenn  ihre  Temperatur  an  der  Con- 
densationsstelle  z.  B.  10  Grad  beträgt,  so  entweichen  wegen  dieser  Expan- 
sion 7,3  Kil.  Luft  entweder  seitwärts  oder  nach  oben  hin,  wo  sie  an  der 
Grenze  der  Atmosphäre  nach  den  Seiten  abfliessen  kann.  Das  Gewicht 
der  Luftsäule,  welches  durchschnittlieh  10836  Kilogramm  beträgt,  hat  also 
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abgenommen  nm  8,3  Kil. ,  den  niedergeschlagenen  Wasserdampf  einge* 
rechnet.  Die  dorchschnittliche  Barometerhöhe  von  leo^**"  mnss  sich  also 
vermindert  haben  nm 

\ ^    =  0,61  Millimeter, 

10336 

also  um  Vö  ^er  Eegenhöhe.  Das  macht  anf  einen  Zoll  Regen  etwa  sieben 
Linien  Fall  im  Barometerstande. 

Natürlich  giebt  unsere  Rechnung  nur  das  Maximum  der  Barometer- 
schwankung, welches  in  Wirklichkeit  bei  Weitem  nicbt  erreicht  wird. 
Denn  die  verdrängte  Luft  wird  nicht  sofort  abfliessen  können ,  und  zudem 
an  der  Erdoberfläche  durch  seitlich  heranströmende  kältere  Luft  grössten* 
theils  ersetzt.  Aber  dennoch  wirft  diese  Rechnung  vielleicht  einiges  Licht 
auf  die  geringe  Höhe  des  Barometerstandes,  welche  häufig  genug  bei  den 
regenreichen  Drehsttirmen  beobachtet- worden  ist. 

2.     Das  Spannungsgesetz  feuchter  Luft,   welche  sich  ohne 

äasserliche   Zuführung  oder  Entziehung  von   Wärme 

allmälig  ausdehnt. 

Wenn  in  y-Kil.  atmosphärischer  Luft  von  der  Temperatur  t  und  dei? 

Spannung  p  eine  Vergrösserung  der  Temperatur  dt  und  der  Spannung  um 

dp  hervorgebracht  werden  soll,   während .  die  Luft  stets  einem  äusseren 

Drucke  ausgesetzt  ist,  der  ihrer  Spannung  p  gleichkommt,  so  muss  dieser 

Luftmasse  die  Wärmemenge 

•       .           AB(a  +  1)     ^ 
3)  y.dOt  =  Yc.di  —  y ^  • .  dp 

zugeführt  werden  (vergl.  Zeuner,  Grundzüge  der  mechap.  Wärmetbeorief 

pag.  43,  61.  37).     Hierin  ist  ^  =  — ,  und  wie  oben  c  =  0,2377;  Ä =29,272} 

a  =  273.  Wird  ebenso  in  einem  Gemisch  von  m  -  Kil.  Wasserdampf  und 
M — m  Kil.  Wasser  die  Temperatur  /  um  dt  erhöht,  während  der  Dampf 
stets  gesättigt  bleibt  und  das  Volumen  der  Mischung  nur  unendlich  wenig 
sich  ändert,  so  muss  dieser  Mischung  die  Wärmemenge 


dO,=Mc,  .dt  +  {a  +  t)  'd(~-^ 


zugeführt  werden.  (Vergl.  Zeuner  a.  a.  O.,  pag.  105,  Gl.  V.).  Hierin  ist 
c,=s  1,0024  die  specifische  und  r  =  607  —  0,708  <  die  sogenannte  Ver- 
dampfungswärme des  Wassers.  Befinden  sich  die  Luftmasse  y  und  daa 
Gemisch  M  von  Wasser  und  Dampf  in  demselben  Räume,  so  muss  diesem 
also  die  Wärmemenge 

zugeführt  werden,  damit  die  angegebenen  Aenderungen  eintreten.  Für  das 
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Verhalten  der  mit  Wasser  und  Dampf  geschwängerten  Lult  ergiebt  sich 
daher  unter  der  Voranssetzung»  dass  ihr  Wärme  weder  zugeführt  noch  out^ 
zogen  werde  (oder  dass  y.dQi  +  cf^,=0  sei),  folgende  Gleichung: 

Durch  Integration  folgt  hieraus,  wenn  /q,  p^,  m^  und  r^  die  aqfUnglichen 
Werthe  von  /,  p,  m  und  r  bezeichnen : 

Dividifen  wir  mit  yARdognai  (10)  und  schaffen  wir  log  —  auf  die  linke 
Seite  der  Gleichung,  so  ergiebt  sich : 

''^^"'^^^  =  '^?Ä"-'^'*"-H^o~y^Ä./o(/na<(10).(a+ü- 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  das  ursprüngliche,  der  Temperatur  i^ 
und  der  Spannung  p^  entsprechende  Volumen  der  y  Kilogr.  Luft  ein  Cubik- 
meter  sei.  Da  bei  0®  und  bei  1  Atmosphäre  oder  10336  Kil.  Spannung  ein 
Cubikmeter  Luft  1,2032  Kil.  wiegt,  se  ist  dann  uAch  Mar*  und  Gaj-Lossac's 
Geseta: 

y  =  1,2932. 


a  +  t,' 


-Po-^. 


wenn  der  Kürze  wegen  —~—  =  n  gesetzt  wird.     Es  bedeutet  also  n  den 
10330  • 

Luftdruck  in  Atmosphären,  welchem  das  Luftquantura  y  anfänglich  ausge- 
setzt war.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  das«  die  Luft  anfänglich  zwar 
mit  Wasserdampf  sei  gesättigt  gewesen,  nicht  aber  ausser  dem  Dampf  noch 
tropfbares  Wasser  enthalten  habe,  dass  also 

M  —  ino3=o  oder  Ms=imQ 
eei«     DauQ  ist  also  M  oder  m^  das  Gewicht  von  einem  Cubikmeter  gesättig* 
ten  Wa9serdampfe4  bei  der  Temperatur  t^.    Möge  sn    dieselbe  Grösse  fUi; 
die  Endtemperatur  i  bezeichnen,  bei  welcher  ja  die  Spannung  der  y-Ki\, 

Luft  =  p  und  folglich  (nach  Mariotte)  ihr  Volumen  gleich  —  •  — -. —   Cub.- 
•  P     «+^ 

Meter  ist.  Die  Gesammtmasse  m  des  Wasserdampfes,  welche  bei  dieser 
Temperatur  i  und  Spannung  p  noch  in  der  Luftmenge  y  sich  befindet ,  er- 
giebt sich  dann  zu 

m  —  n.'     Po      ö  +  < 


Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  für  y,  M  und  m  und  durch  Einführung 
der  Zahlenwerthe  fttr  die  Con^tanteii  geht  nun  die  Spanaungsgleichnng  in 
Cotgende  über : 
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logbrigg^=-(9,m04+U,4m.'^^.^).Iogbriggt^ 
M17878    /  pA 

Nehmen  wir  für  die  anfängliche  Temperatur  i^  der  Mischung"  und  für 
die  schliesfiliche  /,  sowie  für  die  anfängliehe  Spannung  Po=  ^0^^*^  ^^' 

stimmte  Werthe  an,  so  erhalten  wir  für  —  eine    transcendente    Gleichung, 

Po 
aus  welcher  diese  Grösse  leicht  berechnet  werden  »kann.  Denn  die  Ge- 
wichte iWq  und  tn  des  gesättigten  Wasserdampfes,  welche  bei  resp.  i^  und  i 
Grad  in  einem  Cubikmeter  enthalten  sein  kann ,  ergeben  sich  ans  den  Ta- 
bellen, welche  Zeuner  n.  A.  berechnet  haben;  und  für  r  haben  wir  schon 
oben  die  Gleichung  r  =  Ö07  —  0,708/  angegeben.  Doch  ist  wohl  zu  be- 
achten, dass  die  Formel  nur  dann  gültig  ist,  wenn  die  Endtemperatur  / 
kleiner  ist  als  die  anfängliche  t^  weil  sonst  der  Dampf  aiohi  im  gesättigten  , 
Znstande  bleibt. 

Beispielsweise  erhalten  wir  für  r«,  ==  20 ,  <  =:  0   und  p  =  10336  oder 
n  =  1  Atm.  die  Gleichung: 

log  brigg  ^  =  —  0,20167  +  0,05102 .  ^ , 
Po  P 

wenn  wir  den  Tabellen  gemäss  setzen : 

m^  =  0,0170;  in' =  0,0048;  r,  =  592,84;  r  =  607,00. 

Durch  Probiren  finde  ich  leicht  ^=:  0,620.     Ferner  folgt  aus 

Po 

,  Po    ö  +  ' 
fn  =  m  .  ^  ,  — — - 

P     «  +  'o 
für  m  der  Werth  0,0072  Kil.,  und  somit  wird 

jiio  —  m=  0,0008  und    ^^""^*  =0,56. 

Das  Besaltat  dieser  Rechnung  ist  also:  Wenn  sich  ein  Cubikmeter  mit 
WaOTerdampf  gesättigter  Luft,  deren  Anfangsspannung  eine  Atmosphäre, 
and  deren  Anfangstemperatur  20^  Gels,  beträgt,  allmälig  ausdehnt  ohne 
äoMerUche  Zuführung  oder  Entziehung  von  Wärme ,  bis  ihre  Temperatur 
auf  0^  geauaken  ist,  so  nimmt  ihre  Spannung  bis  auf  0,620  Atmosphären  ab| 
und  ea  verdichten  sich  0,0008  Kilogr.  oder  58  Procent  ihres  Wasserdampfes. 
Unter  denselben  Umständen  würde  nach  Poissons  Gesetz  die  Spannung 
trockener  Luft  nur  bis  auf  0,980  Atmosph.  gesunken  sein.  Diese  Ergeb* 
nisse  der  Rechnung  werden  sich  durch  Versuche  leicht  prüfen  lassen,  und 
nnd  derartige  Versuche  dürften  für  die  Theorie  des  Wasserdampfes  des* 
halb  besonders  wttnschenswerfh  und  wichtig  sein,  weil  feuchte  Luft  sieh 
Bum  Experimentiren  wahrscheinlich  weit  besser  eignet,  als  reiner  Wasser* 
dampf. 
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Auf  diese  Weise  sind  die  Hanptziffern  der  Tabelle  II  entstanden,  die 
ich  jetzt  erklären  will. 

Tabelle  II. 


1 
SO«»     1     20° 

i 

10« 

0» 

—  10« 

~-20» 

30« 

0,990 
0,745 

0,765 



0,980 

0,563 

0,579 

0,970 
0,431 
0,434 

0,960 
0,334 
0,322 

0,949 
0,273 
0,236 

£  =  8 

20« 

0,990 
0,686 
0,691 

1  0,990 
0,781 
0,801 

0,980 
0,620 
0,636 

0,969 
0,498 
0,501 

0,958 
0,416 
0,380 

£  =  0,4 

10^ 

0,980 
0,470 
0,472 

0,990 
0,7i2 
0,732 

0,990 
0,811 
0,820 

0,979 
0,666 
0,668 

0,968 
0,564 
0,540 

€=5,5 

0« 

0,970 
0,321 
0,318 

0,980 
0,525 
0,529 

0,990 
0,760 
0,763 

0,989 
0,833 
0,845 

0,978 

0,710 

0,710 

6=4,5 

—  10» 

0,960 
0,217 
0,211 

0,969 
0,385 
0,378 

0,079 
0,585 
0,584 

0,989 
0,793 
0,799 

0,989 
0,857 
0,856 

£  =  4,0 

—  20» 

0,949 
0,162 
0,138 

0,958 
0,304 
0,267 

0,968 
0,477 
0,440 

0,978 
0,659 
0,634 

0,989 
0,841 
0,840 

€=I1 

t=9 

e=7,33 

«==6 

6=4,49 

" 

Von  dieser  Tabelle  ist  die  eine  dreieckige  Hälfte  rechts  oben  unter 
der  Annahme  berechnet,  dass  die  Spannung  Pg,  welche  die  Luft  bei  dem 
Sättigungspunkte  ihres  Wasserdampfes  besitzt,  10336  Kilogr.  oder  eine 
Atmosphäre  betrage;  für  die  andere  dreieckige  Hälfte  links  unten  ist  dies^ 
Anfangsspannung  zu  5168  Kilogr.  oder  einer  halben  Atmosphäre  angenom^ 
men  worden.  An  den  Spitzen  der  Horizontal  -  und  der  Yertikal^alten 
stehen  die  Temperaturen ,  welche  zu  Anfang  und  zu  finde  der  Expansion 
herrschen ,  und  zwar  gilt  die  höhere  dieser  beiden  Temperaturen  für  dea 
Anfang  der  Expansion.  Für  den  Theil  der  Tabelle  rechts  oben ,  für  wel- 
chen die  Anfangsspannung  eine  Atmosphäre  beträgt,  steht  deshalb  die  An» 
fangstemperatur  an  der  dpitz,e  einer  Horizontal  spalte;  für  den  andereu 
Theil  links  unten ,  für  welchen  die  Anfangsspannung  eine  halbe  Atmosph. 
ist,  steht  die  Anfangstemperatur  an  der  Spitze  einer  Vertikal  spalte.  Ab 
der  Kreuzungsstelle  je  einer  horizontalen  mit  einer  vertikalen  Spalte  be- 
finden sich  drei  Zififern,  von  denen  die  mittlere  das  Verhältniss  —  angicbt, 

Po 
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oder  die  Endspanoang  p  rechts  oben  in  Atmosphären  nnd  links  nuten  in 
halben  Atmosphären  ausdrückt.  Die  oberste  Ziffer  jeder  Kreuzangsstelle 
giebt  des  Vergleiches  wegen  an,  auf  welchen  Theil  der  anfänglichen  Span- 
nang  der  Lnftdrnck  bei  der  Expansion  sinken  würde,  wenn  die  Lnft  nicht 
feaehl,  sondern  trocken  wäre.  Z.B.:  Dehnt  feuchte  Luft  von  einer 
(resp.  einer  halben)  Atmosphäre  Spannung  sich  ans,  bis  ihre  Anfangs- 
temperatur Yon  30^  sich  auf  0^  vermindert  hat,  so  sinkt  gleichzeitig  die 
Spannung  auf  0,431  Atm.  (resp.  0,321  halbe  Atm.),  Unter  denselben  Um- 
ständen würde  dagegen  die  Spannung  trockener  Luft  nur  bis  auf  0,970 
Atmosphären  (resp.  0,970  halbe  Atm.)  sich  vermindern. 

Die  unterste  Ziffer  jeder  Kreuanngsstelle  giebt,  wie  man  bemerken 
wird,  die  Spannungsabnahme  bei  der  Expansion  feuchter  Luft  nähe- 
rungsweise  an;  denn  die  untersten  Ziffern  unterscheiden  sich  nur  wenig 
von  den  mittleren.  Wir  sind  durch  folgende  Betrachtung  zu  diesen 
Näherungssiffern  gelangt. 

Dehnt  sich  ein  Kilogramm  feuchter  Luft  unendlich  wenig  ans,  so  än- 
dert sich  ihre  Temperatur  um  die  (negative)  Grösse  dU  Zugleich  schlägt 
sich  unendlich  wenig  Wasserdampf  nieder,  und  giebt  seine  Verdampfungs- 
wärme ab  an  die  Luft.  Ich  kann  diese  Verdampfungswärme  der  Tempe- 
raturänderung dt  proportional,  und  also  weil  sie  positiv  ist,  gleich  — n.dt 
•eisen.  Die  Luft  dehnt  sich  dann  so  ans,  als  würde  ihr  bei  jeder  Tempe- 
raturänderung dl  von  aussen  die  Wärmemenge  —  99. dt  zugeführt.  Zufolge 
der  oben  angegebenen  Gleichung  3)  erhalte  ich  daher  für  ihr  Spannungs- 
gesetz (da  ^^^^i)  die  Gleichung: 

—  m.dt^cdt i_!-^  .  dp 

P 
oder 

dp       c+n       dt 


p  AB  a+t 
Die  Grösse  10  wird  vor  Allem  abhängen  von  der  Menge  des  tropfbaren 
oder  flüssigen  Wassers,  welches  in  der  Luft  enthalten  ist,  und  kann,  wenn 
diese  constant  bleibt,  nur  noch  mit  der  Temperatur  sich  ändern.  Wenn 
sich  CO,  wie  hier  anzunehmen  ist,  nur  sehr  wenig  mit  der  Temperatur  än- 
dert, so  darf  ich  näherungs weise  10  constant  setzen.  Obige  Gleichung  ist 
dann  leicht  zu  integriren  und  ich  finde : 

p       /ö  +  <\«  c  +  fo 

4)  -1-  =(  — -i--  )  ,  wenn  i  =  —,  0  • 

Von  der  Grösse  e  habe  ich  für  die  verschiedenen  Anfangstemperatu- 
ren (von  welchen  der  Dampfgehalt  der  Luft  wesentlich  abhängt,  weil  sie 
dem  Sättigungspunkte  entsprechen)  Werthe  berechnet,  mit  deren  Hülfe 
die  untersten  Zahlen  an  jeder  Kreuzungstelle  unserer  Tabelle  gefunden 
sind.  So  z.  B.  ist  das  Spannungsgesetz  feuchter  Luft,  die  bei  1  Atmosph. 
Spannung  und  bei  30^  Celsius  ihren  Sättigungspunkt  erreicht  und  sich  dann 
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ohne  äusserliche  Wärme zaffihrting  ausdehnt,  nlherungsweise : 
^=(^^Ymip,=  lOm^''-  und(,  =  30«i 

Po  V^  +  'O'' 

und  feuchte  Lnft,  die  bei  %  Atm.  Spannnng  und  10^  Cele.  ihren  Sättigungs- 
punkt erreicht,  dehnt  sich  ohne  äusserliche  Wämezufühning  näherungs- 
weise  aus  nach  dem  Gesetz : 

^  ^(Ipy^^^  für  p^  =  5168 •^*»-  und  (,  =^  10«. 

Wie  man  bemerken  wird,  sind  die  Werthe  von  e  am  Ende  der  Spalten  an* 
gegeben,  zu  welchen  sie  gehören. 

Die  Gleichung  4)  —  =  (  —r- — j  ^^    hat  nun  offenbar  ganz  die  Form 

der  Foisson'schen  Spannungsgleichnug  fttr  trockene  Luft  Denn  letzter« 
folgt  sogar  aus  4),  wenn  m=0  gesetzt  wird.  Die  Anweaenhait  des  Wasser« 
dampfes  in  der  Luft  hat  also  dieselbe  Wirkung,  welche  eine  Vergrdssemng 
der  specifischen  Wärme  c  der  Lufl  hervorbringen  würde.  Auch  ist  diese 
Wirkung  des  Wasserdampfbs  zufolge  unserer  Tabelle  desto  grSaser,  j% 
kleiner  der  Luftdruck  p^  und  je  grösser  die  Temperatur  ^  ist,  bei  welcher 

die  Luft  ihren  Sättigungspunkt  erreicht;  denn  t  =  — .  ,>-  hängt  in  dersol- 

ben  Weise  von  p^  und  i^  ab.  Damit  sind  meine  früheren  Behauptangea 
Aber  das  Verhalten  feuchter  Luft  bei  der  Ausdehnung  bewiesen. 

3.     Der  labile  Gleichgewichtszustand  in  der  Atmosphäre. 

Sei  in  der  Höhe  x  ttbor  der  Erdoberfläche  p  die  Spannung,  v  das  Vo- 
lumen der  Gewichtseinheit  (l  Kil.)  und  /  die  Temperatur  der  atmosphäri- 
schen Luft.  Dann  findet  nach  Mariotte  und  6ay-Lussac  die  Gleichung 
statt: 

5)  pt;  =  Ä.(a  +  0, 

indem  Ä  =  29,272  und  a  ==  273.  Der  Höhe  x+  dx  entspricht  eine  ge- 
ringere Spannung  p  +  dp^  weil  das  Gewicht  der  über  einem  Quadratmeter 

Orundfiäche  befiodlichen  Luftsäule  abgenommen  hat  um  —dx.  Denn  v  ist 
das  Volumen  der  Gewichtseinheit,  und  daher  —  das  Gewicht  der  Volumen- 

V 

einheit.     Also  folgt: 
oder  wegen  Gleichung  5) : 


—  dp  =  ^  .dx. 

V 


6)  *'''-      *' 


p      Ä(«+o 

Ist  die  Temperatur  der  Luft  ttbenll  dieselbe,  »Iso  (  unabblngig  Ten  x. 
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und  bezeichnet  p^  die  Spannung  der  Lnft  in  der  Höhe  h ,  so  folgt  aus  6) 
durch  Integration  die  bekannte,  bei  barometrischen  Höhenmessungen  be- 
nutzte Gleichung: 

7)  lognai^  =  ' 


P        üia  +  t) 

Ich  will  aber,  den  Beobachtungen  besser  entsprechend,  die  Temperatur  der 
Luft  als  nach  oben  hin  abnehmend  voraussetzen.  Ich  bezeichne  dieselbe 
in  der  Höhe  k  mit  i^  nnd  das  entsprechende  Volumen  der  Gewichtseinheit 
mit  »,,,  so  dass  auch  die  Gleichung p^. »,,  =  Ä(a  +  Q  gilt.  Ferner  will  ich 
annehmen,  dass  zwischen  den  Höhen  h  und  x,  yon  denen  h<C  a:  sei,  die 
Temperatur  gleichmässig  von  /^  bis  t  abnehme.  Diese  Voraussetzung 
ist  auch  in  der  wirklichen  Atmosphäre  jedenfalls  zulässig,  wenn  die  Diffe- 
renz X  —  h  nuft  klein  genug  gewählt  wird.  Die  Temperaturabnahme  be- 
irre T  Grade  für  je  100  Meter  lothrechter  Erhebung.    Dann  folgt: 

und  hieraus : 

dt 
rfa:  =  —  100  .  — . 

T 

Die  Gleichung  6)  nimmt  daher  die  Form  an : 

dp_IOO        dt 

woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 

100        X      h 
Da  nach  Gleichung  8)  —  =  — —  ist,  so  erhalten  wir  beiläufig  ftlr  die 

Höhendifferenz  den  Ausdruck : 


also  einen  wesentlich  anderen  als  den  aus  7)  sich  ergebenden: 

a;  —  Ä  =  Ä(a  +  /)  •  lognat^. 

Nach  der  ersteren  dieser  beiden  Formeln  berechnet  sich  aus  den  Saussure'- 
sehen  Barometer-  und  Thermometer  -  Beobachtungen  beispielsweise  die 
Montblanc-Höhe  zu  4437  Metern ;  aus  der  letzteren  zu  4431  Metern,  so  dass 
die  Temperaturabnahme  in  der  Atmosphäre  auf  barometrische  Höhen- 
messungen keinen  nennenswerthen  Einfluss  äussert, 

Fttr  meine  Zwecke  bringe  ich  Gleichung  9)  auf  die  Form : 


,0)  (f)^^: 
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und  multiplicire  dieie  mit  der  Mar.  and  GajLassac'scben  Gleichung: 

Dann  ergiebt  sich : 

Da  /q  >  t  angenommen  wurde  wegen  h^x  Gleichung  8)^  so  ist  r^  >  v 
wenn 1  positiv  oder  >  0,  und  »q  <  p,  wenn  —  —  1  negativ  oder  <  0 

ist.     Die  Luft  ist  also  unten  in  der  Höhe  h  stürker  ausgedehnt,  und  daher 

100  100 

specifisch  leichter  als  oben  in  der  Höhe  x,  wenn  t  >--;r  oder    -      -,  d.h. 
^  '  Ä  29,272 

wenn  die  Temperatur  für  je  100  Meter  vertikaler  Erhebung  um  mehr  als 

100 

oder  a,42  Grad  Celsius  abnimmt.     Die  Luft  ist  unten  seh  wer  er  ^Is 

29,272  ' 

oben,  wenn  ihre  Temperatur  für  je  100"*  Erhöhung  um  weniger  als 
3^,42  sinkt. 

Bringen  wir  ferner  aus  der  Höhe  h  eine  beliebige  Luftmenge  ohne 
&usserliche  Zuführung  oder  Entziehung  von  Wärme  in  die  Höhe  or,  so 
sinkt  ihre  Spannung  von  p«  &uf  p.  Gleichseitig  nimmt  wegen  der  Aas- 
dehnung ihre  Temperatur  /q  ab.  Die  neue  niedrigere  Temperatur,  die  ich 
mit  f  bezeichnen  will,  ergiebt  sich  aus  Foisson's  Gleichung: 

c  0  2377 

in  welcher  •=  t^  =  424 . -^-i— =  3|443  ist,  wenn  die  Luft  trocken,  da- 
AR  29,272  * 

gegen  nach  Tabelle  II  sehr  verschiedene  Werthe  hat,  je  nach  dem  Wasser- 
dampfgehalt, wenn  die  Luft  feucht  ist.     Nach  Gleichung  10)  ist  aber  auch 

^Iz^f-ti")]^  so  das  folgt: 

— — —  I  : 

100  100 

Da  /q  >  /  ist,  so  muss  auch  f  >  i  sein,  wenn  t  —  ~-  positiv  oder  t  >  -^-— 

Rt  R  •  § 

100 
ist;  dagegen  ist  f  <.t,  wenn  t  <^-.     Ist  die  Luft  trocken,  so  ergiebt  sich 

R  i 

also  der  Satz:  Die  von  unten  heraufgebrachte  Luftmenge  ist  wärmer  und 
daher  specifisch  leichter  als  ihre  neue  Umgebung,  sie  steigt  also  noch  wei> 
ter  in  die  Höhe,  wenn  die  Temperaturabnahme  der  Atmosphäre  für  je  100 


100 


Von  Dr.  Th.  Reye. 
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Meter  lotbrechter  Erhebung  mehr  beträgt,  als 


100 


oder  0,093  Gr. 


29,272  .  3,443 

CelBms;  sie  ist  kälter,  and  sinkt  daher  zu  ihrer  früheren  Lage  zurück, 
wenn  die  Temperaturabnahme  für  je  iOO*"  kleiner  ist  als  0,993  Grad.  Im 
ersteren  Falle  ist  der  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  ein  labiler, 
im  zweiten  ein  stabiler;  er  ist  ein  indifferenter,  wenn  die  genannte 
Temperaturabnahme  gleich  0,993  Grad  ist.  —  Uebrigens  ergeben  sich  für 
trockene  Luft  dieselben  Resultate,  wenn  eine  beliebige  Luftmenge  aus 
ihrer  Gleichgewichtslage  nach  abwärts  bewegt  wird,  statt  aufwärts. 

Ist  die  aus  der  Höhe  h  in  die  Höhe  x  gebrachte  Luftmenge  mit 
Wasserdampf  gesättigt,  so  erhalten  wir  für  c  verschiedene  Werthe  je  nach 
der  Temperatur  ^o  ^nd  Spannung  p^,  welche  die  Luft  bei  ihrem  Sättigungs- 
punkte in  der  Höhe  h  besass.     Demnach  wird  auch   die  Temperaturab- 

100 
nähme  T  = -jT- ,  bei  welcher  die  Luft  im  indifferenten  Gleichgewicht 

sich  befindet,  verschieden  ausfallen.  Für  die  verschiedenen  Werthe  von 
s  und  T  erhalte  ich  folgende  2  Tabellen  (vergL  Tab.  II): 

Für  p^  =  lOSSe"^"-  =  1  Atmosph., 


und       «0=  —10» 

0» 

10« 

20» 

30» 

1  f  ==      4,0 

fn\o±     f                  «.  . 

4,5 

5,5 

6,4 

8 

toigc  J 

(  T=      0,85 

0,76 

0,02 

0,53 

0,43 

Für  /io  =  5iÖ8^"'  =  i  Atmosph., 


und 


/,=  -vfi 

0» 

10» 

20» 

30» 

e—     4,49 

6,0 

7,33 

»,o 

11,0 

T  =     0,76 

0,57 

0,47 

0,38 

0,31 

folgt 


Ist  beispielsweise  irgendwo  in  der  Atmosphäre  die  Temperatur  10» 
und  die  Spannung  eine  (resp.  eine  halbe)  Atmosphäre,  so  befindet  sich 
dort  vorhandene,  mit  Wasserdampf  gesättigte  Luft  im  labilen  Gleichge- 
wicht, wenn  die  Temperaturabnahme  für  je  100""  lotbrechter  Erhebung 
mehr  beträgt  als  0,62  (resp.  0,47)  Grad  Celsius.  Diese  Tabellen  bewei- 
sen meine  früheren  Behauptungen,  dass  mit  Feuchtigkeit  gesättigte  Luft 
um  80  leichter  in  der  Atmosphäre  emporsteigt ,  je  niedriger  ihre  Spannung 
und  je  höher  ihre  Temperatur  ist.  Denn  die  zum  Aufsteigen  erforder- 
liche Temperaturabnahme  t  ist  kleiner  für  hohe  als  für  niedrige  Anfangs- 
temperaturen ig^  und  kleiner  für  />o  =  ^  Atmosps.  als  für  /)o  =  ^  Atmosph. 
Spannung.. 

19* 
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Bei  Aufstellung  der  Tabelle  II,  aus  welcher  die  Werthe  von  t  abge- 
leitet sind,  habe  ich  angenommen,  dass  die  expandirende  feuchte  Luft  auch 
den  condensirten  Wasserdampf  behalte  in  Form  tropf bareu  Wassers,  dass 
also  ihr  Oehalt  an  Feuchtigkeit  constant  bleibe.  Diese  Annahme  wird 
auch  für  feuchte  aufsteigende  Luftmassen  zulässig  sein;  denn  dieselben 
lassen  ihren  condensirten  Wasserdampf  keineswegs  sofort  als  Regen  fallen^ 
sondern  sie'reissen  ihn  als  Nebel  mit  sich  fort,  wie  bei  Wasserhosen  deut- 
lich zu  erkennen  ist. 

Ferner  nahm  ich  an,  dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre  nach  oben 
hin  gleichmässig  abnehme.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  darf  die  Tem- 
peraturabnahme gleichwohl  nirgends  mehr  betragen,  als  die  Werthe  von  % 
für  trockene  oder  feuchte  Luft  angeben,  wenn  nicht  das  atmosphärische 
Gleichgewicht  ein  labiles  sein  soll. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  sich  mit  Hülfe  der  oben  aufgestellten  Gleich- 
ungen auch  die  Geschwindigkeit  der  Luft  im  vertikalen  Strom  ohne  grosse 
Mühe  berechnen  lässt.  Im  aufsteigenden  Strome  ist  die  Geschwindigkeits- 
zunahme nach  oben  hin  nicht  beträchtlich  im  Vergleich  zu  der  bedeuten- 
den Anfangsgeschwindigkeit,  mit  welcher  bei  Wettersäulen  und  Wasser- 
hosen in  der  Kegel  die  unteren  Lnftmassen  in  den  Kanal  eintreten.*) 
Weil  nun  die  aufsteigende  Lnit  sich  allmälig  ausdehnt,  so  wird  der  Strom 
nach  oben  hin  breiter  werden  müssen ,  und  besonders  dort  wird  sein  Quer- 
schnitt sehr  bedeutend  werden,  wo  seine  Geschwindigkeit  (etwa  weil  die 
Lufttemperatur  nicht  mehr  rasch  genug  abnimmt  nach  oben  hin)  wieder  klei- 
ner wird  und  die  aufsteigende  Luft  allmälig  zur  Ruhe  kommt.  Wirklich  ist 
oft  bei  Wettersäulen  und  namentlich  bei  Wasserhosen  die  Beobachtung 
gemacht  worden,  dass  die  im  aufsteigenden  Strom  sich  bildende  Nebel- 
masse nach  oben  hin  immer  grössere  Querschnitte  annimmt,  so  dass  sie 
häufig  als  blosser  conischer  Ansatz  der  Wolken  erscheint. 

Die  wenig  übersichtlichen  Formeln  für  die  Geschwindigkeit  im  verti- 
kalen Luftstrom  will  ich  nicht  erst  entwickeln,  weil  auch  ohne  dieses  das 
eben  Gesagte  einleuchten  wird. 

Zürich,  den  7.  Januar  1864. 


*)  Nach  Martins  in  Pogg.  Ann.  81,  pag.  445,  verursachte  am  10.  Aug.  1847  eine 
Windhose  bei  Rouen  ein  Sinken  des  Barometers  um  6,34  Millimeter.  Der  Druck- 
diiferenE  von  6a'ns34  entspricht  aber  eine  Windgeschwindigkeit  von  36,17  Bietern  par 
Secunde  nach  der  Verdünnungsstelle  hin.  Dass  bei  solcher  Windgeschwindigkeit, 
die  sonst  nur  in  Orkanen  vorkommt,  180  grosse  Bäume  umgerissen  wurden,  ist  sehr 
begreiflieh'.  Nach  O  ersted  (in  Schahm.  Jahrb.  1838,  pag.  239)  fiel  durch  die  Wetter 
Büule  von  Eu  am  16.  Juni  1775  das  Barometer  um  2^  Linien,  worauf  sich  die  Qe- 
schwindigkeit  der  horauströmenden  Luft  zu  34'n,32  ergeben  würde. 
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XVm  Bemerkung  m  der  Abhandlung:  ,,TJeber  die  Anziehung  eines 
Cylinders'«  (diese  Zeitschrift,  8.  Jahrgang,  8.  342).     Von  Dr.  F.  Grube. 

Die  Formeln  5)  galten  ihrer  Herleitung  gemäss  für  alle  Punkte,  die 
innerhalb  des  Cjlinders  selbst  oder  innerhalb  des  verlängerten  Mantels 
liegen.  An  den  Formeln  für  Y  und  Z  lässt  sich  aber  eine  kleine  Vereinfach- 
ung anbringen,  nach  welcher  man  auf  der  Stelle  erkennt,  dass  sie  auch  für 
äussere  Punkte  unverändert  gelten ;  und  daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass 
auch  die  Formel  für  X^  nach  Weglassung  des  vor  dem  Integral  stehenden 
Gliedes,  für  äussere  Punkte  gilt. 

Y  ist  nach  5)  die  Differenz  zweier  Integrale  von  der  Form 
2» 

(y— «')co5^gw^+*)«^^<'^^ — ßccosri; 

WO 

a>«  =  {acostl;  —  by  +  {ßsiml;  —  cf. 
In  dem  Zähler   des  ersten  Bruches  unter  dem  Integralzeichen  kann  die 
Constante  c  wegbleiben.     Der  Zähler  des   zweiten  Bruches  ist   nämlich 
OdOy  und  somit 

2sr  2n 

Fähren  wir  im  zweiten  Integral  statt  ^  die  Veränderliche  0  ein,  so  wer- 
den die  Grenzen  in  Bezug  auf  0  dieselben;  das  unbestimmte  Integral  ist 
ein  Logarithmus,  das  bestimmte  Integral,  mit  gleichen  Grenzen,  ver- 
schwindet also.  Ebenso  können  wir  in  dem  Factor  des  Zählers  von  Z,  der 
b'^acos'^f  ist,  b  fortlassen. 

Benutzen  wir  jetzt  das  in  II.  gefundene  Resultat.  Dasselbe  bestand 
in  Folgendem.  Wenn  die  Grössen  b\  c\  a\  f[  den  4  Gleichungen  I),  II), 
III),  IV)  genügen,  so  ist  die  Anziehung  F,  die  der  Gjlinder  (A,  a,  ß)  auf 

o 

den  äusseren  Punkt  (a,  6,  c)  ausübt,  gleich  ~  F',    wo    F'   die   Anziehung 
*)  In  5)  steht  irrthämlicher  Weise  — absinip. 
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bedeutet,  welche  der  Cylinder  (ä,  «,  ^)  anf  den  für  ihn  inneren  Punkt 

(a,  h\  c)  ausübt.     Bilden  wir  also  Y'  nach  5):  inultipliciren  mit  ~  und  er- 

P 
setzen  die  gestrichenen  Buchstaben  mit  Hülfe  der  genannten  4  Gleichun- 
gen durch  die  ungestrichenen ,  so  wird  der  für  Y  hervorgehende  Ausdruck 
mit  dem  in  5)  für  innere  Punkte  vollkommen  identisch  werden.  Dasselbe 
gilt  für  2,  Die  Ausdrücke  für  Y  und  Z  in  5)  gelten  also  für  jede  Lage 
des  angezogenen  Punktes.  Untersuchen  wir  jetzt  die  X-Componente  für 
äussere  Punkte.  Es  ist  bekanntlich  für  innere  Punkte 
dX  ,dY ,   dZ 

a;r+a^  +  a^  =  ~^"' 

und  wenn  wir  die  X  -  Componente  für  äussere  Punkte  vorläufig  durch  X' 
bezeichnen,  für  äussere  Punkte 

dX\  dY  ^  dZ 

"5—  +  "^  +  ^  =  ö- 

oa        ob       de 

Aas  diesen  beiden  Oleichungen  folgt,  da  Y  und  Z  für  innere  und  äussere 
Punkte  dieselben  Ausdrücke  sind, 

dX'       dX  , 
da        da 
-  oder  durch  Integration 

1)  X=X  +  47ta  +  C, 

wo  C  eine  Constante  in  Bezug  auf  a  ist.   Diese  Constante  muss  der  Art  sein^ 

dass  X'  für  a  =  —  verschwindet.     Setzt  man   in  1)  für  X  seinen  Werth 

aus  5),  und  dann  a  =  -^,  so  .ergiebt  sich,  dass  C  gleich  — 2nk  sein  muss. 

Es  ist  also 

X'=X+27t{2a  —  h), 
das  heisst,  es  ist  X'  gleich  X  nach  Weglassung  des  in  X  vor  dem  Integral 
stehenden  Gliedes  2n{h  —  2a).  Liegt  also  der  angezogene  Punkt  im 
Innern  des  Cylinders  selbst,  so  steht  in  X  vor  dem  Integral  das  Glied 
2n(h  —  2a);  liegt  er  innerhalb  des  verlängerten  Cylindermantels,  so  steht 
—  2nh  vor  dem  Integral;  liegt  er  ausserhalb  des  Mantels  und  des  verlänger- 
ten Mantels,  so  verschwindet  das  vor  dem  Integral  stehende  Glied.  Wir 
können  diese  drei  Fälle  zusammenfassen ,  indem  wir  sagen ,  vor  dem  Inte- 
gral steht  der  Ausdruck  2;re(a|  —  a),  wo  a^  den  Abstand  des  angezogenen 
Punktes  von  der  oberen  Basis  bezeichnet ,  und  £  entweder  1  oder  0  ist,  je 
nachdem  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Mantels  und  dessen  Ver- 
längerung, oder  ausserhalb  liegt.  Die  3  für  jede  Lage  des  angezogenen 
Punktes  gültigen  Formeln  der  3  Attractionscomponenten  eines  elliptischen 
Cylinders  sind  also  folgende : 
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2« 

r/^{a-^h)acos^      -•  a  a  cos  ^\{ß^ -0^)00811;  sin  iiß+ ab  simlf-ßc  cos  ^  ^ 
^={ttcoS'^  —  by  +  {ßsinip^c)*. 


'in 

ß     Cr  (a — x)sini^  nsin^    -1  < 


XIX.  Ueber  die  senkrecht  gegen  die  Aze  geriehteluB  Ansiehnngs- 
oemponente  eines  kreisförmigen  Kegels.    Von  Dr.  F.  Grube  zu  Hamburg. 

Für  die  AnsiehaDgscomponente  eines  elliptischen  Cylinders,  die  paral- 
lel gegen  eine  Axe  a  der  Grundfläche  gerichtet  ist,  hat  sich  folgender»  für 
jede  Lage  des  angegebenen  Punktes  gültige,  Ausdruck  ergeben 

'In 

0     "  '  ' 

<p»=  {acos^—by  +  (|}#th^  —  cy. 
Hierin  bedeuten  a,  6,  c  die  Coordinaten  des  angesogenen  Punktes,  bezogen 
auf  den  einen  Endpunkt  der  Cylinderaxe  als  Anfangspunkt,  und  auf  die 
Cylinderaxe  und  auf  die  Axen  a  und  ß  der  Basis  als  Coordinatenaxen ; 
X  bedeutet  die  Höhe  des  Cjlinders.  Differenziren  wir  Y  nach  x^  so  er- 
balten wir  die  parallel  gegen  die  a-Axe  gerichtete  Componente  T'  einer 
elliptischen  Scheibe  von  der  Dicke  dx  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  dessen 
Entfernung  von  der  Scheibe  a  —  x  ist  und  dessen  Projection  auf  die 
Scheibe  der  Coordinaten  b  und  c  hat ,  bezogen  aof  die  Axen  a  und  ß  der 
Scheibe.     Es  ergiebt  sich 

2j»  2s 


Y  s=s  —  -^dx  I -^ -^=sßdx  I  sin^d 

2      y  [(a-;r)«+<D»]f  J 


nnd  hieraus  durch  theilweise  Integration 

1)  r^-ßdxT--^^^^^^. 

Um  nun  die  Componente  eines  elliptischen  Kegels  zu  erhalten,  der  die 
Höhe  h  und  dessen  Basis  die  Axen  tt  und  ß  hat,  legen  wir  die  Spitze  des 
Kegels  in  den  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstemes,  und 
lassen  seine  Axe  nnd  die  Axen  seiner  Basis  mit  den  Coordinatenaxen  zu- 
sammenfallen. Wir  zerlegen  ferner  den  ganzen  Kegel  in  lauter  unendlich 
dünne  Scheiben  von  der  Dicke  dx^  durch  Ebenen,  die  parallel  mit  der 
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Basis  des  Kegels  sind.     Die  Axen  einer  Elementarsoheibe  in  der  Entfer- 
nung X  von  der  Spitze  des  Kegels  sind  —   und  ^  ;    die    Componente    F' 

CLX  _   ßx 

der  Scheibe  ergiebt  sich  also  aus  1),  wenn  wir  darin  -r-   nnd  ^      statt     a 

und  ß  setzen.     Man  erhält 

2% 


h     J  y{a-xy+o,* 


Integrirt  man  diesen  Ausdruck  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  A,  so 
erhält  man  für  die  Anziehung  T  eines  Kegels  parallel  zur  a-Axe  seiner 

X 

Basis  folgende  Formel,  wenn  man  fär  x  eine  neue  Variabele  ~-  einführt: 

h 

2%  i 

y  ^  y{a  —  hxf+{cLXCosi{>  —  bf+  {ßxsin^—cy 

Hieraus  erhalten  wir  für  den  kreisförmigen  Kegel,  dessen  Radius  a  ist,  für 
die  senkrecht  gegen  die  Axe  gerichtete  Componente 

n  i 


r=---2ahJcos^d^Jy^, 


0  ö 

J?=(a — hxf  +  o?x^+h^^-2abxcos^if 

=  (a«  +  f^)x^  —  2{ah  +  abco8:^>)x  +  c^  + 1^. 

Wir  wollen  die  Integration  nach  x  ausführen.     Es  ist 


/'xdx yR  ah  +  ahcosfp  Pdx 

yW~V+J^  ■*■         i«TÄ^      J  YR 


und         ' 

i 


'>  /ri-iTKr- '»"•<♦'■ 


^  ys    )/?+F 


wo 


_ t^  +  h^  —  ah—abcos^+j/c^  +  h^  /("a— A)'+ft*+6»— 2tt6co5» 

Es  ist  also 

2ah      C  / 2aÄ 
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wo 


/=  l{ah  +  abcog'p)cosflfl0gF{ifi)d^. 

0 
Aas  /  mache  ich  zwei  Integrale 

J  —  jfahcosil^+abcosrl/^-'—^  logF{^)d^+^    riogF{^)d'^. 

0  0 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  verwandelt  sich  durch  theilweise  Inte- 
tion  in 

% 

0 
.Dies  Integral  ist  aas  ganzen  elliptischen  und  aas  rein  algebraischen  Inte- 
gralen zusammengesetzt.     Substituiren  wir  dasselbe  in  /  und  den  daraus 
für  /  hervorgehenden  Werth  in  3),  so  wird 

n 


2  ah 


In  dem  letzten  Integral  ersetzen  wir  logF{ilf)  nach  2)  wieder  durch  das 
bestimmte  Integral,  woraus  logF{^)  entstanden  war;  dann  wird 

1         n 
*d'^ 

w 


0         0 


Substitniren  wir  in      / — -^  statt  cos^  den  Werth  2co**  ^  —  1,  so  erhal- 

0 

ten  wir  ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  Gattung : 

«                                                          ? 
/jfi(;___ ? n d;^ 


0       '^  ^ 


Aab,x 


{hx—ay  +  iax  +  by  ' 
Es  ereignet  sich  also  der  merkwürdige  Umstand,  dass  die  senkrecht 
gegen  die  Aze  gerichtete  Componente  eines  Kegels  von  ganz 
denselben  Integralen  abhängt,  aus  denen  das  Potential  eines 
Cylinders  zusammengesetzt  ist.     Auch  dies  enthält  nämlich  ausser 
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elliptischen  Integralen  noch  ein  Doppelintegral  derselben  Art  wie  das  vor- 
stehende. (Vgl*  Röthig,  das  Potential  eines  homogenen  rechtwinkligen 
Cjlinders,  Crelle's  Journal,  Bd.  61,  pag.  185.)  Entwickeln  wir  das  ganze 
elliptische  Integral  in  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  seines  Moduls  fort- 
schreitet, so  erhalten  wir 

1       %  1 

Cdx  C'^^—nf  ^^ 


x^dx 


%  [(Ax-a)'+(«*+6)']'^' 

Das  Integral  vor  dem  Snmmenzeiohen  ist  ein  logarithmisehes ,  und  die  In- 
tegrale unter  dem  Summenzeichen  sind  rein  algebraische,  und  zwar  rationale 
Functionen  von  der  Wurzelgrösse  j/ijix — ö)*-f  (aa:-f  ft)*  und  von  den  in  ' 
ihr  enthaltenen  Constanten.  Ueber  die  Entwickelung  derselben  vgl.  z.  B. 
Sohnckes  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung, pag.  229  und  231. 

Von   der  Oonvergenz  der  vorstehenden  Reihe  tiberzeugt  man  sich 
leicht.     Die  Reihe  convergirt  gewiss,  wenn  folgende  Reihe 


1 

<*>     /*    (a  ^h  ^\n 

0 


f    r   {4abx) 
1  J  {ax  +  b)^ 


Uabx)^ 
convergirt.     Der  Bruch  ,      a.jAgnTi  ^*^  ^^^^  positive  Werthe  von  x)  nur 

ein  Maximum,  welches  also  das  absolute  Maximum  ist,  und  zwar  findet 
dasselbe  statt  für 

nb 


X'- 


«-0- 


'a{i+ny 


Für  wachsende  n  wird  also  ^a;^  =  — .    Ist  also  ^}>a,  so  findet  das  Maxi« 

tt 

mum  des  Bruches  in  dem  Intervall  von  n;  =  0,  bis  x  £=  1,  für  x  =  l  statt; 

ist  6  <C  a»  80  findet  es  für  x  =  — ; — ; — r  statt;  für  6  >  a  ist  also  der  Werth 

das  X,  für  welchen  das  Maximum  stattfindet,  von  n  unabhängig ^  für  b^a 
wird  dieser  Werth  für  wachsende  n  immer  mehr  von  n  unabhängig,   da 

limx^=^—.     Wir  können  also  sagen,  dass  für  ein  hinlänglich  grosses  n 

immer  für  dasselbe  o:,  für  welches 

•    (4a6a?)* 

seinen  grössten  Werth  p  annimmt,  auch 
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{4abxy 


«H-i 


seinen  grössten  Werth  q  annimmt.     Es  ist  also 

4abxQ 

wo  z  ein  echter  Brach  ist.     Nennen  wir  den  grössten  Werth,  den 

{ax  +  b)^-^ 
in  dem  Intervall  von  o;  =  0  bis  o:  =  1  annimmt,  r,  so  ist 

r  s=zq^=zp*  n,  B.  w. 
Setzen  wir  also  überall  in  den  aufeinander  folgenden  Integralen  statt 
{4abx)''  (4«&a?)"+^ 

(«a:+6)2'H-l'    («x+ft)^*^.'  ®^''' 
resp.  die  Constanten  Werthe 

p,  zp,  z^p  etc., 
80  vergrössem  wir;  dann  werden  die  Integrale  selbst  aber  resp.  p,  zp,  z^p 
etc.  \  also  ihre  Summe  wird 

also  convergent 

Der  Ausdruck  für  T  vereinfacht  sich  bedeutend  für  den  speciellen  Fall, 
dass  a=h  und  6= er  ist,  d.  h.  wenn  der  angezogene  Funkt  auf  dem  Rande 
liegt.  Die  elliptischen  Integrale  verwandeln  sich  in  algebraische,  deren 
Entwickelung  nach  bekannten  Formeln  der  Integralrechnung  erfolgt.  Das 
letzte  Integral  in  4)  wird  man  in  diesem  Falle  zweckmässiger  auf  die 
folgende  Weise  behandeln.     Durch  theilweise  Integration  wird 

%  % 


-         'W 


Es  wird  ferner 


/'  dFM  ^  r^       <pcosq>d(p  a  ^     - 

0  0  ^ 

wo  %  die  Neigung  der  Seitenlinie  gegen  die  Basis  bedeutet«     Setct  man 
untp^^Xy  so  wird 

1 


/^       ipcos(pdg>  rare  sin  xdx 

sin (p{l'^m sing))      J  x(l+mx) 

0  0 

1  1 

_   rare  sin  X  ^^^  f  (_i)i.+i,„«+i  /«»arcwnardor. 
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1-1       .11             arcstnx  ..-..,  .  i      .  i 

Entwickelt  man  m  eine  Reihe;  so  ergiebt  sich 


/ 


1 
arcstnx  ,  .    1      1    .   1.3     1 


da;  =  l+--.— -4-— -.—--!-.. 
0 
Für  das  zweite  Integral  benatze  man  die  Formel 

1  1 


I  x^ arcstnx ax=::^ ; 1  — — 

J  2  n  +  1       n  +  lji/i 


'a:"+*  dx 


0  •     0    ^' 

Es  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Beductionen,  wenn  man  den  erhalte- 
nen AnsiJrnck  für  Y  noch  mit  2  maltipHcirt,  wodurch  man  die  Gesammt- 
anziehung eines  Doppelkegels  auf  einen  Punkt  seines  Randes  erhält,  für 
R  folgender  Werth: 

1+cosS 


R  =  2hcos  e*  [2  —  2  ö/^r  S+ncos  Slog  -^ 


secS 


+„cos&>Q,+^,cose'+l^-^,cose*+...)j 

Zwei  ähnliche  Doppelkegel  ziehen  also  einen  Punkt  ihres 
Randes  mit  einer  Intensität  an,  die  proportional  ist  der  Höhe 
oder  dem  Radius. 


XX.     Aufgaben  von  Prinz  B.  Boncompagmi.     1.  Die  ganzen  Zahlen- 
werthe  der  Grössen  x^  n^  r  zu  bestimmen,  welche  die  Summen 

^+{oo+ry+{x+2ry+....+[x+{n-})rY 
zu  einer  Cubikzahl  machen. 

2.  Die  ganzen  Zahlenwerthe  der  Grössen  x,  n,  r  zu  bestimmen,  welche 
der  Gleichung  genügen : 

x'+{x+ry+{x+2ry+....  +  [x  +  {n  —  l)rY  =  {x+nr)K 


XXL  Heber  das  Verhalten  dei  Chlortilbers,  Bronuilbers  und  Jod- 
Silbers  im  Licht  und  die  Theorie  der  Photographie  von  Hermann  Vogel 
(Pogg.  Ann.  Bd.  119,  S.  l).  Der  Verfasser  macht  zunächst  auf  die  Ver- 
besserungen aufmerksam,  welche  die  photograpbischen  Manipulationen  seit 
einer  Reihe  von  Jahren  erlitten  haben ,  so  dass  die  photographischen  Bil- 
der in  einem  hohen  Grade  von  Vollendung  hervorgebracht  werden  und 
die  Photographie  der  Wissenschaft  schon  wesentliche  Dienste  leisten 
konnte.  Dabei  ist  aber  die  Theorie  der  Photographie  auf  einem  Stand- 
punkte stehen  geblieben,  welcher  noch  manche  photographische  Details 
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unerklärt  Iftsst.  Um  die  der  Photographie  zu  Grande  Hegenden  Funda- 
inentalerscheinuDgen  festzustellen ,  hat  Verfasser  seit  3  Jahren  theils  Ex- 
perimente früherer  Experimentatoren  wiederholt,  theils  selbstständige  neae 
Versachsreihen  ausgeführt  und  übergiebt  nun  den  ersten  Theil  seiner 
Untersachnngen  dem  wissenschaftlichen  Pablikum.  Der  photographische 
Process  lässt  sich  hiernach  aaf  folgende  Weise  beschreiben  nnd  erklären : 
Der  Photograph  überzieht  eine  Glastafel  mit  einer  dünnen  Haut  von 
Collodium,  die  mit  Jod-  und  Bromsalzen  {KJ,  KBr^  NaJ,  Na  Br,  CdJy 
Cd  Br  etc.)  getränkt  ist.  Diese  Tafel  wird  hierauf  sensibilisirt,  d.  h.  eine 
neutrale  oder  angesäuerte  Lösung  von  1  Theil  salpetersaurem  Silberoxyd 
in  10  Theilen  Wasser  getaucht  und  nach  kurzer  Zeit  (etwa  2  Minuten) 
wieder  herausgezogen.  Die  CoUodiumhaut  auf  der  Glastafel  ist  dann  mit 
Jod-  und  Bromsilber  und  freier  Höllensteinlösung  imprägnirt;  die  Glas- 
tafel mit  CoUodiumhaut  wird  nun  in  der  Camera  ohscura  einige  Zeit  be- 
lichtet (exponirt),  sie  zeigt  nachher  keine  Spur  eines  Bildes,  dieses  er- 
scheint erst,  wenn  sie  im  dunklen  Zimmer  mit  einer  saureu  Eisenvitriol- 
lösung  Übergossen  wird.  Der  Eisenvitriol  mischt  sich  mit  der  Silber- 
lösung in  der  CoUodiumhaut  und  bewirkt  einen  Niederschlag  von  körnig 
pulverigem  Silber,  der  sich  an  den  belichteten  Stellen  der  Jodsilberschicht 
anlegt  und  dadurch  das  Bild  sichtbar  macht.  Das  so  sichtbar  gemachte 
negative  Bild  besteht  demnach  aus  einer  Menge  Silberkörnchen,  wie« eine 
Bleistiftzeichnung  aus  einer  Menge  einzelner  Graphitkörnchen  besteht.  Es 
wird  nach  dem  Abwaschen  mit  einer  sauren  Lösung  von  Pyrogallussäure 
und  salpetersaurem  Silberoxyd  Übergossen,  wodurch  sich  abermals  ein 
pulveriger  Silberniederschlag  bildet,  der  sich  an  dem  bereits  vorhandenen 
Bilde  anlegt  und  dasselbe  achwärzer  macht  (Verstärkungsprocess).  Das 
80  erhaltene  Bild  wird  gewaschen  und  dann  mit  unterschwefligsanrem  Na- 
tron fixirt,  hierauf  nochmals  gewaschen. 

Um  hieraus  ein  Papier  positiv  herzustellen,  wird  mit  Kochsalzauf- 
lösung getränktes  und  mit  Eiweis  oder  Arrowroot  überzogenes  Papier  auf 
Höllensteinlösung  schwimmen  gelassen,  dann  getrocknet  und  das  so  mit 
Chlorsilber  und  salpetersaurem  Silberoxjd  imprägnirte  Papier  mit  dem 
gefirnissten  Negativ  bedeckt  dem  Lichte  ausgesetzt.  Das  Licht  scheint 
durch  die  hellen  Stellen  des  Negativs  mehr  als  durch  die  dunklen  Stellen 
nnd  copirt  jene  braun,  diese  bleiben  weiss.  Waschen,  Eintauchen  in 
dünner  Goldlösung,  abermaliges  Waschen,  Fixiren  mit  unterschwefligsan- 
rem Natron  sind  die  darauf  folgenden  Operationen. 

Die  theils  schon  in  dieser  Beschreibung  enthaltenen,  theils  noch  nicht 
mitgetheilten  Resultate  von  VogeTs  Arbeit  sind  nun: 

1.  Beim  Belichten  von  reinem  Chlor-  und  Bromsilber  entsteht  Sub- 
chlorüi  und  Chlor,  Subbromür  und  Brom ,  reines  Jodsilber  erleidet ,  wenn 
es  durch  Füllung  mit  überflüssiger  Silberlösung  dargestellt  worden  war, 
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eine  geringe  Färbung  im  Lichte,  nie  aber  konnte  dabei  eine  Zersetsung 
dieses  Salzes  nachgewiesen  werden. 

Die  Einwirkung  des  Lichtes  auf  Chlorsilber  (Jod-  und  Bromsilber 
wurden  bisher  selten  zu  Belichtungsversuchen  benützt)  erklärte  man  früher 
auf  Grund  von  wohl  unzureichenden  Versuchen  auf  die  mannigfaltigste 
Weise:  Einige  meinten,  die  Farbenrerändernng  finde  ohne  chemische  Zer^ 
Setzung  statt,  Andere  glaubten,  das  Silberchlorid  zerfiele  hierbei  in  Metall 
und  Chlor,  noch  Andere,  es  zersetze  sich  in  Subchlorür  und  Chlor,  ausser* 
dem  war  die  Meinung  sehr  verbreitet,  trockenes  Chlorsilber  zersetze  sich 
gar  nicht  im  Lichte.  Vogel  stellte  sich  nun  die  drei  in  Rede  stehenden 
Haloidsalze  des  Silbers  mit  der  grdssten  Sorgfalt  dar  und  bewahrt«  ihr 
toockenes  Pulver  im  Dunklen  auf.  Als  er  Glasröhrchen  mit  den  Silbersalzea 
gefallt  in  Sonnenlicht  oder  diffuses  Tageslicht  stellte,  trat  bald  bei  Chlor- 
silber violette,  beim  Bromsilber  graue  Färbung  unter  Ausscheidung  von 
resp.  Chlor  oder  Brom  ein.  Bei  Jodsilber  trat  keine  Färbung  ein ,  wenn 
es  aus  überschüssiger  Jodkaliumlösung  gefüllt  worden  war,  wohl  aber, 
wenn  man  es  aus  überschüssiger  Silberlösung  gefüllt  hatte;  in  keinem 
Falle  aber  war  eine  Ausscheidung  von  Jod  nachweisbar. 

Da  dem  Monate  lang  dem  Sonnenlichte  exponirt  gewesenen  Chlor- 
oder Bromsilber  durch  Kochen  mit  Salpetersäure  keine  Spur  von  Silber 
zu  efltziehen  war,  so  schloss  Vogel,  dass  sich  bei  der  Belichtung  nur  Chlor- 
nnd  Subchlorür,  Brom-  und  Subbromür  gebildet  haben  könne.  Dieser 
Schluss  konnte  durch  den  Umstand  nicht  im  Geringsten  gefährdet  werden, 
dass  exponirtes  Chlor-  oder  Bromsilber  nach  der  Behandlung  mit  Ammo- 
niak einen  ganz  aus  Silber  bestehenden  oder  metallisches  Silber  beige- 
mischt enthaltenden  Rückstand  liefert,  denn  Vogel  zeigte,  dass  auf  ande- 
rem Wege  dargestelltes  Subbromür  und  Subchlorür  des  Silbers  durch 
Ammoniak  in  metallisches  Silber  und  sich  lösendes  Bromür  und  Ghlorttr 
zerlegt  werden. 

2.  Die  trockenen  und  mit  Wasser  befeuchteten  Haloidsalze  des  Silbers 
verhalten  sich  gegen  das  Licht  gleich.  Säuren  verzögern  die  Lichtwirkung, 
manche  Substanzen  verhindern  sie  ganz,  wenn  die  Silbersalze  in  ihnen 
suspendirt  sind ,  entweder  indem  sie  mit  den  Silbersalzen  lichtbeständige 
Verbindungen  bilden,  oder  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  absorbiren  etc. 

3.  Aus  einer  reinen  Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  wird  durch 
das  Licht  Silber  ausgeschieden.  Ob  damit  die  Ansicht  vonSchnauss, 
Hardwich  u.  A.  umgestossen  wird,  dass  Höllensteinlösung  nur  vom 
Lichte  zersetzt  wird,  wenn  ihr  organische  Substanzen  beigemengt  sind, 
möchte  ich  bezweifeln,  denn  Vogel  hat  nicht  angegeben ,  ob  er  mit  der 
grössten  Sorgfalt  wirklich  die  geringste  Spur  organischer  Beimengungen 
von  der  Silberlösung  ausgeschlossen  hatte.  Die  Theorie  der  Photographie 
ist  jedoch  von  diesem  eben  mitgetheilten  Resultate  Vogel's  ganz  unab- 
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hftngig,  da  beim  Beiich tungsprocess  das  Salpetersäure  Silberoxjd  stets  mit 
organischer  Materie  in  Berührung  ist. 

4.  Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  in  Berührung  mit  den  Ha- 
loidsalzen  des  Silbers  befördert  deren  Zersetzung  in  der  Weise,  dass  sogar 
Jodsilber  zerlegt  wird ,  hierbei  liefern  die  Haloidsalze  Subverbindungen, 
und  die  Höllensteinlösung  metallisches  Silber. 

ö.  Die  Yon  Schnauss,  Hardwich,  Monckhoven,  Davanne 
u.  A.  gemachten  Angaben ,  dass  die  reinen  Haloidverbindungen  des  Sil- 
bers durch  reine  Pyrogallnssäure  oder  Eisenvitriollösung  nicht  ent- 
wickelt werden,  fand  Vogel  bei  seinen  Versuchen  bestätigt,  er  fand  aber 
auch,  dass  die  drei  Haloidsalze  des  Silbers  durch  die  Belichtung  die  Fähig- 
keit erlangen,  in  statu  nascenti  sich  ausscheidendes  körniges  Silber  anzu- 
ziehen und  festzuhalten,  wie  dies  die  oben  angegebenen  Experimentatoren 
bereits  früher  angegeben  hatten.  Vogel  fand  zum  Entwickeln  eine  Flüssig- 
keit aus  Pyrogallussäure  und  Höllensteinlösung  bestehend,  nicht  geeignet, 
da  sich  körniges  Silber  aus  ihr  so  rasch  absetzt,  dass  auch  die  unbelichte- 
ten  Partieen  eines  Silberhaloidsalzes  damit  überzogen  wurden,  war  aber 
bei  den  genannten  Substanzen  von  vorn  herein  Citronensäure  dabei,  so 
erfolgte  der  Silberniederschlag  ganz  allmälig  und  setzte  sich  bei  kurzer 
Einwirkung  der  Entwickelungsflüssigkeit  nur  an  die  belichteten  Stellen 
an.  Am  besten  wirkte  die  Entwickelungsflüssigkeit  auf  belichtetes  Jod- 
silber, weniger  gut  auf  belichtetes  Bromsilber  und  am  schlechtesten  auf 
belichtetes  Chlorsilber.  Hierbei  ist  auffällig,  dass  exponirtes  Silberhaloid- 
salz  um  so  begieriger  körnigen  Silberniederschlag  an  sich  zieht,  je  weniger 
Farbenveränderung  es  an  und  für  sich  bei  der  Belichtung  erleidet. 

6.  Wie  schon  früher  Claudet  (Phil.  Mag.  XXXV.  374)  beim  Da- 
guerre'sohen  Proeess  dem  L  ichte  a)  eine  zersetzende  Wirkung  auf  die 
Jod-  oder  Bromsilberfläche,  b)  demselben  die  Wirkung  zuschrieb ,  dass  es 
der  empfindlichen  Fläche  die  Fähigkeit  ertheile,  Quecksilberdämpfe  zu 
condensiren,  so  schreibt  auch  Vogel  dem  Lichte  die  Wirkung  zu  a)  die 
Haloidsalze  des  Silbers  zu  fUrben  und  zu  zersetzen  (photochemische  Wir- 
kung), b)  diesen  Haloidsalzen  die  Fähigkeit  zu  ertheilen ,  einen  körnigen 
Silbemiederschlag  an  sich  zu  ziehen  (photographische  Wirkung).  Das 
Jodsilber  ist  photochemisch  am  wenigsten  empfindlich,  aber  photographisch 
am  empfindlichsten.  Seit  die  Haloidsalze  des  Silbers  während  der  Expo- 
sition mit  Flüssigkeiten  in  Berührung,  so  wird,  wenn  auch  dieselben  gleich 
nach  der  Belichtung  abgespült  werden,  entweder  eine  grössere  oder  ge- 
ringere photographische  Empfindlichkeit  beobachtet,  als  wenn  die  Haloid- 
salze des  Silbers  im  reinen  Zustande  exponirt  gewesen  wären.  Durch 
Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  wird  die  photographische  Empfind- 
lichkeit gesteigert,  durch  Säuren  oder  Jodkaliumlösung  verringert«  Vogel 
fand  ferner  die  für  die  Theorie  der  Photographie  wichtige  Thatsache  durch 
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directe  Versuche,  dass  eine  Mischung  von  Brom-  nnd  Jodsilber  photo- 
graphisch  empfindlicher  ist,  als  reines  Jodsilber. 

7.  Es  ist  schon  früher  von  Moser  beobachtet  worden,  dass,  wenn  man 
eine  jodirte  Platte  kurze  Zeit  in  der  Camera  belichtet  und  dann  Qneck- 
silberdämpfen  aussetzt,  sich  die  Quecksilberdämpfe  mehr  an  den  belichte- 
ten Stellen  niederschlagen ;  exponirt  man  aber  längere  Zeit  in  der  Camera, 
so  Verhält  man  später  ein  negatives  Bild ,  weil  sich  die  Dämpfe  mehr  an 
den  unbelichteten  Stellen  condensiren.  Bei  der  Photographie  auf  Collo- 
dium  hatte  man  schon  ähnliche  Wahrnehmungen  gemacht.  Vogel  beo- 
bachtete nun,  als  er  mit  reinen  Silberhaloidsalzen  durchdrungenes  Papier 
verschieden  lange  exponirte,  dass  bis  zu  einer  gewissen  kleinen  mit  zu- 
nehmender Lichtintensität  abnehmenden  Zeit  der  Exposition  die  Färbung 
bei  der  Entwickelung  zunimmt;  bei  längerer  Expositionszeit  nimmt  dann 
diese  Fähigkeit,  körnigen  Silberniederschlag  anzuziehen,  wieder  ab.  Die 
photographische  Empfindlichkeit  erreicht  demnach  bei  einer  gewissen  klei- 
nen Expositionszeit  ihr  Maximum  und  nimmt  mit  Vergrösserung  der  Be- 
lichtungszeit wieder  ab.  Dr.  Kahl. 


XXn.  Ueber  Tropfenbildung.  Den  Comptes  rendus  1863,  S.  401,  ent- 
nehmen wir  folgende  Mittheilung  von  Meunier,  weil  sie  neu  ist.  Die 
Tropfen,  welche  beim  Filtriren  einer  alkoholischen  Auflösung  sich  'bilden 
und  auf  der  Flüssigkeit  umherschwimmen ,  ehe  sie  mit  ihr  sich  vereinigen, 
kann  man  auch  auf  andere  Weise  hervorbringen.  Bei  Alkohol,  Essig- 
säure, Aether  lassen  sich  Tropfen  auf  der  eigenen  Oberfläche  mit  einer 
Pipette  erzeugen.  Diese  Tropfen  berühren  die  Oberfläche  nicht,  denn 
Kugeln  von  reinem  Alkohol  bleiben  auf  einer  alkoholischen  Jodlösung  un- 
gefärbt. Bei  wenig  Flüssigkeiten  gelingt  die  Tropfenbildung  mit  der  Pi- 
pette, man  muss  bei  den  übrigen  Flüssigkeiten  eine  Schicht  einer  Flüssig- 
keit auf  die  zur  Tropfenbildung  verwendete  Flüssigkeit  bringen ,  die  sich 
mit  letzterer  nicht  mischt  und  nur  unter  der  Oberfläche  der  deckenden 
Schicht  langsam  eine  Pipette,  welche  mit  der  unteren  tropfenbildenden 
Flüssigkeit  gemengt  ist,  auslaufen  lassen.  Die  Tropfen  von  Schwefel- 
kohlenstoff unter  Wasser  dauern  am  längsten,  die  von  Wasser  unter  Ben- 
sin  sind  am  grössten.  Wenn  zwei  Flüssigkeiten  über  einander  geschichtet 
sind,  giebt  die  untere  Flüssigkeit  Tropfen  über  der  Trennungsschicht 
und  die  obere  Flüssigkeit  Tropfen  unter  der  Trennungsschicht.  —  Ich 
habe  die  von  Meunier  angegebenen  Versuche  selbst  angestellt  und  ge- 
funden, dass  sie  bei  einiger  Vorsicht  ganz  vortrefflich  gelingen. 

Dr.  EIahl. 


Kleinere  Mittheilun^cu.  289 

XXm.  Venuohe»  die  Brechnng  und  Dispersion  des  Lichtes  in 
Flüssigkeiten  betreffend«  Im  Cobiuos  vom  3.  Jali  1863  wird  über  eine  exr 
perimentelle  Arbeit  von  Giadstone  und  Dale  berichtet  und  unter  ande- 
ren folgende  Resultate  derselben  mitgetheilt:  l)  aus  der  Untersuchung  von 
ungefähr  00  Flüssigkeiten  geht  hervor,  dass  Brechung  und  Farbenzerstren- 
ong  mit  Erhöhung  der  Temperatur  abnehmen.  £s  ist  erfreulich,  dass 
dieser  Schluss  aus  der  Untersuchung  einer  grossen  Menge  von  Flüssig- 
keiten hervorgegangen  ist,  da  bis  jetzt  nur  die  Bestimmungen  der 
Brechungsexponenten  der  Linien  B  bis  H  bei  Cassiaöl  von  verschiedenes 
Temperaturen  als  experimentelle  Grundlage  vorhanden  waren.  2)  Die 
Brechung  eines  Flüssigkeitsgemisches  ist  nahezu  gleich  der  mittleren 
Brechung  der  Composanten.  Wenn  ich  diesen  etwas  undeutlichen  Aus- 
spruch recht  verstanden  habe,  so  müsste  der  Brecbungsindex  eines  Ge* 
misches  aus  gleichen  Theiien  Alkohol  und  Wasser  gleich  dem  arithmeti- 
schen Mittel  der  Brechnngsindices  der  Bestandtheile  sein.     Für  Wasser 

ist  nachDeville  n  =  l  3339;  für  Alkohol  w'=  1.3033,  daher ^  =  1.3486; 

während  Deville  für  gleiche  Theile  Alkohol  und  Wasser  beobachtet  hat 
1.3621.  Es  scheint  daher  viel  gerathener,  bei  dem  von  Ho  eck  bestätigten 
Gesetze  für  die  Brechungsexponenten  von  Flüssigkeitsgemischen  stehen 
au  bleiben,  lieber  zu  untersuchen,  ob  dasselbe  allgemein  gültig  ist,  als  ein 
Näherungsgesetz  aufzustellen,  dessen  Richtigkeit  sehr  problematisch  ist« 
3)  Wie  bei  den  homologen  chemischen  Reihen  ein  gesetzmässiger  Zu- 
sammenhang zwisclien  Siedepunkten  und  chemischer  Zusammensetzung 
besteht,  so  haben  Giadstone  und  Dale  einen  solchen  zwischen  Brechung 
und  Farbenzerstreuung  einerseits  und  chemischer  Formel  andererseits 
nachgewiesen.  4)  Isomere  Körper  differiren  entweder  sehr  in  ihren  opti- 
schen Eigenschaften,  wie  das  Anilin  und  Picolin  (C^^H'' N)^  oder  sie  har- 
moniren,  wie  z.  B.  Dolffs  früher  schon  beim  valeri ansäuren  Aetbylox-jd 
und  essigsaurem  Amyloxyd  (C^^  H^*  0*)  gezeigt  hat.  Dr.  KahIj. 


XZIT.  Heues  Verfahren  in  der  Photolithographie.  Es  ist  in  dieser  Zeit- 
schrift, Jahrg.  5,  S.  150,  erwähnt  worden,  dass  A.  R.  v.  P erger  eine  As- 
phaltlösung mit  Vortheil  aur  Hervorbringung  schöner  Bilder  auf  lithogra- 
graphischen  Stein  verwendet  hat,  welche  die  Aetzung  vertrugen.  Der 
Coemos^  Bd.  23,  S.  07,  enthält  die  Beschreibung  eines  anderen ,  vom  Capi* 
tän  Morvan  erfundenen  Verfahrens,  welches  zwar  wie  das  Verfahret 
von  Poitevin  Gebrauch  einer  Verbindung  der  Chromsäure  machte  sich 
aber  doch  wesentlich  von  dem  letzteren  unterscheidet.  Der  Btein  wird 
suerst  mit  einem  Firniss  aus  50  Gramm  doppelt  chromsaurem  Ammoniak, 
300  Gramm  Wasser  und  300  Gramm  Albumin  überzogen  und  nach  dem 
Trocknen  dieser  dünnen  Schicht  das  zu  copireade  Blatt  angelegt  und  nun 
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den  Sonnenstralilen  3  bis  3  Minuten,  oder  dem  diffusen  Lichte  10  Minuten 
lang  exponirt.  Wo  das  hindurchgehende  Licht  den  Firniss  trifft,  reducirt  es 
die  Chromstture  auf  Kosten  des  Albumins  zu  Chromoxjd;  wäscht  man  nach 
der  Exposition  den  Stein  mit  Seifenwasser  ab,  so  werden  die  den  schwar- 
zen Strichen  im  Original  entsprechenden  Stellen  des  Firnisses,  weil  sie 
nicht  verändert  worden  sind,  aufgelöst,  während  die  belichteten  Stellen, 
die  nun  aus  Chromoxjd  bestehen,  fest  am  Steine  haften;  den  hellen  Stellen 
des  Originals  entsprechen  Erhabenheiten,  den  dunklen  Stellen  desselben 
Vertiefungen.  Beim  Schwärzen  nehmen  nur  die  Vertiefungen  das  Schwarz 
an  und  der  Druck  liefert  somit  ein  positives  Bild.  Morvan  hat  auf  diese 
Weise  Landkarten,  Schriftzüge,  Federzeichnungen  etc.  mit  gutem  Erfolge 
copirt,  so  dass  der  Berichterstatter  im  Cosmos,  Ernest  Saint-Edme, 
welcher  dergleichen  Copieen  sah,  seine  Bewunderung  über  die  Oenanig- 
keit  der  Details  aussprach.  Welche  Substanz  man  übrigens  auch  bei  der 
Fhotolithographie  anwenden  mag,  allemal  ist  es  besser,  die  empfindliche 
Substanz  auf  Glas  aufzutragen  und  die  copirenden  Lichtstrahlen  von  der 
Glasseite  her  einwirken  zu  lassen.  Flacet,  welcher  dieses  Verfahren 
empfiehlt  (Cosmos,  Bd.  23,  S.  692),  wurde  durch  den  Umstand  darauf -ge- 
bracht, dass  beim  gewöhnlichen  Verfahren  die  mittleren  Tinten  nicht  wie- 
dergegeben werden,  indem  nur  die  Oberfläche  der  lichtempfindlichen  Sub- 
stanz verändert  wird ,  wenn  das  Licht  durch  nicht  ganz  helle  Partieen  des 
Originals  gewirkt  hat,  das  Lösungsmittel  nimmt  aber  dann  alle  Theile  der 
lichtempfindlichen  Substanz  weg,  wie  bei  den  Stellen ,  die  den  vollkommen 
sehwarzen  des  Originals  entsprechen.  Dr.  Kahl. 


XY.  Zur  Theorie  der  Speetralanalyie.  Als  Kirchhoff  und  Bun- 
sen  (Pogg.  Ann.,  Bd.  110,  S.  161,  s.  a.  diese  Zeitschr.  1861,  S.  7d)  die  An- 
wendbarkeit von  Spectralbeobachtungen  zur  chemischen  Analyse  unter- 
sucht hatten ,  sprachen  sie  in  Folge  ihrer  Untersuchungen  unter  anderen 
den  Satz  aus,  dass  die  Spectren  der  chemischen  Elemente  innerhalb  sehr 
weiter  Grenzen  unabhängig  von  der  Natur,  namentlich  der  Temperatur  der 
Flamme  sind.  Man  weiss  jetzt  bereits,  dass  dieser  Satz  bei  der  objectiven 
Darstellung  der  Spectralerscheinungen  anfängt,  unrichtig  zu  werden,  denn 
es  ergab  hierbei  die  Anwendung  einer  Bunsen^schen  Flamme  ein  normales 
Lithiumspectrum,  während  die  mit  Chlorlithium  rothgefärbte  Knallgas- 
^mme  auch  noch  eine  blaue  Linie  zeigte.  Bei  Anwendung  vorzüglicher 
Spectroscope  zu  subjectiver  Beobachtung  kommen  nun  auch,  wie  eine 
Nachricht  im  Cosmos,  Bd.  23,  S.  472,  nachweist,  bei  derselben  Substanz  ver- 
schiedene Spectralerscheinungen  vor,  je  nachdem  man  andere  Flammen 
aar  Erhitzung  anwendet.  Gassiot  hat  nämlich  im  Herbst  vor,  J.  der 
königl.  Gesellschaft  in  London  eine  Memoire  über  die  Spectralanalyse  vor- 
gelegt, welches  Erfahrungen  enthält,  die  er  mit  einem  vorzüglichen  Spec- 
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troscop  mit  9  Prismen  gemacht  hat.  Das  Instrument  gestattet  3  Spectren 
zugleich  SU  betrachten  und  zu  vergleichen.  Wendete  er  Thallium  oder 
Strontium  oder  Lithion  an  und  verglich  die  Spectren,  die  erhalten  wurden, 
je  nachdem  er  eine  der  Substanzen  in  die.  Bunsen'sche  Flamme,  Knallgas- 
flamme,  oder  in  den  Volta'schen  Bogen  brachte,  so  bemerkte  er  in  der 
Knallgasflamme  mehr  Streifen,  als  in  der  Bunsen'schen  und  im  Volta^schen 
Bogen  die  meisten  Streifen«  Auch  fand  er  hierbei,  dass  die  grüne  Linie 
von  Thallium  mit  keiner  grünen  Linie  von  Barjum  zusammenfällt. 

Dr.  Kahl. 


julML  Eietentpectrotcop.  Nach  dem  Cosmos,  Bd.  23,  S.  37,  hat 
Cooke,  Professor  in  Amerika,  sich  ein  Spectroscop  von  colossalen  Dimen- 
sionen machen  lassen.  Es  enthalt  0  Schwefelkohlenstoffprismen,  denen 
Fernrohre  von  entsprechender  Grösse  beigegeben  sind.  Indem  das  Licht 
nach  und  nach  durch  alle  Prismen  hindurchgeht,  erleidet  es  eine  Ablen- 
kung von  circa  360^.  Cooke  spricht  sich  nach  seinen  mit  diesem  Riesen- 
spectroscop  gemachten  Beobachtungen  dahin  aus,  dass  die  dunklen  Stveifen 
im  Spectrum  ebenso  zahlreich  sind,  als  die  Sterne  am  Himmel.  Cooke 
sah  mindestens  10 mal  so  viel  Streifen,  als  die  Zeichnung  von  Kirchhoff 
angiebt  und  ausserdem  eine  grosse  Anzahl  von  Nebelstreifen;  die  Linie 
jDFranenhofer's  zeigte  sich  aus  6  Linien  und  einem  Nebelstreifen  be- 
stehend. —  In  Frankreich  bezweifelte  man  anfangs  die  Angabe  Kirch- 
hofes, dass  die  hellen  Linien  metallischer  Spectren  mit  dunklen  Streifen 
des  Sonnenspectrums  zusammenfallen,  die  Beobachtungen  Cooke's  geben 
aber  für  Kirchhoff^s  Behauptung  noch  eine  überflüssige  Bestätigung. 
Er  fand,  dass  die  zwei  Linien  des  Natriums,  in  welche  sich  die  mit  schwä- 
cheren Instrumenten  gesehene  eine  durch  stärkere  Instrumente  auflösen 
lässt,  vollkommen  mit  zwei  Frauenhofer^schen  Linien  im  Sonnenspectrum 
coincidirt.  Auch  fand  Cooke,  dass  verschiedene  Streifen  der  metallischen 
Spectren  als  gefärbte  mit  brillanten  Linien  durchzogene  Räume  erscheinen, 
ja  dass  die  ganzen  Spectren  von  Calcium  und  Baryum  mit  dergleichen 
Linien  erfüllt  sind.  Dr.  Kahl. 


JULVU.  Speotralbeobachtungen  von  Himmeltkörpem  durch  den  Pater 
Secchi.  Wenn  die  Resultate  von  Kirchhof  f*s  Beobachtungen  über  die 
Bestandtheile  der  Sonnenatmosphäre  von  mancher  Seite  angefochten  wer- 
den können,  weil  sie  auf  einer  hypothetischen  Vorstellung  über  die  Be- 
sefaaffenheit  der  Sonne  basiren,  so  schliessen  sich  Secchi^s  Beobachtungs- 
ergebnisse  mehr  an  naheliegende  Erklärungsweisen  gewisser  Spectral- 
beobachtnngen  an.  Secchi*s  Versuche  hatten  den  Zweck,  durch  Speo- 
tralbeobachtungen au  entscheiden^  ob  die  Himmelskörper  eine  Atmosphäre 
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haben  nnd  wie  diese  beschaffen  ist.  Zahlreiche  Beobachtungen  an  dem 
Lichte  von  Jupiter,  Satnrn,  Venus  und  Mars  angestellt,  hatten  ihm  gezeigt, 
,  dass  das  Licht  dieser  Planeten  nicht  nur  die  dem  Sonnenlichte  eigenthüm- 
lichen  Streifen  erkennen  lässt,  sondern  auch,  dass  gewisse  Streifen  ausser- 
ordentlich verstärkt  erscheinen,  weil  ihre  Atmosphären  auf  dieselbe  Weise 
wirken,  wie  die  Erdatmosphäre,  deren  Wirkung  Brewster  bei  niedrigem 
Sonnenstande  studirte.  Der  Vergleich  der  Planetenspectren  mit  dem 
durch  sehr  zarte  Linien  ausgezeichnetem  Mondspectrum  ergab  Secchi, 
dass  der  Mond  nur  eine  sehr  geringe  oder  gar  keine  Atmosphäre  habe  und 
dass  die  Planeten  eine  der  unseren  sehr  ähnliche  Atmosphäre  besitzen. 
Als  hauptsächlich,  jedoch  nicht  allein  absorbirenden  Bestandtheil  der  At- 
mosphäre nimmt  Secchi  den  Wasserdampf  an.  Der  Pater  Secchi  hat 
auch  die  Spectren  von  35  Fixsternen  gezeichnet  in  der  Absicht,  einen  spä- 
teren Vergleich  vorzubereiten;  sind  die  Fixsterne  wirklich  £x,  so  können 
sich  im  Lauf  der  Zeit  ihre  Spectren  nicht  ändern.  Secchi  bereitet  jetzt 
die  Herausgabe  eines  Kataloges  und  eines  Atlas  vor,  welcher  die  Zeichnun- 
gen dieser  Spectren  enthält.  Janssen  bestreitet,  dass  der  Wasserdampf 
der  Atmosphäre  der  hauptsächlich  absorbirende  Bestandtheil  derselben  sei, 
welchen  Schluss  Secchi  aus  dem  Umstände  gezogen  hat,  dass  die  Spec« 
tralstreifen  viel  deutlicher  erscheinen,  wenn  das  Spectroscop  nach  einem 
mit  weissen  Wolken  bedeckten  Himmel  gerichtet  wird.  Janssen  be* 
merkt  sehr  richtige  dass  in  diesem  Falle  ein  Punkt,  welcher  einen  Strahl 
ins  Spectroscop  schickt,  mehr  Licht  dahin  gelangen  lasse  als  ein  Punkt  des 
blauen  Himmels,  weil  von  den  weissen  Wolken  viele  Strahlen  nach  mehre* 
ren  Reflexionen  in  derselben  Richtung  ins  Spectroscop  gelangen.  Somit 
lasse  sich  das  deutlichere  Spectrum  durch  die  grössere  Intensität  des  Lieh« 
tes  und  durch  die  auf  einem  längeren  Wege  in  der  Atmosphäre  erlittene 
stärkere  Absorption  erklären,  ohne  dass  hieraus  noch  etwas  mit  Bestimmt- 
heit über  die  Natur  des  absorbirenden  Bestandtheiles  der  Atmosphäre  sich 
ergebe  (Cosm.  23,  vol.  208).  Die  Meinung  Janssen  *s  scheint  durch  Ver- 
suche Volpicelli's  (Cosm.  23,  vol.  430)  bestätigt  zu  werden,  welcher 
Sonnenlicht  durch  eine  Knallgasflamme  gehen  Hess,  ehe  er  es  in's  Spectro- 
scop gelangen  Hess.  Der  Wasserdampf  der  Knallgasflamme  hatte  hierbei 
keinerlei  Einfluss  auf  Spectralerscheinungen.  Dr.  Kahl. 


XXVm.  Galvanisohe  Elemente,  welche  bei  wenig  Kostenaufwand 
einen  starken  Strom  liefern.  £s  sind  schon  häufig  Vorschläge  zur  Ver- 
besserung der  gebräuchlichen  galvanischen  Elemente  gemacht  worden ;  da 
aber  diese  Vorschläge  selten  durch  messende  Versuche  geprüft  worden 
sind,  80  konnte  man  kein  Urtheil  über  die  Brauchbarkeit  der  Vorschläge 
gewinnen.     Eine  erwünschte  Prüfung  von  einigen  solchen  Vorschlägen  ist 
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von  Dr.  Adalbert,  Edlem  v.  Waltenhofen,  angentellt  und  in  Ding- 
ler's  Polyt.  Jonrn.  Bd.  164,  8.  427,  mitgetheilt  worden.  Sie  erstreckt  sich: 
1)  auf  die  von  De  ring  in  Dingler's  polyt.  Journ.  Bd.  142,  S.  332,  statt  der 
Salpetersüuren  vorgeschlagenen  Flüssigkeiten.  Der  in  g  schlug  an  dem 
eben  angegebenen  Orte  eine  Flüssigkeit  als  Ersatz  für  Salpetersäure  vor, 
welche  er  dadurch  erhielt,  dass  er  käuflicher  Salzsäure  so  lange  krjstalli- 
sirten  Kali-  oder  Natronsalpeter  zusetzte ,  bis  sich  nach  24  Stunden  nichts 
mehr  davon  auflöste.  Dering  wendete  diese  Flüssigkeit  mit  Yortheil  bei 
galvanischen  Elementen  an,  bei  denen  das  negative  Metall  verplatinirtes 
Kupfer  war. 

2)  Auf  die  V.  Waltenhofen  selbst  angewendete  Mischung  von  einem 
Raumtheil  käuflicher  Salpetersäure  mit  2  Raumtheilen  Nordhäuser  Schwe- 
felsäure, welche  Mischung  zur  Erregung  der  Kohle  verwendet  wurde. 

3)  Auf  den  bei  der  Fabrikation  des  Steinkohlengases  sich  absetzenden 
Retortenrückstand  (Gaskohle),  welche  statt  der  ans  Coaks  bereiteten  Bun- 
sen'schen  Kohle  in  den  Elementen  benutzt  wurde,  viel  dauerhafter,  als 
Bunsensche  Kohle  ist,  weniger  Flüssigkeit  einsaugt  und  weniger  verun- 
reinigt. 

Die  Zahlenangaben  sind  sammtlich  aus  genauen  Messungen  nach  der 
Poggendorfschen  Compensationsmethode  hervorgegangen,  wobei  ein  Da- 
nieirsches  Kupfer- Zink-Element  als  Einheit  der  Vergleichung  angenommen 
wurde.  Bei  den  Kohlonelementen  ist  überall  Gaskohle  verwendet  worden. 
Als  Ladungsflüssigkeit  für  das  gut  amalgamirte  Zink  diente  stets  eine  Misch- 
ung von  l  Raumtheil  englischer  Schwefelsäure  mit  15  Raumtheilen  Wasser. 
Die  Ergebnisse  waren : 

I.  Die  Unterschiede  der  Dering'schen  Flüssigkeit  und  käuflicher 
Salpetersäure  sind  sehr  unbedeutend,  ausserdem  bewährt  sich  die  Dering*- 
sche  Flüssigkeit  viel  besser,  als  das  für  Kohlenzinkketten  bisweilen  em- 
pfohlene Gemisch  von  3  Gewichttheilen  doppelt  chromsaurem  Kali,  4  Ge- 
wichttheilen  Schwefelsäure  und  18  Gewichttheilen  Wasser,  welches  einen 
grossen  Widerstand  ^iebt  und  störende  Ablagerungen  verursacht.  Die  an- 
gegebenen Mittelzahlen  für  die  electromotorische  Kraft  sind  in  der  kleinen 
Tabelle  am  Ende  dieses  Aufsatzes  enthalten  und  können  diese  Zahlen 
ebensowohl  für  die  aus  Kali-  als  aus  Natronsalpeter  dargestellte  Dering'- 
sche  Flüssigkeit  geltend  erachtet  werden.  Die  Dering'sche  Flüssigkeit 
liefert  allerdings  eine  weniger  constante  Wirkung,  als  käufliche  Salpeter- 
säure und  beim  Gebrauch  lästige  Chlordämpfe,  aber  sie  ist  billiger  als 
käufliche  Salpetersäure. 

II.  Die  Waltenhofen'sche  Flüssigkeit  liefert  in  der  Kohlenkette  die 
stärkste  Wirkung;  die  Nordhäuser  Schwefelsäure  kann  nicht  ohne  Nach* 
thefl  durch  englische  Schwefelsäure  ersetzt  werden.     Bei  der  Darstellung 
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der  Waltenbofen'schen  Flttssigkeiten  muss  man  sich  femer  genau  an  die 
Vorschrift  binden,  dass  man  das  die  käufliehe  Salpetersäure  haltende  Oe- 
fäss  in  einem  abkühlenden  Wasserbade  lässt,  während  die  Nordhäuser 
Schwefelsäure  in  kleinen  Portionen  von  Zeit  zu  Z e i t  zugegossen 
wird.     Abweichung  von  dieser  Vorschrift  verdirbt  die  Ladungsflüssigkeit. 

Die  Resultate  der  hier  besprochenen  Arbeit  sind  in  folgender  Tabelle 
mitgetheilt: 


Ladungsflüssigkeit 

Stromstärke 

bei 

Anwendung  > 

▼.  Kohle. 

Stromstärke 

bei 

Anwendung 

V.  Fiatin. 

Zahl  der  Beobachtungen, 

aus  denen  das 
Mittel  gefanden  wurde. 

1  Vol.  käufliche  Sal- 
petersäure 
2  Vol.  Nordhäuser' 
Schwefelsäure 

1,89 

1,78 

Bei  Kohle  und  bei 
Platin  24. 

1  Vol.  käufliche  Sal. 

petersäure 

2  Vol.  englische 

Schwefelsäure 

.     1,78 

1.77 

Bei  Kohle  14  und  bei 
Platin  10. 

Käufliche 
Salpetersäure 

1,67 

1,67 

Dering^sche 
Flüssigkeit. 

t 

1,68 

1,65 

Bei  Kohlen  und  bei 
Plaün  20. 

Dr.  Kahl. 


XXIX.  TTeber  nnterseeisohe  Telegrapbie.  Ich  erinnere  mich  vor 
einiger  Zeit  in  einer  Zeitung  gelesen  zu  haben,  dass  abermals  die  Legung 
eines  unterseeischen  Kabels  zur  telegraphischen  Verbindung  von  Irland 
mit  Nordamerika  bevorsteht.  Man  hatte  den  Unternehmern  vorgeschla- 
gen ,  statt  Guttapercha  Kautschuk  zur  Isolirung  der  Drähte  anzuwenden, 
diese  aber  hatten  aus  unbekannten  Gründen  die  Guttapercha  vorgezogen. 
Interessant  ist  es  mir,  nun  jetzt  nachträglich  die  Resultate  über  Versnebe 
von  W.  G.  W.  Siemens  zu  lesen,  welche  derselbe  im  vorigen  Jahre  in 
der  britischen  Gesellschaft  {Association  brilannique)  mitgetheilt  hat  (Cosmos, 
Bd.  23,  8.  354).     Sie  betreffen  einen  bei  den  nnterseeiachen  Kabeln  ein- 
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finssreichen  Punkt,  den  galvanischen  Leitungswiderstand  der  Guttapercha 
und  des  Kautschuk  unter  verschiedenem  äusseren  Drucke.  Der  Druck 
wurde  durch  eine  mächtige  hydraulische  Presse  hervorgebracht.  Es  zeigte 
«ich  hierbei,  dass  die  Guttapercha  dem  galvanischen  Strome  um  so  meht 
Widerstand  entgegensetzt,  je  grösser  der  äussere  Druck  ist,  während  der 
Leitungswiderstand  des  Kautschuks  mit  wachsendem  äusseren  Drucke 
abnimmt.  Dr.  Kahl. 


Keteorologiaohes.  Aus  einer  von  Dr.  Koller  in  der  Sitzung 
vom  15«  Mai  1863  an  die  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  (Sitzungs- 
berichte der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  47,  427)  gemachten  Mit- 
theilung über  ein  im  Nachlasse  des  verstorbenen  Akademikers  Dr.  Kr  eil 
vorgefundenen  beinahe  vollendeten  handschriftlichen  Werkes  geht  hervor, 
dass  meteorologische  Beobachtungen  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts vom  Astronomen  Stepling  in  Böhmen  eingeführt,  von  Strnadt, 
David,  Hallashka,  Kreil  und  Böhm  aber  fortgesetzt  wurden.  Unter 
Strnadt  hatte  sich  ein  Verein  thätiger  im  ganzen  Lande  zerstreuter  Be- 
obachter gebildet;  «uf  David *s  Antrag  wurden  1816  unter  die  Beobachter 
'  meteorologische ,  vorher  auf  der  Sternwarte  zu  Prag  geprüfte  Instrumente 
in  verschiedenen  Kreisen  Böhmens  von  der  patriotisch  -  ökonomischen  Ge- 
sellschaft in  Prag  vertheilt.  Das  so  arrangirte  Beobachtungsnetz  war  be- 
reits im  nächsten  Jahre  in  Thätigkeit  und  verblieb  30  Jahre  ununter- 
brochen darin,  bis  es  bei  der  Entstehung  des  grösseren  österreichischen 
Beobachtungsnetzes,  welches  jetzt  117  Stationen  umfasst,  in  dieses  über- 
ging. Das  aus  53  Stationen  herrührend  Beobachtungsmaterial  hat  Kreil 
grösstentheils  kritisch  aufgearbeitet,  die  Bearbeitung  des  letzten  Ab- 
schnittes, über  die  Windverhältnisse  Böhmens  wurde  leider  durch  KreiPs 
Tod  unterbrochen  und  wartet  auf  eine  ergänzende  Hand. 

Leider  ist  Sachsen  noch  nicht  in  der  glücklichen  Lage,  eine  so  langjährige 
Beobachtungsreihe  als  Böhmen  zu  besitzen,  denn  die  von  Lohrmann  in*s 
Leben  gerufene,  einen  Zeitraum  von  10  Jahren  (1828—1837)  umfassenden 
und  an  10  Stationen  angestellten  Beobachtungen  sind  das  einzige  Zu- 
aammenhängende ,  was  wir  aufzuweisen  haben.  Diesen  Mangel  fühlend, 
hat  die  hohe  Staatsregierung  ein  Beobachtungsnetz  für  Sachsen  in*s  Leben 
treten  lassen,  in  welchem  die  Thätigkeit  vom  1.  Januar  dieses  Jahres 
an  an  21  Stationen  begonnen  hat.  Die  genannten  Stationen  sind  12  Sta- 
tionen erster  Ordnung,  an  welchen  hauptsächlich  Luftdruck,  Dunstdruck, 
Minimaltemperatur,  Regen-  und  Schneemenge  und  Windrichtung  beobach- 
tet werden ,  die  Beobachter  der  0  Stationen  zweiter  Ordnung  beobachten 
mit  Ausnahme  des  Luftdruckes  dasselbe.  Die  Beobachtungen  erfolgen 
regelmässig  um  0  Uhr  Morgens,  2  Uhr  Mittags  und  10  Uhr  Abends,  ge- 
legentlich werden  noch  Beobachtungen  über  bestimmte  Erscheinungen  im 
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Pflanzen-  und  Thierreiche  gemacht  nud  niedergeschrieben.  Dieses  Be- 
obachtimgsnetz  schliesst  sich  direct  an  das  von  Dove  geleitete  preassi- 
sche  Beobachtangsaetz  an,  welches  wohl  grösstentheils  auch  die  aasser- 
preussischen  Länder  Norddeutschlands  umfasst  und  76  Stationen  zählt, 

Dr.  Kahl. 

XXXI.  Zur  physikalischen  Literatur.  Bei  einer  genauen  Durch- 
sicht von  Zuchold's  Biblioiheca  hislorico-naturalis  fand  ich,  dass  in  den  10 
Jahren  von  Anfang  1853  bis  Ende  1862  im  Ganzen  307  Bücher  erschienen 
waren,  welche,  dem  Titel  nach,  die  Lehre  der  gesammten  Physik  oder  der 
Meteorologie,  oder  von  beiden  zum  Ziele  hatten.  Von  diesen  307  Büchern 
sind  erschienen: 

1)  124  in  deutscher  Sprache,  meist  Schulbücher,  unter  allen  sind:  8 
Lehrbücher  der  Meteorologie  (von  Schmid,  Kämtz  —  Repertorium ,  Müller 
—  kosmische  Physik,  von  Blum,  Cornelius,  Emsmann  nach  Foissac,  von 
Helmes,  Jahn,  2  Lehrbücher  der  Physik  und  Meteorologie  von  Müller  und 
von  Scherling,  3  Bücher  mit  physikalischen  Aufgaben,  2  Lexica  (Fleisch- 
hauer, Marbach). 

2)  16  in  holländischer  Sprache,   die  grössere  Hälfte  üebersetzungen  ^ 
und  Bearbeitungen  aus  dem  Deutschen. 

3)  11  in  schwedischer  oder  dänischer  Sprache,  meist  selbstständige 
Bearbeitungen,  darunter  1  physikalisches  Aufgabenbuch. 

4j  37  in  englischer  Sprache,  meist  selbstständige  Bearbeitungen  (da- 
runter 3  Darstellungen  der  Meteorologie). 

5)  68  in  französischer  Sprache,  meist  selbstständig  bearbeitet,  darunter 
1  mit  physikalischen  Problemen,  2  Meteorologien  (1  von  Foissac,  1  Ueber- 
setzung  von  Kämtz  M.))  1  Physik  und  Meteorologie. 

6)  21  in  italienischer  Sprache,  zur  Hälfte  aus  dem  Deutschen  oder 
Französischen  übersetzt. 

7)  15  in  spanischer  oder  portugiesischer  Sprache,  \  davon  lieber- 
Setzungen. 

8)  6  in  magyarischer  Sprache ,  1  Ueberaetzang  vom  Deutschen ,  die 
tibrigen  herausgegeben  von  den  Autoren  Thüringer,  Lutter,  Fischer  u.Fuelia» 

9)  4  in  russischer  Sprache,  die  Hälfte  Uebersetzungen  ans  dem 
Deutschen. 

10)  1  in  tschechischer  Sprache  von  Krejci. 

11)  1  in  polnischer  Sprache  (Uebersetzung  von  Poulliet^s  Physik 
und  Meteorologie). 

12)  1  in  türkischer  Sprache  nach  französischen  Quellen  bearbeitet. 

13)  1  in  arabischer  Sprache,  nach  den  besten  französischen  Autoreit 
herausgegeben. 

14)  1  in  lateinischer  Sprache.  Dr.  Kahl. 
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Das  Rechnen  mit  Columnen  vor  dem  10.  Jahrhundert. 

Von  Prof.  Fbiedlein  zu  Ansbach. 


III« 


Nach  der  Feststellttng  des  Inhaltes  der  Regeln  über  die  Division  in 
Gerbert^s  Werk  de  numerorum  divisione  und  in  dem  Anhang  zum  1.  Bnche 
der  sogenannten  Oeometrie  des  Boetbius  liegt  das  in  beiden  Werken  ent- 
haltene Verfahren  vollständig  klar  vor  nnd  es  wird  jetzt  möglich  sein,  mit 
grösserer  Sicherheit  als  bisher  für  jedes  von  beiden  Werken  seine  Stelle 
in  der  Geschichte  der  Arithmetik  nachzuweisen. 

Die  Bestimmung  dieser  Stelle  im  Allgemeinen  hat  keine  Schwierig- 
keit; beide  Werke  gehören  zn  der  Arithmetik ,  welche  zum  Multipliciren 
und  Dividiren  Columnen  anwendete,  und  welche  kurz  als  Rechnen  mit 
Columnen  bezeichnet  werden  kann.  Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass 
dieses  Verfahren  mit  den  Worten  ,,arcus  Pylhagorae^*^  in  dem  Vorwort  des 
Leonardo  von  Pisa  zu  seinem  Über  Abhaci  gemeint  ist,  und  eben  diese  Stelle 
zeigt,  dass  es  kein  wenig  beachtetes,  nur  vereinzelt  vorkommendes  ge- 
wesen sein  kann,  sondern  zu  den  gerühmteren  der  damaligen  Zeit  gehörte. 
Es  würde  nämlich  sonst  dasselbe  nicht  neben  dem  Algorismus  besonders 
erwähnt  worden  sein,  während  andere  Arten  mit  hoc  tolum  abgefertigt  wer- 
den. Ferner  besteht  kein  Zweifel,  dass  dieses  Rechnen  im  13.  Jahrhundert 
dem  Algorismus  Platz  gemacht  hat  und  also  die  Werke,  welche  dieser  Zeit 
am  nächsten  liegen,  als  die  angesehen  werden  müssen,  mit  welchen  das 
darin  angegebene  Verfahren  den  Abschluss  seiner  Entwickelnng  gefunden 
hat.  Sehr  fraglich  dagegen  ist  die  Zeit,  in  welcher  dieses  Rechnen  aufge- 
kommen ist.  Der  Name  arcus  Pyihagorae  lässt  an  das  6.  Jahrhundert  vor 
Christus  denken;  ist  die  Geometrie  des  Boetbius  acht,  dann  ist  das  älteste 
Schriftwerk  darüber  jener  Anhang  im  1.  Buche,  also  ein  Werk  aus  dem 
Ende  des  5.  oder  Anfang  des  6.  Jahrhunderts  nach  Christus;  ist  aber  dieser 
Anhang  unächt,  dann  ist  der  älteste  bis  jetzt  bekannte  Beleg  dafür  6er- 
bert's  Werk  de  num,  div,,  und  nur  die  Möglichkeit  ist  noch  vorhanden,  dass 
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in  den  genannten  Werken  Bruchstücke  oder  Spuren  älterer  Werke  ent- 
halten sind. 

Um  den  wirklichen  Sachverhalt  zu  erfahren,  ist  eine  eingehende  Unter- 
suchung dessen  nöthig,  was  von  dem  Rechnen  mit  Colamnen  vor  Oerbert 
gefunden  wurde  und  da  dieses  von  Cantor  in  seinen  mathematischen  Bei- 
trägen zusammengestellt  ist,  so  halte  ich  es  für  das  Zweckmässigste,  seinem 
Gange  zu  folgen  und  das  Nöthige  beizufügen. 

Die  Salaminische  Tafel. 

Die  erste  Erwähnung  von  Colamnen  geschieht  (S.  137)  bei  der  Er- 
klärung der  Salaminischen  Tafel  (S.  Fig.  1,  Taf.  IV)*).  Cantor  sagt 
selbst,  dass  der  ganze  Gegenstand  ein  immerhin  sehr  hypothetischer  und 
keineswegs  über  alle  Zweifel  erhabener  sei.  Ich  beschränke  mich  daher 
auf  folgende  Bemerkungen.  Boeckh  hat  in  der  in  der  Note  erwähnten 
archäologischen  Zeitung  den  Beweis  geliefert,  dass  1  Obolus  nicht  =6, 
sondern  =8  Chalkus  und  dass  mit  T  ^^so  nicht  |  Obolus  (r^uor),  sondern 
^  (xifaQVfinOQiov)  bezeichnet  ist.  Cantor  folgte  Letronne,  den  Boeckh 
widerlegt  hat.  Die  Tafel  ferner  kann  als  Spieltisch  oder,  was  viel  wahr- 
scheinlicher ist,  als  Tisch  eines  Wechslers  gedient  haben,  jedenfalls  stand 
dabei  zwischen  zwei  Parteien  ein  Dritter  in  der  Mitte ,  und  zwar ,  wie  es 
die  Richtung,  der  Zahlzeichen  unzweifelhaft  darthut,  an  der  oberen 
schmalen  Seite.  Nur  dieser  Dritte  scheint  gerechnet  zu  haben,  und 
die  Zahlzeichen  an  den  3  anderen  Seiten  scheinen  zur  K^otirung  der  Sum- 
men jeder  der  2  Parteien  für  sich  und  der  gemeinsamen,  um  die  verhandelt 
wurde,  gedient  zu  haben.  Theilt  man  die  4  Zwischenräume  zwischen  den 
5  abgesonderten  Linien  den  Bruchtheilen  zu ,  die  Plätze  bei  den  Linien- 
paaren, die  nicht  durch  ein  Kreuz  unterbrochen  sind ,  der  Reihe  nach  den 
Einern  und  Fünfern,  Zehnern  und  Fünfzigern,  Hundertern  und  Fünf- 
bundertern,  Tausendern  und  Fünftausendern,  so  ist  eine  nicht  unwahr- 
scheinliche Erklärung  des  Ganzen  gegeben,  welches  dann  freilich  kein 
Beleg  für  ein  Rechnen  mit  senkrechten  Columnen  ist,  sondern  vielmehr 
das  älteste  erhaltene  Zeugniss  für  eine  Rechnung  auf  wagrecht  ge- 
zogenen Linien,  wofür  noch  Überdies  die  Anwendung  der  Fünfer, 
Fünfziger  u.  s.  w.  ebensosehr  spricht,  als  es  der  Annahme  von  einer  Rech- 
nung mit  Columnen  entgegen  ist.  Letzteres  negative  Resultat  ist  es, 
worum  es  sich  hier  handelt. 


*)  Die  Figur  gebe  ich  nach  Cantor's  Fig.  30,  aber  ohne  die  TransversalUnie 
durch  die  Kreuze  in  der  Mitte,  die  ich  auf  der  Nachzeichnung  nicht  finde,  welche  ich 
der  Darstellung  dieser  Tafel  in  der  archäologischen  Zeitung  von  £.  Gerhard  1848, 
Col.  42  entnahm.  Möglich,  daas  ein  Versehen  von  mir  zu  Grande  liegt,  möglich  dass 
auch  die  Quellen  Cantors  nicht  genau  sind,  oder  die  Zeichnung  in  der  genannten 
Zeitung.  Ich  fand  nämlich  auf  letzterer  auf  der  rechten  Seite  das  Zeichen  p'j  2  Mal, 
MPührend  in  der  Figur  bei  Cantor  das  richtige  FR  angegeben  jst. 
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Der  römische  Abacas. 

Die  bekannt  gewordenen  Abbildungen  des  römischen  Abacus 
zeigen  keine  Columnen;  es  sind  Linien,  auf  denen  gerechnet  wird,  und 
es  könnte  mir  genügen,  allein  auf  diese  Thatsache  hinzuweisen,  wenn  ich 
nicht  in  meinem  Schriftchen  Über  Gerbert  durch  eine  ungenaue  Beschrei- 
bung veranlasst  ein  ungefähres  Bild  des  römischen  Abacus  gegeben  hätte, 
das  wenigstens  den  erhaltenen  Darstellungen  nicht  entspricht.  Ich  ver- 
bessere dieses  durch  die  Mittheilang  der  Abbildung  (Fig.  2,  Taf.  IV)  des 
römischen  Abacus,  die  sich  in  M.  Velseri  opp.  Norimb.  1682,  S.  422  und  819 
findet,  weil  diese  zugleich  die  Grösse  des  Originals  ersehen  lässt. 
Denn  S.  819  heisst  es  dort  von  diesem  Abacus:  Abacus  aeneus  est,  forma  et 
magnitudine  quam  chartula  exprimit.  —  sunt  claviculi  umbeUati^  sive  capitibus 
laäoribus,  ita  ut  hinc  inde  moveri  queant,  nee  tarnen  exeidant.  —  Parte  aversa 
nuilae  notae,  claviculi  tarnen,  quod  necesse  est,  hinc  quoque  in  alveolis  conspicui: 
ad  angulos  quatuor  lunulae  paullo  crassiores  et  magis  quam  claviculu  extantes 
annexae  sunt.     Hae  abacum  suslinenl,  ne  clamculorum  usus  impediatur 

Die  Zeichnung,  die  Cantor  Fig.  33  mittbeilt,  stimmt  weder  ganz  mit 
der  bei  Velser,  noch  mit  der,  die  ich  in  Claude  du  Molinet,  Cabinet  de  la 
bibl.  de  SU  Genev.,  Paris  1692,  Tab.  11,  Fig.  I,  und  in  Leupold  theatr.  arithm.- 
geom,  S.  8  gefunden  habe ;  sie  ist  also  wohl  ein  Bild  d^s  3.  römischen  Aba* 
cus,  von  dem  eine  Kunde  erhalten  ist.  Die  Abweicbnugen  sind  jedoch 
nicht  wesentlich ,  sondern  es  geht  aus  allen  diesen  Zeichnungen  durch  die 
Stellung  der  Zahlzeichen  hervor,  dass  die  Linien  dieser  römischen  Aba- 
cus senkrecht  gegen  den  Rechnenden  standen. 

Es  ist  klar,  dass  damit  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  auf  anderen 
Abacus  die  Linien  wagrecht  gezogen  sein  konnten,  und  das  Wahrschein- 
lichste ist,  dass  beide  Arten  vorkamen,  erstere  etwa  bei  den  kleineren  zum 
Handgebrauch,  letztere  bei  Rechentischen  von  grösserem  Umfange ,  wie  in 
der  Salaminischen  Tafel  ein  solcher  erhalten  scheint.  Dass  es  Überhaupt 
andere  Abacus  gegeben  hat,  beweist  die  Stelle  aus  Polybius  5,  26,  13, 
von  der  Cantor  (S.  142)  richtig  bemerkt,  dass  sie  lose  Rechenmarken  vor- 
aussetzt. Dass  die  Linien  wagrecht  standen,  finde  ich  in  derselben 
Stelle  bei  Herodot  2,  36  angedeutet,  die  Cantor  als  Beweis  für  die  senk- 
rechte Stellung  der  Linien  ansieht.  Dieselbe  lautet:  yga^^kctza  ygdipovct 
%al  koyiiovtat  tf/ffcjpoia»  "EkXrivig  nhv  ano  tcSv  ccQiCXfQtov  inl  ta  ös^ia 
tpiqovxtg  tiJv  x^i^ck.  Alyvntioi  öh  and  xdSv  ös^itov  inl  xdc  aQiöxsQu:  ,,Bei 
dem  Schreiben  der  Buchstaben  und  bei  dem  Rechnen  mit  Rechensteinen 
bewegen  die  Griechen  die  Hand  von  der  Linken  zur  Rechten,  die  Aegypter 
aber  von  der  Rechten  zur  Linken*^  Stünde  tpiQovxig  ti}v  X^Iq^^  nicht  im 
Text,  dann  könnte  man  koyliovxai  ^g>oiCt  vom  Anfang  der  Rechnung  auf 
der  linken  Seite  bei  den  Einheiten  der  höchsten  Ordnung  verstehen;  da 
aber  die  Richtung  von  links  nach  rechts  ausdrücklich  von  der  Bewe- 
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gang  der  Hand  gesagt  ist,  so  kann  doch  wohl  nur  das  Auflegen  der 
Bechensteine  gemeint  sein,  was  auch  genaa  dem  Schreiben  eines  Bach- 
stabens entspricht.  Wie  nnn  die  Schrift  auf  parallelen  wagrechten  Linien 
geschrieben  wurde ,  so  wird  man  ähnlich  auch  die  Rechensteine  auf  paral- 
lelen wagrechten  Linien  zu  denken  haben. 

Ich  will  hier  nicht  unbemerkt  lassen,  dass  die  Spuren  für  wagrechte 
Linien  bei  dem  griechischen  Abacus  sich  finden,  während  die  Abbil- 
dungen des  römischen  Abacus  die  senkrechte  Richtung  zeigen;  anderer- 
seits freilich  scheint  mir  das  Rechnen  auf  den  Linien  aus  dem  römischen 
Abacus  hervorgegangen  zu  sein,  und  dieses  würde  auf  wagrechte  Linien 
deuten. 

Wie  niisslich  es  aber  ist,  nach  Beschreibungen  zu  urtheilen,  sehe  ich 
auch  darin  wieder,  dass  Cantor  (S.  144)  dem  Suanpan  der  Chinesen  die 
senkrechte  Richtung  giebt,  während  ich  nach  der  Beschreibung  hei  Leu- 
pold,  iheatr,  arUh.-geom,  S.  7,  das  Gegentheil  annehmen  zu  müssen  meinte. 
Es  heisst  dort:  „Die  Tafel  ist  klein  und  aus  Holz,  aber  mit  Drahtsaiten 
hespannt,  unterschiedliche  Kügelchen  oder  Gorallen  lassen  sich  an  den 
Saiten  auf  und  ab  schieben.  Im  Anfange  schieben  die  Chinesen  alle 
Kögeichen  unter  sich  und  hernach  treiben  sie  einige  bald  von  dieser, 
hald  von  jener  l^eite  mit  einem  Oriffel  in  der  grössten  Behändigkeit 
auf  oder  ab;  und  wie  sie  die  Kügelchen  nach  vollendeter  Operation  in 
Stand  finden,  also  sprechen  sie  alsdann  die  Summe  aus". 

Wie  dem  aber  nun  auch  sein  möge,  so  viel  ist  gewiss,  dass  auch  die 
Abbildungen  des  römischen  Abacus  keine  Columnen  anzeigen,  sondern 
nur  Linien.  Der  Rechnung  mit  Columnen  ist  auch  entgegen  die  Bei- 
ziehung einer  Marke  auf  einer  besonderen  Linie  für  das  5,  beziehungsweise 
6 fache  des  Werthes  einer  Marke  der  darunter  befindlichen  Linie,  und  der 
abgesonderte  Platz  für  die  Bruchtheile,  die  überdies  nicht  neben,  son- 
dern unter  einander  angebracht  sind.  Bei  der  Rechnung  mit  Columnen 
sind  für  die  Bruchtheile  keine  besonderen  Columnen  mehr  nöthig,  indem 
die  Zeichen  derselben,  wie  Ziflfern,  in  den  vorhandenen  Columnen  einge- 
schrieben werden  können,  wofür  die  Arithmetik  von  Gerland  im  Cod,  St, 
Emmer,  Q.  LXXIII,  jetzt  cod.  lat.  Monac.  14689  auf  Fol.  103^— 105»  einen 
Beleg  giebt;  wendet  man  aber  Columnen  an,  wie  sie  sich  ebendort  in  der 
Arithmetik  des  Bernelinus  Fol.  62*» — 64*  finden,  so  schliessen  sich  die  Co- 
lumnen für  die  unciae^  scripuli,  calci  ebenso  der  für  die  Einer  an,  wie  diese 
an  die  der  Zehner. 

Es  mag  hier  bemerkt  sein,  dass  Cantor  auch  die  Bruchzeichen  auf 
dem  römischen  Abacus  nicht  völlig  genau  deutet,  weil  aas  seinen  Worten 
(S.  138)  gefolgert  werden  kann,  dass  das  unterste  Brnchzeichen  das  Zei- 
chen der  duella  Q/^  uncia)  ist,  während  ich  dieses  Zeichen  nirgends  für 
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die  duella  gebraucht  finde,  sondern  fUr  die  sexiula  (V^  t/ncta)*).  Aller* 
dings  sind  2  Knöpfchen  in  diesem  Einschnitte  und  beide  zusammen  geben 
eine  dueUa\  aber  es  h<%tte  bemerkt  werden  sollen,  dass  das  Zeichen  das  der 
sexiula  ist.  So  erklärt  es  sich,  warum  dieser  Einschnitt  unter  dem  für 
V4  uncia  sich  befindet. 


Das  Bisherige  hat  gezeigt,  dass  die  erhaltenen  Abbildungen  der  grie- 
chischen und  römischen  Rechentafeln  zu  einer  Annahme  von  Columnen 
nicht  berechtigen;  Cantor  sagt  auch  (S.  140),  dass  möglicher  Weise 
die  Zwischenräume  zwischen  je  2  Einschnitten  benützt  wurden.  Aber  er 
führt  fort:  „Das  mnsste  umsovielmehr  stattfinden,  sobald  man  anfing,  den 
ganzen  festen  Apparat  entbehren  zu  lernen ,  und  nur  bei  jedesmaliger  An- 
Wendung  durch  Zeichnung  auf  ein  mit  Sand  bestreutes  Brett  ihn  frisch 
herstellte*^  Dass  hier  von  einem  Müssen  keine  Redeist,  beweist  die 
Rechnung  auf  den  Linien,  wie  sie  aus  dem  15.  und  16.  Jahrhundert  nach 
Christus  bekannt  ist,  bei  der  ja  auch  die  Linien  jedes  Mal,  wo  man  eben 
Platz  hatte,  erst  gezogen  wurden.  Pythagoras  konnte  ebensogut  wag- 
rechte oder  senkrechte  Linien  auf  das  Staubbrett  ziehen  und  nur  diese  zur 
Rechnung  benützen.  Wüssten  wir  gewiss,  dass  er  einen  besonderen  Platz 
für  die  Fünfer,  Fünfziger  u.  s.  w.  gehabt  hat,  dann  würde  es  gewiss  sein, 
dass  er  Linien  und  nicht  Columnen  benützte. 

Ein  Rechnen  auch  auf  senkrechten  Linien  ist  noch  kein  Rechnen  mit 
Columnen,  so  wenig  als  dieses  mit  unserem  jetzigen  Rechnen  einerlei  ist. 
Man  hält  daher  besser  das  Rechnen  auf  Linien  und  das  Rechnen 
mit  Columnen  auseinander. 

Aeusserliche  Merkmale  für  jenes  sind 

1)  die  Anwendung  von  i^^ipoi,  calculi,  projeciiles,  Kugeln, 
Knöpfchen,  Marken,  Rechenpfennigen,  die  nur  je  für  eine  be- 
stimmte Einheit  gelten; 

2)  die  Anwendung  besonderer  Plätze,  welche  der  Marke  einen  ver- 
vielfachten, meist  5  fachen  Werth  verleihen ; 

8)  die  Anwendung  abgesonderter  Plätze  für  Bruchtheile. 
Merkmale  für  das  andere  Verfahren  sind : 

1)  die  Anwendung  von  Zeichen,  welche  allein  schon  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Einheiten  ausdrücken ; 

2)  die  Anwendung  von  senkrechten  Geraden,  um  Zwischenräume 
herzustellen ,  deren  Bestimmung  durch  Ueberschrift  angedeutet 
wird. 

So  lange  also  nicht  genügende  Beweise  für  das  Vorhandensein  letzte- 


*)  Noch  ähnlicher  ist  das  Zeichen  dem  von  cerait»  (Vm  «'>^)  9  doch  passt  dieser 
Werth  nicht  zu  den  anderen  Bmehtheilen. 
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rer  Merkmale  beigebracht  werden ,  kann  auch  ein  Kechnen  mit  Columnen 
nicht  zugegeben  werden. 

Verfahren  des  Pythagoras  und  der  Pythagoreer. 

Die  Beweisstelle,  die  Cantor  (S.  142)  angiebt,  JambL  de  vüa  Pyih.  5,  22, 
sagt  nur  aus,  dass  Pythagoras,  um  zur  Erkenntniss  vermittels  der  Zahlen 
und  zu  der  der  Geometrie  zuführen  {$lgrfjvSlaQi^fiwvfiia^riCiv»a\Yita(iiTQiag 
lya^^eAv)  die  Beweise  auf  dem  Abacus  führte.  Wie  darausfolgt,  dass  Pythagoras 
eine  Rechentafel  in  den  Sand  des  Abacus  zeichnete,  vermag  ich  nicht 
einzusehen.  Der  Ausdruck  17  81  aQi^fidiv  iJkäd'riöig  deutet  doch  entschieden 
auf  die  zahlentheoretischen  Untersuchungen  der  Pythagoreer  hin,  welche 
den  Anfang  des  Unterrichtes  machen  mussten ,  bei  dem  es  zur  Erkenntniss 
vermittels  der  Zahlen  kommen  sollte.  Auch  bei  diesen  gab  es  genug  auf 
dem  Abacus  anzuschreiben.*)  Dazu  kommt,  dass  die  niedere  Arithmetik 
bei  den  Griechen  koyiöttxii  heisst,  und  es  wohl  hier  auch  so  heissen  würde, 
wenn  an  ein  Multipliciren  und  Dividiren  zu  denken  sein  sollte.  Vgl.  Gan- 
tor S.  229. 

Während  also  hier  von  Columnen  nicht  die  mindeste  Spur  zu  ent- 
decken ist,  deute  ich  vielleicht  eine  andere  Stelle  richtig,  indem  ich  sie 
von  Rechensteinen  verstehe.  Gruppe  theilt  in  seinem  Werke  über 
die  Fragmente  des  Archytas  (Berlin  1840)  S.  37  folgende  Stelle  aus  Theo- 
phrast  {MeL  p,  312  ed  Brandts)  mit :  Ta%«  6i  xal  ano  Toiv  akkmv  yag  wxiq 
ti^xai  id  iqje^'^g  ev&vg  (XTtoBtSovai  %al  firj  {ni^Qi  xov  ngoik&ovxa  navs^^ai^ 
zovro  ydg  rsXiov  xal  g>Qovovvzogy  otcsq  *AQXvtoig  not  l<pri  noitlv  Evqvrov 
dta^ivza  tiv dg  i/zi^Vovg'  kiysi  ydg  oSg  oöb  fihv  ivQ'qdnov  6  dgt^fiog, 
oÖB  öi  innov,  od*  SXkov  r^vog  tvyxdvH,  Dazu  bemerkt  er :  „Enrytns  über- 
trieb die  pytbagorische  Zahlenphilosophie  dahin,  dass  er  jedem  Dinge  eine 
besondere  Zahl  anwies ,  weshalb  ihn  Archytas  mit  demjenigen  spöttisch  zu 
vergleichen  scheint,  welcher  bei  den  Volksversammlungen  die  Stimmstein- 
chen  ordnet  und  die  Stimmenzahl  abliest*^  Ich  glaube  nicht,  dass  Grappe 
80  geschrieben  hätte,  wenn  er  an  die  itfrjq)oi  des  Abacus  gedacht  hätte; 
wieviel  einfacher  erklärt  sich  doch  die  Stelle,  wenn  man  annimmt,  dass 
Eurytus  Rechensteine  gruppirte  und  von  der  Zahl,  die  sie  ausdrückten, 
sagte,  dass  es  die  Zahl  von  dem  und  dem  sei.  Es  ist  nur  noch  möglich, 
dass  die  beliebig  gelegten  1^179)0^  schon  durch  ihre  Anzahl  die  gewollte 
Zahl  darstellten  und  man  einen  Abacus  gar  nicht  anzunehmen  braucht. 


♦)  Sollte  darüber  ein  Zweifel  bestehen ,  so  verweise  ich  auf  Plutarck  de  mim, 
proer.  {cd.  Xylander,  II,  8.  I0l7,  B):  ^  xal  d'^Xog  iexi  {UkaTtov)  ßovXofisvos  ovu  M 
fiiäg  Bv^slag  anavzag,  aU'  halXä^  xal  iöia  Taeasod'ai  rovg  doriovg  fisv  clJlXn- 
Imv  xal  ndliv  tovg  nBffieeovg .  und  ebendort  S.  10^2,  D:  6  yoQ  Ssodtogog  ovx 
dg  ixsivog  ovo  cvlxovg  nottSv,  dlX*  inl  fiiäg  sv^slag  iqts^-^g  Tovg  XB  ^i- 
nXaclovg  iKxdxxü»v  xal  xovg  xQinXaclovg^  nQmxov  fihr  ioxpgltexai  x.  x:  l. 
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Jedenfalls  berechtigt  der  Ansdruek  ^q>o$  eher  an  ein  Kechnen  mit  Linien 
als  an  ein  solches  mit  Columnen  zu  denken. 

In  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  habe  ich  S.  9 — 10  bereits  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  überhaupt  keine  bisher  beigebrachte 
Belegstelle  aus  den  alten  griechischen  und  römischen  Autoren  zur  An- 
nahme eines  anderen  Rechnens  berechtigt,  als  mit  den  Fingern  und  mit 
der  unvollkommenen  Art  des  Abacus  mit  Linien.  Nesselmann  sagt 
zwar  in  seiner  Algebra  der  Griechen  (8.  107);  dass  die  Griechen  den 
Abacus  wenig  gebraucht  zu  haben  scheinen  und  (S.  108),  dass  sie  frühe 
von  der  sinnlichen  Rechenkunst  mit  den  "ilfijfpoig  zu  der  graphischen  über- 
gegangen zu  sein  scheinen;  aber  dieser  Schein  rührt  nur  davon  her,  dass 
sie  die  Buchstaben  des  Alphabetes  als  Zahlzeichen  zum  Anschreiben 
benützten,  während  die  fast  einzig  übrige  Spur  des  Verfahrens  der  Grie- 
chen beim  Mnltipliciren,  Addiren  und  Subtrahiren  im  Commentar  des  Eu- 
tokius,  wie  sich  unten  ergeben  wird,  viel  mehr  für  das  Rechnen  auf  Linien 
und  mit  den  Fingern  spricht. 

Cantor  freilich  machte  (S.  143)  jedenfalls  dem  Pythagoras  „die  Ein- 
führung von  abgekürzten  Zahlzeichen*'  zuschreiben.  Ein  Beleg 
ist  aber  dafür  nicht  angegeben.  Diogenes  Laertius,  der  nach 
Aristoxenus  erzählt  {viL  Pyth,  8,  1,  13),  dass  Pjthagoras  zuerst  fAhga  %ai 
ara^Ha  bei  den  Griechen  einführte,  scheint  von  jenen  nichts  gewnsst  zu 
haben.  Auch  Jamblichns  und  Porphjrius  schweigen.  Gerhardt  kommt 
iti  seinem  Programme  (Salzwedel  1853)  S.  9  zu  dem  Schlüsse:  „dass,  wenn 
in  den  pythagoreischen  Fragmenten  andere  als  griechische  Zahlzeichen 
vorkommen,  diese  als  in  späterer  Zeit  untergeschoben  anzusehen 
sind".  Endlich  Cantor  selbst  macht  die  Sache  zweifelhaft;  denn  später 
(S.  230),  wo  es  sich  um  die  Gestalt  der  Zahlzeichen  handelt,  erfährt  man, 
dass  es  die  persönliche  Meinung  von  ihm  sei,  dass  man  an  einen 
Eklekticismus  denken  könne,  der  die  Zahlzeichen  aus  aller  Herren  Länder 
zusammenraffte.  Wer  dieses  that,  wann  es  geschah,  bleibt  im  Ungewissen, 
wie  überhaupt  der  Boden  unter  den  Füssen  verschwindet. 

Ueberrest  griechischer  Rechenkunst  bei  Eutokius. 

Grund  und  Boden  für  das  Rechnen  auf  Linien  finde  ich  dagegen 
in  dem  auch  von  Cantor  (S.  152)  erwähnten  Ueberrest  griechischer  Multi- 
plicaiion  im  Commentar  des  Eutokius  von  Askalon.  *)  Nesselmann  giebt 
hierüber  in  seiner  Algebra  der  Griechen,  S.  118  — 110,  ausführliche  Be* 
lehrung.  Ich  entnehme  davon  S.  115  die  Angabe  des  Verfahrens  des  Eu- 
tokius beim  Mnltipliciren :  „Er  fängt,  umgekehrt  wie  wir,  die  Multiplication 


*)  Cantor  setzt  denselben  iii*8  5.  Jahrhundert ;  Chasles  (Gesch.  der  Geom.,  über- 
setzt von  Sohncke  S.  40)  giebt  die  Jahrsahl  540  an. 
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alle  Mal  mit  der  höchsten  Zi£Per,  also  von  der  linken  Seite  an ;  er  mnltipli- 
cirt  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplicators  jede  Ziffer  des  Multiplican- 
das  und  schreibt  die  einzelnen  Producte  in  eine  Reihe ;  dann  verfährt  er 
ebenso  mit  der  zweiten  und  den  folgenden  Ziffern,  und  addirt  endlich  die 
vorhandenen  einzelnen  Resultate^^  Ferner  entnehme  ich  8.  116  ein  Rech- 
nnngsschema  mit  der  Uebertragung  Nesselmanns  in  unsere  Ziffern : 


265 
265 

8      a 

M     Mß      a 

40000,  12000,  1000 

Mß  .7%      ^ 

12000,    3600,    300 

JU         X       %h 

1000,     300,       25 

t 

M  a%t 


70225 


Endlich  entnehme  ich  S.  119  noch  Folgendes :  „Multiplicationen  un- 
gleicher Factoren  kommen  bei  Eutokius  nicht  vor;  es  ist  indess  kein  Grubd 
vorhanden,  zu  glauben,  dass  sie  anders  als  die  vorliegenden  seien  ausge- 
führt worden.  Die  Addition  und  Subtraction  geschah  ganz  wie  bei  uns 
mit  benannten  Zahlen.  Es  wird  hinreichend  sein,  das  Schema  aufzustellen: 

„Addition.     Ms  —   f*     « 
M  y    V    —  ^ 


23409 


.Subtraction. 


M 

M  y 


^    V 


t    A    ^ 

V    —  ^ 


M  — 


349450 


93636 


23409 


70227 


ff     «    f 

„Eutokius  stellt  zwar  die  Schemata  nicht  so  auf  (!),  indess 
ist  diese  Untereinanderstellung  natürlich  und  wahrscheinlich*^ 

Diese  Mittheilungen  werden  genügen,  um  zu  sehen,  dass  hieraus  die 
eigentliche  Ausrechnung  nicht  ersichtlich  ist;*)  Cantor  selbst 


*)  Das  Kämlicbe  mnss  ich  von  den  Heronisohen  Aufgaben  annehmen,  die 
Hnltsch  bei  der  Besprechung  meines  Schriftchens  in  den  N.  Jahrbb.  für  Phil.  n.  Päd. 
1863,  S.  424,  erwähnt.  Derselbe  findet  es  swar  (ib.  S.  423)  schlechterdings  an- 
glaublich,  dass  die  Griechen  alle  ihre  Rechnungen  entweder  auf  der  Rechentafel 
oder  mit  den  Fingern  sollten  ausgeführt  haben.  Die  Rechentafel  und  die  Finger 
hätten  immer  nur  als  Nachhülfe  für  die  Unbeholfenheit  (?)  des  Laien  gedient 
-—  Hultsch  würde  besser  von  der  Rechentafel  gedacht  haben,  wenn  er  sich  er- 
innert hätte,  dass  die  Chinesen  auf  ihren  Schnüren  schneller  und  sicherer  rech- 
nen sollen  als  wir;  und  er  würde  von  der  Fingerrechnung  besser  gedacht  habeo, 
wenn  er  aas  dem  Werke  de^j  Leonardo  von  Pisa,  wohl  des  grössten  Arithmetikers  des 
13.  Jahrhunderts  den  grossen  Werth  kennen  gelernt  hätte,  welchen  dieser  darauf 
legte.  Es  wird  davgn  noch  ein  Mal  zu  reden  sein  ;  ich  beschränke  mich  hier  auf  diese 
Andeutung,  dass  man  die  Rechentafel  und  die  Fingerrechnung  nicht  unter- 
schätzen darf,  weil  auch  schwierigere  Rechnungen  ganz  gut  damit  ausgeführt  wer- 
den konnten.     Ohne  directe  Beweise  von  dem  Rechnen  mit  Columnen  und  mit  Zahl- 
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giebt  (S.  152)  zu,  dass  der  Gebrauch  eines  Rechenbrettes  dabei  nicht 
gerade  in  Abrede  gestellt  werden  könne. 

Fragt  man  aber,  bei  welcher  Art  des  Kechnens  ein  derartiges  An- 
schreiben von  Theilproducten  am  wahrscheinlichsten  vorkam,  so  ergiebt 
sich  unzweifelhaft  als  solche  das  Rechnen  aufden  Linien.  Es  würde 
zu  weit  führen,  hier  das  ganze  Verfahren  mitzotheilen,  wie  es  im  15.  und 
16.  Jahrhundert  als  algorithmus  linealis  getibt  wurde,  auch  mtisste  dann  aus- 
geschieden werden,  was  alt  hergebracht,  was  durch  das  Auftreten  der 
Zifferrechnung  umgestaltet  ist.  Es  gentigt,  hier  auf  das  Allgemeinste  da- 
von aufmerksam  zu  machen,  was  ich  in  meinem  Schriftchen  Über  Gerbert 
S.  5,  51,  55  und  auf  Tafel  II  und  V  mitgetheilt  habe.  Die  Addition  wie 
die  Multiplication  wird  stückweise  ausgeführt  und  die  Resultate  werden 
an  der  Seite  besonders  ange  schrieben.  Beim  Legen  der  Steine  und 
beim  Multipliciren  wird  von  der  höchsten  Stelle  angefangen.  Mit  erste- 
rem  wird  zugleich  die  Addition  ausgeführt;  es  ist  also  gar  kein  be- 
sonderes Schema  für  dieselbe  nüthig;  daher  sich  bei  Eutokius  keines 
findet.  Ebenso  ist  es  beim  Subtrahiren,  welches  in  einem  Wegnehmen 
der  Steine  besteht,  und  endlich  beim  Dividiren,  welches  nur  ein  wie- 
derholtes Subtrahiren  ist.  Dies 'der  Grund,  warum  (Nesselraann  S.  112) 
die  ganze  griechische  Literatur  kein  Beispiel  von  einer 
ansgeftihrten  Division  in  gewöhnlichen   Zahlen  darbietet. 


Ich  bemühte  mich,  in  der  römischen  Literatur  Aehnliches  aufzu- 
finden, und  fand  bisher,  ausser  dem  Beispiel  von  Alcuin^s  Briefen,  wovon 
später, 

1)  bei  Boethius,  Arithm.  1,  18  die  Art  ein  gemeinschaftliches  Mass 
{mensura  communis)  zu  2  Zahlen  zu  finden,  in  folgender  Weise  angegeben: 
auferre  de  majore  minorem  oportebit,  et  qui  reliclus  fuerit,  si  maior  esl^  auferre 
ex  eo  rursus  minorem^  si  vero  minor  fuerit,  eum  ex  reliquo  majore  detrahere. 
Atque  hoc  usque  faciendum,  quoad  unitas  ultima  vicem  retractionis  impediat,  aut 
aliquis  numerus  relinquitur  sibi  ipsi  aequalis.  Also  statt  Division  ein  wie- 
derholtes Subtrahiren.  wie  bei  dem  Rechnen  auf  Linien. 

2)  In  der  Ausgabe  von  Beda's  Werken,  Basel  1503,  I,  stehen  argu- 
menta lunae,  in  welchen  col.  207  und  208  folgende  Multiplication  und  2  Di- 
visionen sich  finden: 

Multiplica  quindecies  409,  D{iscipulus).  Quomodo?  M(agi$ter).  400,800. 
1200.1600.2000.4000.6000.     9.18.27.36.45.90.135.     Junge  6135. 

6152  divide  per  15  .  D.  Quomodo  ?  iJf.  15 .  30 .  60 .  90 .  120 .  150 .  180 .  210 .  240 . 
270 .  300 .  600 .  900 .  1200 .  1500 .  1800 .  2100 .  2400 .  2700 .  3000 .  6000.  Restant  152.  Bos 
divide  per  15.     15 .  30 .  60 .  90 .  120 .  150 .  Remanent  duo. 


seichen  kann  also  ein  solches  hei  den  Griechen  nicht  angenommen  werden ;  nnn  sind 
aber  überdies  a  1 1  e  bisherigen  Funde  vielmehr  dagegen. 
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7680  divide  per  7.  D.  Quamodo?  M.  Quinquagies  7.350.700.1050.  SepUet 
1050 .  7350 .  Restant  330 .  Bo$  adhuc  divide  per  Septem.  Quadragies  7  280  ^/  adhue 
restani  50.     Hos  divide  per  septem:  septies  7  49.Remanel  1. 

Sind  dieses  anch  Rechnungen,  die  aus  dem  Kopf  oder  höchstens  mit 
Beiziehung  der  Finger  ausgeführt  wurden ,  so  sind  sie  doch  deutliche  Ab- 
bilder des  Kechnens  auf  Linien,  während  nicht  die  mindeste  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  späteren  Rechnen  mit  Columnen  besteht.  Ich  habe  oben 
die  äusserlichen  Merkmale  angegeben,  in  denen  das  Rechnen  auf  Linien 
von  dem  mit  Columnen  sich  unterscheidet;  es  wird  hier  der  Ort  sein,  die 
allgemeinsten  Unterschiede  im  Verfahren  selbst  anzugeben. 

Bei  dem  Rechnen  auf  Linien  werden 

1)  die  Einzelresultate  der  Rechnung  dem  Zahlenwertbe  nach  gar 
nicht  ausgesprochen,  weil  die  Ausführung  mit  der  Hand  geschieht  und  ein 
Blick  auf  die  Tafel  das  jeweilige  Resultat  erkennen  lässt. 

2)  Sichere  Kenntniss  der  Reductionszahlen  und  rasches  Auffinden 
irgend  eines  Vielfachen  sind  die  vorzüglichsten  Erleichterungen  des  Ver- 
fahrens.   Daher  sind 

3)  Tafeln  der  Vielfachen  von  Ganzen  und  Brüchen,  Tabellen  von 
Producten  häufig  vorkommender  Zahlen  ein  dringendes  Bedürfniss.*) 

Diesem  gegenüber  tritt  bei  dem  Rechnen  mit  Columnen 

1)  das  Product  aus  2  Einern  so  in  den  Vordergrund,  dass  man  seine 
Theile  sogar  mit  eigenen  Namen  benannte  und  den  Einer  desselben  als 
Fingerzahl  {digitus)^  von  dem  Zehner  als  Glied  zahl  (articulus)  unter- 
schied. 

2)  Die  Kenntniss  der  Stelle,  an  welche  jedes  Zahlzeichen  zn  setzen 
ist,  ist  die  Hauptbedingnng  der  Brauchbarkeit  des  Verfahrens,  und  wird 
deshalb  fast  ausschliesslich  in  den  Regeln  gelehrt.     Hieraus  erklärt  sich 

3)  das  Vorwiegen  der  Multiplication  und  Division,  als  den  Ope- 
rationen, bei  welchen  die  gehörige  Stelle  schwieriger  zu  finden  ist,  während 
das  Addiren  und  Subtrahiren  durch  Tilgung  der  einzelnen  Zeichen  und 
Anschreiben  der  Zeichen  der  Summe  oder  des  Restes  leicht  zn  vollziehen  ist. 

Keines  weder  dieser  noch  der  obengenannten  Merkmale  ist  in  dem 
enthalten,  was  Cantor  von  Pjthagoras  und  dA  Griechen  überhaupt 
beigebracht  hat,  während  ich  Spuren  der  Rechnung  auf  Linien  nachge- 
wiesen habe. 

Fseudoarchjtas  bei  Boethius. 

Anders  verhält  es  sich  bei  dem,  was  von  römiacher  Mathematik  an- 
gegeben wird.     Vor  Boethius  zwar  findet  sich  (S.  172)  nur  die  Stelle,  das« 


*)  Es  finden  sich  solche  z.  B.  bei  Boethins  nach  dem  Vorbilde  des  Nikomachns 
und  waren  der  Hanptbestandtheil  des  ealculus  des  Viotorins. 
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wir  von  dem  Rechnen  auf  dem  Abftens  etwas  wissen  kannten,  wenn  das 
Werk  des  Ap  pul  ejus  erhalten  wäre;  mit  Boethius  aber  kommt  Cantor 
sa  der  Stelle,  welche  die  eigentliche  Orandlage  seiner  Ansichten  vom 
Rechnen  anf  dem  Abacus  bildet,  nftmlich  2am  Anhang  in  der  Geometrie 
des  Boethius.  Dieser  Anhang  ist,  wenn  er  Acht  ist,  das  älteste  erhaltene 
Schriftwerk  über  das  Rechnen' mit  Columnen,  falls  sich  nicht  noch  Be- 
standtheile  desselben  als  aas  Alteren  Werken  entnommen  darthan  lassen. 

Durch  einen  eigenthümlichen  Znfall  (?)  nämlich,  sagt  Cantor 
S.  191,  trifft  es  sich,  dass  eine  meiner  Folgerungen  richtig  ist,  dass  näm- 
lich zwei  Schriftsteller  den  Namen  Arch  jtas  führen,  davon  einer  dem 
Boethius  in  seinen  philosophischen  Schriften  und  seiner  Musik  als  Quelle 
diente,  während  der  andere  in  der  Geometrie  bentitzt  ist.  S.  222  erklärt 
derselbe  das  Schlnsskapitel  der  Geometrie  für  ein  offenbar  einem  Ab- 
schnitte des  Werkes  des  Archjtas  entnommenes  und  constatirt  in  der  Note 
429  die  Uebereinstimmung  meines  Resultates  in  diesem  Punkte  mit  dem 
Beinigen.  Dagegen  spricht  Hultsch  (a.  a.  O.  S.  423)  seine  Ansicht  dahin 
ans,  dass  bei  Archytas  an  Niemand  anders  als  den  alten  Pjthagoreer 
Archytas  eu  denken  ist,  und  dass,  was  dagegen  spricht,  nur  für  die  Un- 
wissenheit dessen  zeugt,  der  im  10.  Jahrhundert  die  ganze  Auseinander* 
Setzung  über  den  Abacus  aus  den  bereits  getrübten  Quellen  compilirte. 

Es  ist  nicht  nöthig,  hier  auf  die  Person  des  Verfassers  des  in  Rede 
stehenden  Abschnittes  einzugehen;  die  Hauptsache  glaube  ich  S«  18—19 
meines  Schriftchens  über  Gerbert  dargethan  zu  haben,  dass  nämlich  jener 
Abschnitt  nur  einen  Sinn  bat,  wenn  man  einen  Anszug  aus  irgend  einer 
der  Quellen  des  Compilators  darin  erkennt.  Ist  er  aber  dieses,  dann  mnss 
sein  Inhalt  als  nachweislich  ans  früherer  Zeit  stammend ,  besonders  be- 
trachtet werden. 

Es  bedarf  dazu  einer  längeren  Untersuchung,  die  zwar  scheinbar 
jetzt  Tom  eigentlichen  Gegenstande  abführt,  die  aber,  wie  ich  hoffe,  die 
Grundlage  für  das  Weitere  fester  machen  wird. 

Zunächst  also  vom  Inhalt  dieser  Quelle. '^)  Nach  ihr  suchten  die 
peteres  geomeiricae  ariis  indagaiores  nnd  besonders  die  Pythagorici, 
also  nicht  diese  allein ,  was  von  Natur  aus  untheilbar  **)  sei ,  durch  Zei- 
chen  nnd  Namen   zu   theilen.     Zur  Vermessung  der  Aecker  habe  es 


♦)  Den  Text  giebt  Cantor  8.  410— -412,  nur  mnss  es  S.  410,  Zeile  7  v.  u.,  prae- 
Hgnante  statt  prosignante  heissen  nnd  Zeile  4.  v .  n.  mnsB  nach  per  quod  noch  dimderaU 
eingesetzt  werden,  wonach  die  Uebersetznng  S.  219,  Zeile  2 — 3  ▼.  o.,  zu  verbessern 
ist.  Das  Wesentlichste  habe  ich  auch  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  8.  19 — 21 
mitgetheilt.  Bemerken  will  ich  hier  noch,  dass  nach  meiner  Ansicht  das  erhaltene 
Brachstack  mit  den  Worten:  freieres  igiiur  geometricae  artis  indagutores  beginnt  nnd 
schliesst  mit  DescribaturigiturhisliieriSf  quam  diximus,  loco  kocßgura  minutiarum  hoc  wwdo, 

**)  Dass  die  Untheilbarkeit  ins  Unendliche  eine  Anschanong  der  Pythago- 
r  e  e r  war,  berichtet  Pluiareh  de  plac.  phil.  1 ,  \Q  (ed.  Xyl,  8.  883,  D) ;  dass  aber  Py tha- 
goras  and  die  ttlteren  Pjthagoreer  deswegen  Namen  nnd  Zeichen  für  Brnchtheiie 
ausfindig  machten,  wird  schwerlich  ein  Philosoph  augeben,  zumal  wenn  er  findet,  dass 
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periicae  oder  radii,  passus,  gradus,  cubiiiy  pedes,  semipedes  und  palmi  ge- 
geben, aber  kein  Mass  mehr  fUr  den  palmus.  Gleichwohl  heisst  es  in  der 
nächsten  Zeile,  dass  die  deshalb  eingeführte  uncia  kleiner  als  der  palmus^ 
aber  grösser  als  der  digiius  angenommen  wurde.  Es  gab  also  vor  Ein- 
fdbrung  der  uncia  schon  ein  Mass,  das  kleiner  war  als  ein  palmus^  nämlich 

den  digiius!  Der  uncia  [— j  folgen  nun  weiter  rfiyi7w5  (—\s(a(er  {  — ), 
quadrans  (~),  dragma  (  — ),  scripulus  (  — )»  oholus  l — j,  semibolus  oder 
ceralis  (—-- i,  siliqua  (' — -|,  »Kwcre/w  (r-—)»  minutum  ( |,    momentum 

[--— J.     Die    Zeichen    dafür   werden   nicht  angegeben,    sondern   die 

Buchstaben  des  lateinischen  Alphabetes  der  Eeihe  nach  dafür  ver- 
wendet und  mit  diesen  die  figura  minuiiarum  gebildet. 

Welcher  Zeit  kann  ein  solches  Machwerk  angehören ? 

Bei  den  Griechen  war  (Halt seh,  griechische  und  römische  Metro* 
logie,  Berlin  1862,  S.  28)  der  Daktylos,  der  4.  Theil  der  Handbreite, 
das  kleinste  Längenmass;  wo  schärfere  Bestimmungen  nöthig  waren^ 
wurde  dieser  bisweilen  noch  in  Halbe,  Drittel  u.  s.  w.  getheilt.  Be- 
sondere Namen  waren  also  überflüssig.  Bei  den  Kömern  {ib»  S.  59 
bis  60)  war  das  kleinste  Mass  der  digituSy  daneben  aber  wurde  auch 
die  Dnodecimaltheilnng  gebraucht,  wonach  der  ganze  Fuss  als  as 
betrachtet,  in  12  unciae  zerfiel,  und  dann  wurden  dieselben  Namen  ange- 
wendet, welche  die  Theile  des  Gewichts-  und  Münzasses  führten.*) 
Varro  (-['26  vor  Christus)  bezeichnet  die  seaiula  als  kleinsten  Theil  des  as 
{ib.  S.  111,  Anm.).  Da  nun,  wie  gleichfalls  an  dieser  Stelle  (Hultsch 
8.  111,  Anm.)  angegeben  ist,  Cicero  {ad  AUicutUy  4,  16,  13)  den  Ausdruck 
gebraucht:  neque  argenii  scripulum  esse  uUum  in  illa  insula  {Briiannia)^  so 
ist  anzunehmen ,  dass  damals  scripulum  eine  allgemeine  Bezeichnung  für 
eine  geringe  Masse  gewesen  ist  und  noch  keinen  bestimmten  Zahlenwerth 
hatte.     Co  1  um  eil  a,  unter  Claudius,  nennt  de  re  r.  5,i  dimidium  scripulum 

als  kleinsten  Theil  und  bestimmt  es  =  --—  pes.    Von  der  weiteren  Kaiser- 

576 

zeit  sagt  Hultsch  (S.  113  f.),  dass  man  das  griechische  Gewichtssystem 

mit  dem  römischen  in  Verbindung  brachte,  dass  man  den  Namen  drachtne 

auf  den  Denar  übertrug  und  den  Obolus  =  *-•   drachme   und   als   kleinstes 


zur  Ausmessung  von  A ecke rn  Name  und  Zeichen  für -~—-    eines  Fusses   er- 

dacht  wurde  I 

*)  Dass  die  Feldmesser  sich  ebenso  einfach  wie  die  Griechen  zu-helfen  wnssten, 
zeigt  Baibus  (zar  Zeit  des  Trajan  und  Hadrian)  ad  Celsum  expos»  et  rat,  mens,  etL 
Lachmann,  94,  15 — 17:  minima  pars  Aanan  mensurarum  est  digiiu»;  si  quid  infra  digi- 
ium  meliamur^  partibus  respondemuSf  ui  äimidiam  aut  tertiam,  ' 
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Gewicht  die  siliqua  = -—  obolus  und  den  chalcus  =—  obolus  anwendete. 

Volasius  Maecianus  (Vgl.  Christ,  in  den  Sitzungsberichten  der 
Akademie  zu  München  1863,  8.  106),  der  die  Schrift  de  assis  äistributione 
146  nach  Christus  verfasste ,  sagt  §  39 :  Dimidia  sexiula  habet  scriptula  duo ; 
has  quoque  partes,  in  quantum  Übet,  dividere  possis,  verum  infra  eas  neque 
notas  neque  propria  vocabula  invenies  praeterea.  Der  calculus  de» 
Victorins,  c.  440  nach  Christus,  der  nach  Christ  (a.  a.  O.  S.  107)  ein 
älteres  Rechenbuch  copirte,  geht  in  der  That  nur  herab  bis  zur  dimidia 
gextula.*)  Hat  Victorius  also  die  Namen  calcus  u.  s.-w.  gekannt,  so  hat  er 
sie  doch  nicht  zur  Bruchrechnung  beigezogen. 

Isidorus  (595 — 636  Bischof  von  Sevilla)  nennt  als  minima  pars  agres- 
dum  mensurarum  den  digilus,  als  minima  pars  ponderis  den  calcus,  und  nennt 
ferner  siiiqua,  ceratis  oder  semiobolus,  obolus,  scripulus,  dragma,  solidus  oder 
sextula,  duella  (duae  sextulae\  stater  oder  semuncia  oder  semissis,  quadrans  oder 
siclus»  Wie  weit  diese  Namen  mit  ihren  Zeichen  zur  Bruchrechnung  damals 
dienten,  ist  nicht  zu  ersehen,  aber  der  Commentar  des  Abbo  (c.  950)  zum 
calculus  des  Victorius,  das  Werk  des  Bernelinus,  eines  Schülers  Gerberts, 
der  ausdrücklich  sagt,  dass  er  zu  seinem-  4.  Buche  de  unciis  et  minutiis  das 
Werk  des  Victorius  benützte,  und  andere  arithmetische  Werke  aus  jener 
Zeit  zeigen  hinlänglich,  dass  auch  die  Bruchrechnung  noch  bis  zu  den 
calci  ausgedehnt  wurde.  £s  ist  also  die  Zeit  vom  6, — 10.  Jahrhundert,  in 
welcher  mit  Wahrscheinlichkeit  diese  Erweiterung  der  Bruchrechnung  eintrat. 

Welche  Zeit  ist  aber  anzunehmen  für  die  Erweiterung  bis  zum  m Omen- 
tum, wie  sie  in  dem  fraglichen  Abschnitte  vorliegt?  Ich  habe  früher  an 
das  1.  Jahrhundert  vor  Christus  gedacht,  finde  aber  diese  Ansicht  jetzt  un- 
haltbar, da,  wie  aus  dem  Vorstehenden  hervorgeht,  die  betreffenden  Werke 
aus  jener  Zeit  viel  nüchterner  und  verständiger  sind.  Es  könnte  weiter 
zuerst  das  5.  Jahrhundert  in  Frage  kommen,  in  welchem  (Christ,  a.  a.  O. 


*)  Nach  dem  CommeDtar  des  Abho  (Christ,  ib.  8.  142)  rechnet  Victorius  auch  mit 
calci,  Gerätes,  obvli,  aber  die  Worte  des  Victorius  selbst  (ib,  S.  134)  sprechen  von  tici 
lici,  sextulae  et  cetera.    Für  diese  passen  auch  die  Worte  quarwu  cofigeatutne  dUniditan 

unciae  conficitur.     Denn  sicilicus  l^-\- sextula  (i^  )  +  dimidia  sextula  (—--]= 

s=  ~  =  1  setmmcia,     Abbo ,  der  durch  die  calci  etc.  voreingenommen  ist,  hilft  sich  zu 

letzt  (f^.  S.  143)  mit  den  Worten:  Duae  sesclae  tandem  VIJl  scripuii  statt,  gtäbus  adjecti 
im  reponunt  semunciam,  was  ganz  gegen  den  Wortlaut  des  Textes  des  Victorius  ist. 
Ich  kann  daher  nur  annehmen ,  dass  bei  Victorius  die  dimidia  sextula  der  kleinste  in 
dem  calculus  vorkommende  Brucbtheil  ist,  und  es  bestärkt  mich  hierin,  was  Abbo 
selbst  (i6.  S.  130)  anführt,  dass  nämlich  Victorius  bei  den  panderum  minutiae  wieder 
mit  dinddia  sexttäa  angefangen  hat.  Die  scripuli  dienen  nur  zur  Umwandlung  der 
Brüche  in  ganze  Zahlen  (t6.  S.  137).  Woher  Abbo  die  calci  etc»  hat,  ist  leicht  zu  sehen. 
£r  entnahm  sie  dem  Isidorus. 

Dass  auch  bei  Bernelinus,  der  den  Victorius  benützt  hat,  obolus,  cerates  und  etä" 
cus  Zut  baten  von  diesem  sind,  zeigt  die  Verglelchung mit  dem,  was  von  dem  eigent- 
liehen  Text  des  Viciorius  erhalten  ist.  Wie  Bernelinus  am  Knde  einige  Miiiutien 
noch  beifügte,  so  hat  er  auch  zwischen  sexttäa  und  dimidia  sexttUa  noch  die  dragma 
eingeschoben,  die  im  aäcuius  des  Victorius  fehlt. 
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S.  104)  die  Schriften  der  römischen  Feldmesser  zosammengestellt 
wurden,  eine  Zeit,  in  welcher  die  Bruchzeichen  früherer  Zeit  (vgl.  Hultsch, 
Metrologie  S.  112  u.  Christ  a.  a.  0.)  durch  bequemere  ersetzt  worden  zu  sein 
scheinen.  Allein  hier  ist  die  Grenze  für  die  Bruchrechnung  noch  die  dimidia 
sextultty  wenn  sich  auch  bei  Isidor  noch  Zeichen  bis  zum  dimidius  obolus  {eera- 
te$)  herah  finden. 

Auf  der  anderen  Seite  begegnet  bei  Bernelinus  an  der  Grenze  des  10. 
und  11.  Jahrhunderts  in  der  Rechnung  als  Zeichen  mit  kleinstem 
Werthe  das  des  oholus  in  einer  besonderen  Columne  für  die  calci^  bei  6er- 
laud  am  Ende  des  11. -Jahrhunderts  noch  das  Zeichen  der  siliquay  aber  in 
der  Columne  der  Einer.  Dazu  findet  sich  bei  Ersterem  die  Angabe,  dass 
Viele  die  Lehre  der  Minutien  als  unnütz  hezeichneten ,  und  bei  Letzte- 
rem die  Behauptung:  übt  dividendo  ad  minuüas  pervenitur,  aut  penitus  defi- 
eiunt,  rerum  nomina  ignorantes^  aul,  dum  simulare  conaniUTy  quod 
non  didicerunt,  tandem  fatigati  iatenli  arlificio  succumbunt.  Einer  solchen 
Zeit  ist  die  Ausdehnung  der  Bruchrechnung  Aufpuncta,  tninuta  und  momenta 
nicht  mehr  beizumessen ,  wohl  aber  kann  sie  nicht  lange  vorausgegangen 
sein,  denn  es  zeigt  sich  noch  das  Ringen  der  besseren  Einsicht  mit  der 
Unwissenheit.  Ich  erinnere  hier  an  die  Stelle  in  Gerbert's  Brief  an  sei- 
nen Freund  Constantin,  in  der  er,  wie  mir  scheint,  gegen  einen  einge- 
bildeten Ignoranten  sich  ausspricht.  *)  Nee  pulei  philosophus  sine  literis  haec 
alicui  arti  vel  sibi  esse  contraria^  Quid  enim  dicet  esse  digilos,  ariiculoSf  minuia, 
qui  audiior  majorum  fore  dedignatur?  Vult  tarnen  videri  solus  scire^  quod  me- 
cum  ignoral:  ut  ait  Flaccus.  In  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  (8.  25) 
habe  ich  nur  von  digili  und  articuli  nachweisen  können,  dass  sie  damals 
eine  andere  Anwendung  zu  erhalten  anfingen.  Jetzt  glaube  ich  dasselbe 
auch  für  den  Ausdruck  minula  gefunden  zu  haben.  Minuium  gebraucht 
nämlich  Gerbert  auch  für  die  kleinere  Zahl  des  aus  Einer  und  Hunderter 
bestehenden  Divisors,  während  vorher  dieses  Wort  für  die  ^wischen 
punctum  und  momenlum  liegende  Minutie  diente. 

Eine  genauere  Zeitbestimmung  ermöglichen  endlich  die  Briefe  Al- 
cuin's  (Ausgabe  des  Frobenius  T.  I,  Vol.  I).  Aus  dem  61.  Brief  (S.  82}  er- 
hellt, dass  punc/t/«  ^^T  ^^^^'  ^^^  ^®™  '^^'  (S.  100),  dass  auch  punctus 

=  —  hora  sein  könnte.     Im  67.  (S.  Ol)   ist  minutum  vom  Scherflein  der 
5 

Wittwe  gebraucht,  nach  dem  68.  (S.  95)  ist  minutum  = -r   hora.     Im    66«, 

*)  Ich  musB  nämlich  bei  der  AuffassuDg  dieser  Stelle  bleiben,  welche  ich  in 
meinem  Schriftchen  über  Gerbert  S.  24  —  25  angedentet  habe,  wornach  sine  Uterig  su, 
philosophus  zu  ziehen  und  majorum  als  neutr,  pl.  zu  nehmen  ist.  Sehr  abweichend  von 
der  Uebersetznng  Cantor^s  (8.  321)  übersetze  ich:  „Der  unbclesene  Weltweise  glaube 
nicht,  dass  dieses  mit  irgend  einer  Kunst  oder  mit  sieh  selbst  im  Widerspruche  sei. 
Denn  wie  kann  er  sagen,  was  digiti,  artiaili,  miuuta  seien,  er,  der  es  unter  seiner  Würde 
hält,  zuhören,  was  es  noch  Höheres  g^iebt?  Aber  scheinen  soll  es,  dass  er  allein 
weiss,  was  er  doch  so  wenig  weiss,  als  ich,  wie  Fiacous  sagt". 
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einem  Brief  KarPs  an  Alcuin,  steht  (S.  88)  der  Ausdruck  per  intervalla  ho- 
rarum  ac  punctorum  seu  momenlorum.  Der  70.  Brief  endlich  (S.  100)  zeigt 
noch,  dass  der  Ausdruck  minuium  verschiedene  Werthe  hatte  und 
dass  man  auchmiftu/a  minutarum  sagte.  Hält  man  nun  dagegen,  dass 
derselbe  70.  Brief  (S.  ]0l)  die  Theilung  der  kora  per  uncias  nennt  und 
der  84.  (S.  124)  von  einer  Ausrechnung  bis  auf  scrupulum  vel  silicum 
{sie)  spricht,  so  ist  klar,  dass  zur  Zeit  Alcuins  die  Ausdrücke  punctus,  minu- 
ium, momentum  zwar  für  kleine  Zeittheilchen  und  andere  kleine  Stücke  ge- 
braucht wurden,  aber  nicht  in  die  Bruchrechnung  aufgenommen  wa* 
ren.  Später  also  erst,  etwa  um  die  Grenze  des  0.  und  10.  Jahrhunderts 
führte  der  erstere  Gebrauch  auch  den  zweiten  herbei  j  freilich  gehörte  da- 
zu eine  Zeit,  die  geistig  sehr  wenig  leistete. 

Eine  Zeit  geringer  geistiger  Leistungen  aber  am  Ende  des  9.  und  An- 
fang des  10.  Jahrhunderts  anzunehmen,  lässt  sich  mit  der  übrigen  Geschichte 
jener  Zeit  wohl  vereinen  und  was  besonders  die  Mathematik  betrifft,  so  ist 
der  Commentar  des  Abbo  in  doppelter  Weise  ein  Beleg  dafür.  Abbo  be- 
klagt sich  über  das  Damiederliegen  der  artes  liberales  (Christ,  a.  a.  0. 
S.  121)  und  andererseits  ist  seine. eigene  Arbeit  von  wenig  Bedeutung. 
Ich  habe  oben  in  einer  Anmerkung  einen  Beleg  dafür  gegeben ,  dass  Abbo 
den  Yictorius  nicht  verstanden  hat  Christ  weist  (S.  109)  eine  andere 
Stellenach,  in  der  dieser  Commentator  arg  sich  täuschen  liess,  findet 
(S.  113)  eine  weitere,  in  der  er  den  Yictorius  nicht  richtig  verstanden 
zugaben  scheint,  und  nennt  (S.  119)  das  Ganze  für  eine  Veröffentlichung 
durch  den  Druck  zu  gehaltlos. 

Endlich  ist  aber  der  in  Rede  stehende  Abschnitt  selbst  der  beste  Be- 
leg ;  dass  der  Verfasser  in  2  aufeinander  folgenden  Zeilen  sich  selbstwi- 
derspricht, habe  ich  bereits  oben  erwähnt.  Was  sagt  er  aber  von  den 
Zeichen  der  Minutien?  quia  {notae)  partim  graecae  partim  eranl  barbarae^ 
nobis  non  videbantur  latinae  orationi  adjungendae.  Die  mildeste  Deutung 
ist  wohl  diese,  dass  der  Verfasser  damit  sagen  will,  dass  lateinische 
Ausdrücke  und  griechische  und  barbarische  Zeichen  nicht  gut  zu 
verbinden  sind,  womit  nichts  gesagt  ist,  als  eine  Antithese  der  Worte 
lateinisch  und  griechisch.  Freilich  meint  der  Verfasser,  auch  die  Sache 
selbst  zu  erleichtern;  aber  wahrscheinlicher  ist,  dass  er  den  gewiss 
schlecht  überlieferten  Zeichen  keinen  Sinn  abzugewinnen  wusste  und  seine 
Unwissenheit  mit  dem  ihm  wohlbekannten  lateinischen  Alphabet  deckte. 
Dass  er  in  den  Zeichen,  die  er  barbarae  nennt,  weil  er  sie  nicht  auf  grie- 
chische Buchstaben  zurückführen  kann,  nicht  die  im  5.  Jahrhundert  aus  den 
altrömischen  Zeichen  bequemer  hergestellten  lateinischen  Minutien- 
zeichen  erkannte,  ist  ihm  kaum  zum  Vorwurf  zu  machen ;  aber  es  ist  dieses 
mit  dem  Uebriffen  ein  Beweis,  dass  der  Verfasser  in  der  That  ein^gwlt.fcc-»^ 

/^    '       ' ''  \ 
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ringer  geistiger  Leistungen  angehört  hat,  als  welche  das  Ende  des  9.  and 
der  Anfang  des  10.  Jahrhunderts  sich  am  wahrscheinlichsten  ergiebt.*) 

Diesem  Ergebniss  könnte  man  folgende  Stelle  aus  der  margarilha  phi~ 
losopkica  (lib.  VI  geom.  pract  tract  IL  cap.  l)  entgegenhalten :  Posuerunt 
antem  antiquiores  non  modo  haeCy  quae  dixi,  integra,  verum  et  harum  mi- 
nuiias,  ut  post  digiium  staterem,  quadrantem,  dragmam,  scrupulum^  obuluniy 
semiohulum^  siliquam ,  pu nctumj  minutum  et  momentum  et  has  mmutias 
variis  consignabant  characteribus.  Eis  brevitaiis  causa,  quoniam  parum  aut 
nihil  ad  rem  faciunt,  hbmissis  mensuras  dictas  ad  praxim  applicabimus. 
Da  aber  die  puncta,  minuta,  momenta  erwähnt  sind,  so  können  nur  die  anü" 
quiores  gemeint  sein,  welche  bis  su  diesen  Feinheiten  sich  verstiegen;  und 
es  wird  kein  Bedenken  erregen,  wenn  ein  Schriftsteller  an  der  Grenze  des 
15.  und  16.  Jahrhunderts  Leute  aus  dem  Anfang  des  10.  Jahrhunderts 
antiquiores  nennt.  Das  Urtheil  in  dieser  Stelle  über  den  Werth  jener 
Leistungen  stimmt  genau  zu  dem  oben  ausgesprochenen  und  so  darf  ich 
wohl  diese  Stelle  als  einen  weiteren  Beleg  für  die  Unbedeutendheit  des 
besprochenen  Abschnittes  zu  meinen  Gunsten  benützen. 

Ich  kehre  nun  nach  der  Erledigung  der  Zwischenfragen,  deren  Resul- 
tat allerdings  der  Ansicht  von  Uultsch,  dass  der  Name  des  Archytas 
nur  durch  die  Unwissenheit  des  Compilators  mit  dieser  Quelle  in  Ver- 
bindung gebracht  ist,  überaus  günstig  ist,  wieder  zum  eigentlichen  Gegen- 
stand zurück  und  frage  weiter:  Was  spricht  darin  für  ein  Kechnen  mit 
Columnen? 

Das  Einzige,  was  darauf  hindeutet,  ist  die  Erwähnung  besonderer 
Zeichen  für  die  Bruchtheile.  Und  in  der  That  kamen  mit  dem  Rechnen 
mit  Columnen  auch  die  Zeichen  der  Minutien  wieder  zur  Anwendung.  Die 
Verfasser  von  Werken  über  den  Abacus  beklagen  sich  über  die  Vernach- 
iHssigung  der  Minutien.  Zu  den  oben  bereits  angeführten  Stellen  will  ich 
hier  noch  folgende  aus  den  Regeln  über  den  Abacus  anführen,  welche 
Odo  von  Clüny  beigemessen  werden.  Es  heisst  dort  (Gerbert,  script.  eccL 
de  mus»  7\  I,  S.  300) :  Quia  haec  vocabula  minutiarum  modemi  non  frequentant, 
paullatim  notiiia  eorum  fere  periit.  Dieselben  Werke  enthalten  aber  nicht 
blos  die  Zeichen  und  Namen  der  Minutien,  sondern  auch  besondere  An- 
weisungen für  das  Rechnen  mit  denselben.  Es  wird  also  offenbar  ein 
nahezu  Verkommenes  wieder  hervorgezogen,  wodurch  an  sich  schon  klar 
ist,  dass  es  nichts  mit  dem  Rechnen  mit  Columnen  nothwendig  Verbun- 
denes ist. 

Dies  ergiebt  sich  aber  auch  erstens  aus  den  Zeichen  selbst.     Da 


*)  In  eben  diese  Zeit  setzt  M.  Gerbert,  der  Herausgeber  der  scripi.  eccl.  de  nrns. 
Sacra  T.  /,  praef,  n.  XI,  einen  Anonymus,  der  in  der  Musik  aur  BeKcichnung  der  Inter- 
virilen  statt  der  alten  griechischen  Zeichen ,  die  auch  Boethius  {de  mus,  4,  3)  beibe- 
hält,  das  Alphabet  von  A—S  anwendet.  Es  könnte  also  der  Verfasser  jenes  Ab- 
schnittes dieses  haben  nachahmen  wollen. 
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weiter  nnten  nochmals  von  denselben  sn  reden  ist,  so  werde  hier  nar  Fol- 
gendes bemerkt:  Bei  den  unciae  giebt  es  verschiedene  Zeichen  fär  1  tmcia 
bis  11  unciae^  wie  man  sie  zum  Eioschreiben  in  eine  Colamne  verwenden 
kann.  Ebenso  sollten  nun  23  Zeichen  für  die  scripuH  vorhanden  sein, 
deren  24  anf  eine  uncia  gehen,  nnd  5  nnd  7  für  die  siliquae  und  calci ^  deren 
6  nnd  8  anf  einen  scripulus  gerechnet  wurden.  Statt  dieser  Anzahl  finden 
sich  aber  nur  7  für  die  scripiUi  und  2  für  die  siHquae  und  calci  zusammen, 
wodurch  eine  Häufung  von  Zeichen  nöthig  wird,  welche,  wie  sie  der  lieber* 
sichtlichkeit  der  Bechnung  Eintrag  thnt,  so  auch  die  Operation  selbst 
nnnöthig  erschwert. 

Ein  Zweites  ist  die  Verschiedenheit,  mit  welcher  die  Minutien  bei 
der  Rechnung  mit  Columnen  verwendet  werden.  Bei  den  Einen  giebt  es 
S  besondere  Columnen  dafür,  bei  Anderen  werden  sie  in  die  Columnen  der 
Einer,  Zehner  u.  s.  w.  eingeschrieben ,  wieder  Andere  rechnen  die  Zahlen 
der  Minutien  auf  dem  Abacus  mit  den  Ziffern  ans  und  geben  nur  dem  Resul- 
tat die  Benennung  der  Minutien.  Eine  derartige  Verschiedenheit  würde 
nicht  bestehen,  wenn  die  Zeichen  zum  Rechnen  mit  Columnen  erdacht 
worden  wftren. 

Dazu  kommt  drittens  die  Thatsache,  dass  Zeichen  der  Minutien  auf 
dem  römischen  Abacus  mit  Linien  sich  finden,  die  Anwendung  solcher 
Zeichen  also  bei  der  Rechnung  auf  Linien  in  derselben  Weise  statt- 
findet, wie  die  der  Zeichen  für  5,  10  u.  s.  w.  Man  benützte  sie  zum  An- 
schreiben, aber  nicht  zum  Rechnen. 

Beachtet  man  ferner,  was  im  Vorhergehenden  dargelegt  wurde  ,  dass 
die  Bruchrechnung  allmälig  durch  Aufnahme  der  Zeichen  für  die  kleine- 
ren Gewichte  von  den  unciae  zu  den  scripuli  und  weiter  zu  den  siliquae  und 
calci  nnd  endlich  sogar  wenigstens  bis  zu  den  Namen*)  puncia^  minutay 
momenia  sich  ausdehnte,  so  dürfte  hinlänglich  klar  sein,  dass  die  minutiae 
ihre  eigene  Geschichte  für  sich  haben,  und  sie  in  die  Rechnung 
mit  Columnen  nur  dadurch  kamen,  dass  man  ähnliche  vortheilhafte  Zei- 
chen an  ihnen  zu  haben  glaubte,  wie  die  Zeichen  für  die  9  Ziffern  es  , 
waren. 

Dieser  Auseinandersetzung  bedurfte  es  aber  nur,  weil  in  dem  in  Rede 
stehenden  Abschnitte  Zeichen  für  die  Minutien  erwähnt  werden.  Der 
Verfasser  desselben  selbst  kennt  eine  Anwendung  derselben  auf  dem 
Abacus  nicht;  er  ersetzt  nicht  nur  die  Zeichen  durch  die  lateinischen 
Buchstaben,  sondern  er  beabsichtigt  überhaupt  nur,  ein  Tableau  zu 
geben,  eine  figura^  welche  die  Minutien  deutlich  machen  soll.  Es  ist 
also  noch  derselbe  Standpunkt,  der  nach  dem  Commentar  des  Abbe  bei 


*)  Dass  es  nämlich  anch  Zeichen  dafür  gegeben  hat,  weiss  ich  durch  nichts  zu 
belegen.  Sollte  der  Verfasser  des  Abschnittes  in  der  Geometrie  des  Boethius  dieses 
selbst  durch  den  Ausdruck  nominando  posu<runl  haben  andeuten  wollen? 

ZeiUchrifl  f.  Malbemaük  «.  Phyitik.  IX ,  b.  22 
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Victorins  sich  findet  (s.  Christ,  a.  a.  O.  S.  112  und  142).  Im  Bamberger 
Codex  des  calculus  dieses  Mannes  hat  die  Tabelle  der  Minntien  aueh  die 
Ueberschrift  leptologia  figuray  entsprechend  dem  Text  auf  Fol,  31^  (Christ, 
8.  140).  Solche  Tabellen  und  Figuren  sind  aber  Anzeichen  vom  Rech- 
nen auf  Linien,  das  der  Unterstützung  durch  derartige  Uebersichten 
benöthigt  war,  und  es  weist  also  auch  dieser  letzte  Beleg,  der  nachweis- 
lich älter  als  der  übrige  Abschnitt  in  der  Geometrie  des  Boethius  ist,  viel- 
mehr  auf  solches  Rechnen  hin,  als  auf  ein  Rechnen  mit  Columnen.  Dass 
man  auch  im  10.  Jahrhundert  zwischen  der  Verwendung  solcher  Tabellen 
und  der  Benützung  des  abacus  unterschied ,  dafür  ist  ein  Beleg  im  Com- 
mentar  des  Abbo  (Fol.  30*  des  Bamberger  Codex).  Nachdem  Abbo  im 
Anschlags  an  die  Erläuterung  einer  Tabelle  der  0  Einer,  Zehner  n.  s.  w« 
bis  Hunderttausender  gezeigt  hat,  wie  20.20  zurückgeführt  werden  kann 
auf  (2. 2). (10. 10}  u.  ä.,  bricht  er  ab  mit  den  Worten:  Sed  quando  haec 
periment  ad  rationetn  ahaci,  alterius  disputaiionis  [sunt]  ac  negoUL 


Der  nächste  Gegenstand  der  Untersuchung  wäre  nun  die  Geometrie 
des  Boethius  und  besonders  die  beiden  Anhänge  am  Ende  des  1.  und  2. 
Buches  derselben.  Es  ist  aber  ohne  Zweifel  besser,  diesen  am  meisten 
bestrittenen  Pnnkt  einstweilen  bei  Seite  zu  lassen  und  zuerst  zu  sehen, 
was  ausserdem  noch  vom  Rechnen  mit  Columnen  sich  nachweisen  lässt 
Gelingt  der  Nachweis,  dass  das  Verfahren,  welches  in  jenen  Anhäng^i 
dargestellt  ist,  erst  um  das  10.  Jahrhundert  nach  Christas  bekannt  sein 
konnte,  dann  wird  die  Aechtheit  jener  Abschnitte  nicht  mehr  länger  ge- 
halten werden  können,  die  ungeachtet  der  Gegengründe  ans  dem  Stil*) 
und  ungeachtet  der  darin  enthaltenen  Gobarziffern  noch  immer  behauptet 
wird.  Es  ist  also  weiter  zu  den  Männern  überzugehen ,  von  denen  ange- 
nommen wurde ,  dass  sie  das  Abacnssjstem  mit  Columnen  kannten ,  näm- 
lich zu  Victorius,  Beda,  Aknin,  Odo  von  Clünj. 

Calculus  des  Victorius. 

^  Ueber  Victorius  ist  in  vorzüglicher  Weise  von  Christ  abgehandelt  wor- 
den in  den  bereits  wiederholt  erwähnten  Sitzungsberichten  der  Akademie 
zu  München  1863,  S.  100 — 152,  insbesondere  S.  110 — 114.  Damach  ist  der 
ca/ct//ti« desselben  ein  Faullenzer  oder  Rechenknecht,  einUebnngs- 
buch  in  den  römischen  Schulen  der  ratiocinatores  und  calcüUUores.  Von 
einer  Anwendung  von  Columnen  findet  sich  in  demselben  nicht  die 
mindeste  Spur.     Das  Ganze  war  eine  Reihe   von  Tabellen  ausge- 


*)  Ich  erlaube  mir  bier  anf  die  Proben  anfmerksam  zu  machen,  die  ich  in  den  K. 
Jahrb.  f.  Phil,  nnd  Päd.  1863,  8.  435—427  gegeben  habe. 
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fUhrter  Multiplicationen,  woea  aach  die  vorgenommenen  Qaadtirangen 
gehören.  Wenn  n&mlich  Christ  (S.  113)  vom  Potenziren  spricht,  so  ist 
dieses  nnr  eine  unserem  Sprachgebrauch  naheliegende  Verallgemeinerung 
der  Sache,  die  aber  im  calculus  selbst  auf  die  Bildung  von  Quadraten,  oder 
vielmehr  auf  die  Multiplication  einer  Zahl  mit  sich  selbst  beschrftnkt  ist. 
Dasselbe  gilt  vom  Dividiren  und  Wurzelanssiehen  (S.  110  und  113). 
Letzteres  ist  auch  nicht  dem  Namen  nach  angedeutet,  ersteres  allerdings 
durch  dividere  und  divisio  (S.  133),  aber  es  ist  sofort  deutlich,  dass  nur  die 
Bildung  der  Brnchtheile  damit  gemeint  ist.  Der  Begriff  Quotient 
scheint  dem  ganzen  Alterthnm  fremd  geblieben  zu  sein;  was  wir  so 
nennen,  fasste  man  als  Hftlfte,  Drittel,  Vierte]  n.  s.  w.  auf,  und  hatte  man 
%j  %  u.  ä.  zu  bilden,  so  nahm  man  seine  Zuflucht  zur  Proportion.  Wie 
weit  von  Ad  dition  und  Subtraotion  (S.112)  geredet  werden  kann,  erhellt 
nicht  klar  aus  dem  Commentar  des  Abbo  (S.  136  — 137),  es  scheint  aber 
nichts  anderes  vorgekommen  zu  sein,  als  was  uns  durch  die  Stelle  bei  Horaz 
{ars  poeL  v.  321)  bekannt  ist.  Zu  diesem  Ergebniss  hebe  ich  nach  dem, 
was  ich  in  dem  Bamberger  Codex  des  calculus  des  Victorius  und  in  ande- 
ren  handschriftlich  erhaltenen  Werken,*)  bei  welchen  dieser  calculus  be- 
ntttzt  wurde,  noch  gefunden  habe,  folgendes  hervor : 

1)  Die  vorkommenden  Zeichen  der  Minutien**)  sind  mit  den  römi- 
schen Zahlzeichen  verbunden  und  kein  Umstand  berechtigt  zu  der  An- 
nahme, dass  Victorius  etwas  anderes  in  diesen  Zeichen  sah,  als  die  her- 
kömmlichen römischen.  Nach  der  Stelle,  die  bei  Christ,  S.  141 — 142, 
Ton  Fol.  31^  mitgetheilt  ist,  bemerkt  Abbo,  dass  die  Latini  früher  die 
Zahlen  mit  lauter  einzelnen  Strichen ,  später  mit  den  bekannten  Zeichen 
schrieben,  ferner,  dass  die  Griechen  ihre  Buchstaben  dazu  benfitzen. 
Hier  wftre  Gelegenheit  gewesen,  zu  bemerken,  dass  die  Minutienzeichen 
von  der  Frem.de  herstammen  und  eigentlich  zu  anderen  Ziffern  gehören, 
wenn  die  Sache  sich  wirklich  so  verhielte,  wie  Cantor  S.  235  und  283  sie 
darstellt.  Nach  dem  aber,  was  Hultsch,  Metrologie  S.  ^0 — 61  und  112—113 
angiebt,  wird  es  wohl  bei  Niemand  mehr  einem  Zweifel  unterliegen,  dass 
die  Minutienzeichen  römischen  Ursprunges  sind.     Wenn  Gerland  und 


*)  Mit  besonderem  Dank  mnss  ich  hier  die  Bereitwilligkeit  erwähnen,  mit  der 
die  Handschrifien  in  den  Bibliotheken  zu  Bamberg  nnd  München  mir  gewahrt 
wurden. 

**)  Da  bei  Christ  a.  a.  O.  S.  13Ö  im  Druck  die  Zeichen  nicht  gans  genau  aus- 
fielen,  so  theile  ich  sie  auf  Tafel  IV,  Fig.  3,  nach  dem  Bamberger  Codex  mit,  und  Vif^^ 
die  Zeichen  bei,  die  Hultsch  in  seiner  Metrologie  S.  112  giebt  Es  ist  Kicht  einen- 
sehen,  dass  die  späteren  Zeichen  nur  für  das  Schreiben  bequemere  Abkürzungen  der 
früheren  sind,  indem  man  die  vorher  für  sich  bestehenden  Striche  durch  Züge  auf 
wärts  und  abwärts  andeutete.  Vom  detmx  bis  geptunx  konnte  man  diese  Züge  an  das 
ij  anknüpfen,  beim  quincunx  bis  sexUm»  scheint  der  1.  Zug  ursprünglich  horizontal 
gewesen  zu  sein  und  die  Schleife  sich  erst  später  gebildet  zu  haben.  —  Bei  dieser 
Gelegenheit  glaube  ich  auch  die  abweichenden  und  die  weiteren  Zeichen  der  Minutien 
geben  zu  sollen,  die  ich  im  Münchner  Codex  14ÖS9,  dem  früheren  Cod.  St.  Emmer. 
G.  LXXUI  fand.  - 

22* 
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andere  Abacbteu  des  11.  and  12.  Jahrhunderts  dieselben  mit  den  Oobar- 

ziffem  in  Verbindung  bringen,  so  ist  dieses  leicht  daraus  zu  erklären,  dass 
man  auch  für  die  Bruchtheile  besondere  Zeichen  anwenden  wollte,  wie  für 
die  Einer,  und  deshalb  zu  den  damals  bereits  in  Vergessenheit  gekomme- 
nen Minutienzeichen  älterer  und  späterer  Zeit  znrückgriff. 

2)  Victorius  giebt  nirgends  an,  wie  zu  multipliciren  oder  dividiien, 
zu  addiren  oder  subtrahiren  ist,  sondern  er  giebt  fertige  Producte  und 
ausgeführte  Zerlegungen.  Von  den  Tabellen,  von  denen  Christ  S.  135 
bis  136  zwei  als  Muster  giebt,  ergiebt  sich  dieses  von  selbst.  Dass  aber  auch 
diesen  Tabellen  keine  Erläuterang  beigefügt  war,  wie  sie  berechnet  wur- 
den, zeigt  der  Commentar  des  Abbo,  der  diesem  Mangel  durch  die  Beleh- 
rung abzuhelfen  bemüht  ist,  wie  man  jede  Zahl  mnltiplicirt  (qualiter  omnis 
numerorum  muUitudo  mulHpliceiur).  Worin  besteht  aber  diese?  Er  giebt 
(Fol.  34^)  eine  Tabelle,  in  der  in  der  ersten  Beihe  steht 

I  X         C  M  X         C,  darunter  in  der  zweiten 

II  XX      CC  n  XX     ^  u.  8.  w.  bis 


Vmi    XC      PCCCC     villi    XC      DCCCC      und  aus  dem,  was  hier 

mit  den  Einern  geschehen  ist,  soll  man  entnehmen,  was  mit  den  übrigen 
zu  geschehen  hat  (jsx  singularibus  sumpta  regüla^  qtnd  de  religuis  fieri  con- 
venial).  Er  giebt  auch  sofort  Beispiele:  2.2,  20.20,  200.200,  3.30  u.  s.  w. 
und  führt  z.  B.  50.50  (FoL  351")  auf  (5 . 5) . (10 .  10)  zurück,  unbekümmert 
darum,  dass  davon  nichts  in  seiner  Tabelle  steht.  Schliesslich  verweist 
er  dann  auch,  wie  oben  bereits  angegeben  wurde,  darauf,  dass  dieses  zur  raiio 
abaci  und  also  an  einen  anderen  Ort  gehöre*  Es  ist  klar,  dass ,  was  Abbo 
hier  angiebt,  dasselbe  Verfahren  ist,  welches  von  Apollonins  überliefert 
ist  (s.  mein  Schrifteben  über  Gerbert  S.  27).  Zu  diesem  stimmt  die  Art 
der  Multiplication  von  10.125,  die  am  Ende  des  Commentars,  so  weit  er 
nämlich  im  Bamberger  Codex  erhalten  ist,  Fol.  47%  angegeben  ist:  Decies 
c,  sunt  miüe  et  decie$  .  XX.  suni .  CC*  et  decies  quini  nmi  quinquaginta.  Also 
Anfang  der  Multiplication  bei  der  höchsten  Zahlordnung,  wie  es  von  den 
Griechen  oben  erwähnt  wurde. 

Die  Additions-  und  Snbtractionstabellen  müssen  nach  dem, 
was  Abbo  Fol.  36 ''  —  36^  (Christ,  S.  136 — 137)  angiebt,  unsere  Ziffern  zum 
Theil  statt  der  römischen  gesetzt,  folgende  Gestalt  gehabt  haben: 

—  c/  —  juncii  reddunt  assem 

—  er  j^       „  „         „     u.  8.  w.  bis 

12  ^'  12         " 

5  etb  Juncti  reddunt  X 

6  tfM       „  ,,       ,,     u.  s.  w.  bis 
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9*)  rt  1   juncU  reddunt  X 


50  <r/  50       ,, 
60  et  40       „ 
90  et  10       „ 
Ferner  C  rf^  M     DCCCC 

CCrf^M      DCCC     n. 


.  „  u.  8.  w.  bis 


0.  w. 


Daran  reihten  sich  Additionstabellen  folgender  Art: 


Villi  et  vmi 
Villi  et  vni 

n.  8.  w.  bis 
Villi  et  I 


XVIII 

xvn 


XVI 
XV 


u.  8.  w.  bis  I  ^r  I    II. 


VIII  et  vm 
VIII  et  vn 

n.  s.  w.  bis 

VIII  et  I  Villi 
Möglich,  dass  ebenso  die  Zehner  nnd  Hunderter  zusammengestellt 
waren;  dass  aber  das  Angegebene  der  Form  nach  so  geordnet  war,  folgt 
aus  dem  weiteren  Theile  dieser  Tabelle,  den  Abbo  (Christ,  S.  137)  deut- 
lich genug  beschreibt  und  der  darnach  folgende  Gestalt  muss  gehabt 
haben : 


"  Pf" 

'!^ 

10       10             8 

V2''ü    »r2 

11       10 

■S 

10        fl           .7 

U.  8.  W. 

bis 

u.  8.  w.  bis 

1 

(«) 

10  1  11 
12  ^   12             12 

Q*  8«  W. 


Es  lagen  also  keine  Angaben  über  das  Addiren  und  Sub- 
trahiren  selbst  yor,  sondern  neben  den  Summanden  stand  die  Summe, 
neben  Minuend  und  Subtrahend  der  Best.     (Christ,  S.  146—147). 

Die  hierauf  folgende  lepiologia  figura  giebt  Abbo  aufs  Neue  Anlass, 
vomMnltipliciren  zureden.  Diesmal  aber  benützt  er  dazu  die  Finger- 
rechnung und  zwar  im  Wesen  dieselbe,  welche  die  Schrift  Beda's 
de  loquela  per  gestum  digitorum  enthält,  und  die  nur  theilweise  lieber- 
einstimmung,  die  Christ  (S.  125)  erwähnt,  bezieht  sich  also  darauf,  dass 
der  Wortlaut  verändert  und  nicht  alles  angegeben  ist.**)  Es  ist  aber 
diese  Stelle  von  grossem  Werthe,  weil  sie  deutlicher  als  andere  zeigt,  wie 
die  Einer  den  Namen  digiti,  die  Zehner  den  Namen  articuli  erhielten. 


*)  Ich  yermag  die  Ansicht  von  Christ  (8.  112)  nicht  su  theilen,  dass  Victorias 
Beispiele  bis  zar  Zerlegung  von  0  Assen  angestellt  habe.  Eine  solche  Zerlegung  war 
weder  aasreichend  noch  n'öthig.  Dagegen  ergiebt  sich  aas  der  obigen  Darstellung 
deatUeh  genng,  warum  9  die  letzte  vorkommende  Zahl  war. 

**)  Was  Christ  (S.  126)  über  die  Gesticulationen  bei  Beda  für  die  Hunderter  und 
Tausender  sagt,  ist  nicht  genau,  weil  die  Hunderter  und  Tausender  ganz  ebenso,  wie 
die  Einer  und  Zehner  bei  Beda  gebildet  worden,  nur  mit  der  rechten  Hand. 
Ebenso  findet  es  sich  bei  Nicolaus  8mjrnaeus,  wenigstens  nach  dem,  was  Caussinns 
de  eloqu.  sacr,  et  hum,  Paris  1636,  8.  565—568  daraus  mittheilt.  Die  unschönen  Gesti- 
enlaiionen  sind  die  für  die  Zehntausendec  nnd  Hunderttausender. 
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Hiervon  jedoch  später;  hier  soll  Abbo*8  Versnch,  das  Multipliciren  selbst 

zu  zeigen,  nur  beweisen,  dass  Victorias  in  seinem  ealculus  davon  nichts 

sagte. 

Den  weitereu  Theil  des  ealculus  (Christ,  S.  137 — 139),  die  Tabelle  der 

12  3  1 

Quadrate  von  1  — ,    1  — ,    I  — ,  2,  2  —  u.  s.  w.  hat  Christ  (S.  113)  deut- 
4  4  4  4 

lieh  veranschaulicht.  Seine  Darstellung  wird  durch  den  Cod»  Mon.  14680 
bestätigt,  in  welchem  Fol.  68^  ein  Stück  dieser  Tabelle  erhalten  ist.  Auch 
hier  fand  sich  nur  die  Angabe  des  Resultates. 

Freilich  sagt  Abbo  (Christ,  S.  139) :  Sed  de  his  el  seguenübus  facäis  in- 
ielligentia  ex  antecedenlibuSj  licet  in  fine  kuius  calculi  de  hoc  eadem  re  alia  ex- 
planatio  Sit  satis  Habens  obscuritaiis.  Quo  modo  superiora  debeant  muUi- 
plicari  adjecit.  Aber  die  ganze  Anweisung  besteht  in  den  Worten:  Quot- 
quot  ergo  asses  quadrantes  aut  semisses  aut  dodrantes  praecesserini^  eodem 
numero  assium  ipsi  quadrantes  aut  semisses  aut  dodrantes  geminantur.  Abbo 
hat  diese  Worte  nicht  völlig  verstanden,  indem  er  geminantur  für  gleich- 
viel mit  multiplicantur  erklärt.  Es  heisst  vielmehr,  das  Product  aus  der 
Anzahl  der  Asse  in  die  Minutien  muss  doppelt  angesetzt  werden.  Dass 
dieses  die  richtige  Auffassung  ist,  belege  ich  mit  einer  Stelle  aus  dem  Cod, 
Mon.  14089,  wo  es  in  dem  Abschnitt  Fol.  08^  heisst:  Quotlibet  asses  prae- 
cesserunt  quamlibet  de  minutiis  unciarum,  duplo  multiplicentur  ipsae  minutiae^ 
deinceps  unius  tanlum  minutiae  minutia  jungatur^  ad  ultimum  numerositas  assiutn 
in  se,  qui  minutiös  praecedunt^  d.  h.  wenn  man  mit  a  die  Asse  und  mit  m  die 
Minntie  bezeichnet :  (a  +  m)*  =  2.a.m-f-m.m  +  a.a  Diesem  Ver- 
fahren sind  dort  noch  folgende  2  angereiht,  nämlich  (a  +  my  =  a{a+  m) 
+  m{a  +  m)  und  eine  2.  in  den  3  Formen : 


,1      .11.1 

aA —  .«H — . — a 

^2       ^22^2 


Es  ist  aber  damit  nicht  die  alia  \sxplanatio  gefunden ,  von  der  Abbo 
spricht,  sondern  aus  Bernelinus  erhellt,  dass  Victorius  wahrscheinlich  vor 
der  Tabelle  der  Quadrate,  eine  ähnliche  Tabelle  von  Producten  gegeben 
hat,  wie  sie  nach  den  Worten  des  Abbo  für  Summen  gegeben  war,  wes- 
halb die  Möglichkeit  vorhanden  ist,  dass  Abbo's  Ausdrücke  summas  re- 
colligerey  redintegrata  coacervatio,  deunci  deuncem  copulare,  die  man  zunächst 
nur  vom  Addiren  verstehen  kann,  gleichwohl  vom  Multipliciren  ge- 
meint sind.  Bernelinus,  der  ausdrücklich  sagt,  dass  er  den  Victorius  be- 
nützte {Cod,  laL  Mon,  14689  Fol.  61^),  giebt  an:  quemadmodum  possis  certa 
ratione  colligere,  quod  sint  quaeque  unciae  vel  minutiae  in  se  vel  in  alias  dtictae. 
Dabei  giebt  er  die  ßegel:  Quaelibet  unciarum  vel  minutiarum  fuerü  ducta^ 
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tolom  partem  illiuSy  in  quam  ducüttr,  quaerety  quoia  est  ipsa  assis.  Diese  Ke- 
gel seigt  er  an  Beispielen ,  wie :  Si  deunx  in  dexlantem  ducatufy  dodrans  ei 
Mcxtula  respondebitur^  anf  Grnnd  der  Proportion  288:264  =  240:220 
{as  =  288  $crtpulij  deunx  =s  264,  dextans  =  240,  dodrans  (216)  +  sexttäa  (4) 
=  220).  Dann  fübrt  er  fort  (Fol.  62»):  Sit  alia  fortassis  regula  faci- 
lior  undarum  tanlummodo.  Si  quaeratur^  quid  sil  uncia  quaeque  in  se  vel  in 
aliam  ducia,  muUiplicetur  numerus  undarum  in  se  vel  inier  se,  et  quot  duodenarü 
illa  müUiplicaUone  concreverint ,  toi  unciae  resoltUoriae  erwä.  Demnach  ist 
semis  in  se  quadrans,  weil  6  . 6  =  36,  36 :  12  =  3. 

Diese  alia  regula  ist  die  alia  explanatio  des  Abbo ,  wie  sich  ans  dem 
Abschnitte  ergiebt,  der  im  Cod,  Mon,  14680  dem  Werke  des  Bemelinns  so 
nnmittelbar  beigeschrieben  ist,  dass  in  derselben  Zeile  fortgefahren  wird, 
obwohl  die  ersten  Worte  schon  hinlänglich  zeigen ,  dass  man  es  mit  einer 
anderen  Arbeit  zu  thun  hat.  Dieser  Abschnitt  enthält  nach  der  Einleitung 
ansführlich  in  Worten  zunächst  ftir  die  unciae  das  Nämliche,  was  Bemeli- 
nns nur  andeutet,  hierauf  die  oben  angegebene  erste  Regel  als  univer- 
salis regula  (Fol.  65*)  und  nach  Beispielen  (Fol.  65*»)  die  alia  regula 
numeros  iantum  comparandi  ad  uncias.  Das  Gleiche  führt  er  dann  auch  fUr 
die  anderen  Minutien  (Fol.  66* — 67*)  aus  unter  Anwendung  der  1.  und 
Beifügung  der  2.  Regel.  Stünde  nicht  die  Einleitung  und  die  darauf  fol- 
gende Art  der  Division,  zu  der  Columnen  verwendet  werden;  im  Wege, 
so  könnte  man  glauben ,  das  Werk  des  Victorius  selbst  vor  sich  zu  haben. 
Jene  zeigt  aber  durch  abgeschmackten  Ausdruck*)  hinlänglich,  dass  eine 
Arbeit  des  11.  oder  12.  Jahrhunderts  vorliegt,  zu  der  ähnlich,  wie  zu  der 
des  Bernelinus  Victorius  benützt  wurde.  Zu  bemerken  aber  ist,  dass  ähn- 
lich wie  es  von  Abbo  oben  angegeben  ist,  hier  der  Verfasser,  ehe  er  die 
Division  der  Minutien  giebt,  die  Warnung  vorausschickt  (Fol.  67^): 
Jubeo  auiem  et  volo,  operis  quispiam  non  instet  labori,  ni  peritia  divisionis  et 
multiplicalionis  in  abaco  succinctus  accesserit.  Es  ergiebt  sich  also  hier 
wiederum,  dass  man  damals  von  dem,  was  man  bei  Victorius  fand,  das 
Rechnen  auf  dem  abacus  als  etwas  anderes  unterschied,  und  als  eine 
besondere  Kenntniss  für  sich  betrachtete.  ^ 

Es  hat  also  auch  die  Stelle ,  von  welcher  am  Meisten  eine  Angabe 
über  das  Verfahren  beim  Multipliciren  zu  hoffen  war,  keinen  weiteren  An- 
haltspunkt gegeben,  als  dass  eine  Spur  von  einer  Rechnung  mit  Co- 
lumnen nicht  darin  zu  finden  ist. 

Uebrig  ist  nun  noch  der  Theil  des  caicuhis  des  Victorius ,  von  dem 
Abbo  (Christ,  S.  139 — 140)  zuletzt  spricht,  nämlich  zuerst  die  Tabelle,  aus 


*)  Von  der  Einheit  wird  s.  B.  gesagt :  Quare  cum  ipsa  a  stta  nobilitate  vel  soliditate, 
ut  in  numeris  diüigioniöus  et  augmentationibus  subjaceat,  conigari  nequeat,  vebit  reginam  w 
suis  adamantitds  parietibus  detexto  quiescere  praeeipiamus  cubilL  „Weil  also  jene  in 
ihrer  Yornelnnheit  oder  Festigkeit,  bei  Zahlen  den  Theilnngen  and  Vermehrungen 
sieb  niebt  sn  unterziehen ,  unverbesserlich  ist ,  so  wollen  wir  ihr  sagen,  sie  solle  wie 
eine  Königin  in  ihren  Demantwänden  ruhig  auf  ihrem  Polster  liegen.*' 
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welcher  zu  entnehmen  ist,  wieviel  von  jeder  Minutie  auf  ein  Ass  gehen, 
und  hierauf  eine  Reihe  von  Prodncten  aus  ganzen  Zahlen  und  Summen 
von  Minutien.  Der  Wortlaut*)  zeigt  hinlänglich  an,  dass  man  es  nur  mit 
Tabellen  zu  thun  bat.  Zeilenweise  stand  neben  dem  Wort  oder  Zei- 
chen von  09  die  Minutie  und  daneben  die  Anzahl  derselben,  die  auf  ein  €ls 
geht;  und  hierauf  standen  die  Factoren  auf  der  einen  und  die  Producta 
auf  der  anderen  Seite. 

Fasst  man  also  nochmals  Alles  zusammen,  was  sich  vom  caUndus  des 
Victorius  im  Bisherigen  ergab,  so  enthielt  derselbe  in  Zeichen,  schwer- 
lich auch  in  Worten  (s.  Christ,  S.  140 u.  100),  aber  mit  erläuternden  Wor- 
ten begleitet,  folgende  Tabellen: 

1)  die  Producte  aus  dimidia  sexUüa  u.  d.  a.  bis  1000  in  2  u.  d.  a.  bis  50, 

2)  die  Zerlegungen  von  af,  or,  c  u.  s.  w.  in  2  Summanden, 

3)  die  Differenzen  der  Hunderter,  Zehner,  Einer  und  Minutien, 

4)  die  Summen  der  Minutien,  Einer,  Zehner,  Hunderter, 

5)  die  Minutien  ausgedrückt  in  scriptäi^ 

6)  die  Producte  aus  den  Minutien  in  sich  und  die  kleineren, 

113  1 

7)  die  Producte  aus  1  — ,  1  — ,  1  — ,  2,  2  —  u.  s.  w.  in  sich, 
'  4  '       2         4  '     '      4  ' 

8)  die  Minutien  ausgedrückt  als  Theile  des  af, 

0)  die  Producte  aus  ganzen  Zahlen  und  Summen  von  Minutien. 

Bedurfte  das  Rechnen  mit  Columnen  solcher  ausgedehnter  Ta- 
bellen? Es  machte  im  Oegentheil  dieselben  überflüssig,  und  es  wird  wohl 
keinem  Zweifel  unterliegen,  dass,  wenn  Victorius  dasselbe  gekannt  hätte, 
er  besseres  zu  schreiben  gewusst  hätte. 

Beda. 

Ueber  Beda  kann  die  Erörterung  kurz  sein.  Dass  die  Schrift  de  nu- 
merorum  divisione,  die  unter  seinen  Werken  abgedruckt  ist,  nicht  von  ihln 
ist,  sondern  von  Oerbert  herrührt,  ist  jetzt  unbestritten.  Dass  er  aus  dem 
calculus  des  Yietorius,  auf  den  Cantor  (S.  285)  aufmerksam  macht,  die 
Rechnung  auf  dem  abacus  mit  Columnen  nicht  entnehmen  konnte,  glaube 
ich  nunmehr  nachgewiesen  zu  haben.  Es  bleiben  also  nur  die  Bücher 
über  die  Rechenkunst  übrig,  die  Cantor  (S.  295)  in  den  Regeln  über  den 
Abacus,  die  dem  Odo  von  Clüny  zugeschrieben  werden,  als  existirend,  als 
lesbar  angegeben  findet.  Es  ist  aber  an  der  betreffenden  Stelle  das  Wort 
c 0 mp utus  gebraucht,  womit  die  Zeitrechnung  gemeint  ist ,  vorzüglich 
die  Osterrechnung.     Diese  hat  aber  mit  dem  Rechnen  mit  Columnen 


*)  Primo  nempe  verstt  huius  argianenti  posi  assem  est  dimidia  sextula,  quae  est  ipsius 
(188X8  pars  centesima  quadrage^na  quceria,  —  Posi  haec  ad  perficiendum  OMsem  UHcUs  ad" 
duntwr  mifiutiae,  quae  quam  swnmam  assiwn  faciant,  panditur  e  regiwte. 
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nichts  gemein,  and  es  fehlt  also  £\it  diese  jeder  Anhaltspunkt  bei  Beda. 
Dagegen  habe  ich  oben  aus  den  argumenta  lunae  1  Maitiplication  nnd  2 
Divisionen  mitgetheilt,  die  zwar  zunächst  aus  dem  Kopf  oder  an  den  Fingern 
gerechnet  werden  konnten,  aber  im  Verfahren  dem  Bechnen  auf  Linien 
viel  näher  stehen  als  dem  mit  Columnen.  Dass  die  Anwendung  der  Mi- 
nntienzeich^n  kein  Beweis  für  letzteres  ist,  ist  gleichfalls  oben  nachge- 
wiesen  worden. 

Alcnin. 

Im  Bisherigen  waren  nur  Vermuthnngen  zu  untersuchen  und  nach- 
zuweisen, dass  sie  der  nöthigen  Begründung  entbehren.  Von  Alcuin  aber 
nimmt  Cantor  (S.  290)  als  gesichert  an,  dass  er  einer  von  den  Männern 
war,  welche  das  Rechnen  auf  dem  Abacus  mit  Hülfe  der  pythagorischen 
Zeichen  verstanden.  Wodurch  ist  nun  dies  gesichert?  1)  Arithmeti- 
sche Aufgaben  nnd  Auflösungen  werden  ihm  beigelegt,  von  denen 
aber  noch  nicht  erwiesen  ist,  dass  sie  von  ihm  sind.  2)  Auf  einem 
Schmutzblatt,  das  aus  dem  10.  Jahrhundert  stammt ,  an  einer  Handschrift 
aus  dem  11.  Jahrhundert  fand  sich  eine  Anleitung  zum  Dividiren 
für  arabische  Zififern  neben  den  römischen,  bei  welcher  Anleitung  der 
Name  Flaccus  vorkommt,  den  Alcuin  in  der  Academie  Karls  des  Grossen 
führte.  3)  Eine  Stelle  in  einem  Briefe  Alcuin*s  an  Karl  den  Grossen 
spricht  von  figurae  arithmeiicae  subiüilalis. 

Was  nun  zuerst  die  Aufgaben  und  Auflösungen  betrifft,  so  kenne  ich 
davon  1)  was  in  den  Werken  Beda*s,  Basel  1503,  I,  col.  133 — 142,  2)  was  in 
den  Werken  Alcuin's,  Regensburg  1777,  T.  II,  Vol.  II,  S.  440—448,  3)  was 
im  Cod.  lat.  Mon.  14689,  Fol.  IS""— 20%  steht.  Darnach  sind  mit  Recht  in 
der  Ausgabe  des  Alcuin  die  4  Abschnitte  bei  Beda  vor  den  propositiones  ad 
acuendos  juvenes  weggelassen.  Die  4.,  für  welche  durch  den  Ausdruck 
perum  für  positive  und  minus  für  negative  Grössen  genügend  der  spä- 
tere Ursprung  erhellt,  fehlt  im  Cod.  Uon.,  der  die  anderen  3  enthält,  aber 
erst  nach  ihnen  (13^)  die  Rubrik  zeigt:  Incipiunt  prop,  ad  ac^  Jvp.  Das 
Uebrige  ist  am  vollständigsten  im  Cod.  Mon,  erhalten,  der  auch  alle 
Lösungen  enthält,  ja  noch  5  weitere  dazu,  für  die  sich  die  eigenUichen 
propositiones  nicht  finden,  aber  wohl  ähnliche,  die  also  späterer  Zusatz 
sein  mögen.  Sämmtliche  Aufgaben  aber  sind  solche ,  die  sich  durch  die 
Kenntniss  einfachster  Multiplication  und  Division ,  oder  durch  Aufbietung 
▼on  Scharfsinn  lösen  lassen.*)    Vergleicht  man  sie  mit  dem,  was  Terquem 


*)  Beispiele  davon  hat  Cantor  8.  287^288  gegeben.  In  der  lö.  Zeile  ▼.  o.  auf 
S.  287  ist  ein  störender  Druckfehler  zn  yerbessern;  statt  erkauft  muss  es  verkauft 
heissen.  Wären  die  Schweine  in  gleicher  Weise  verkauft  und  gekauft  worden,  dann 
wären  anter  den  250  nur  100  bessere  gewesen  nnd  sie  hätten  also  keine  120  verkau- 
fen können,  so  dass  das  Ganze  ein  schlechter  Witz  gewesen  wäre.    Der  lateinische 
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im  Journal  de  Math.  p.  LiouvUle  1841,  3.  275--296,  insbesondere  S.  290 — ^201 
von  der  Arithmetik  des  Ibn-£8ra  mittbeilt,  der  Ewischen  1160  and  1170  ge- 
storben ist,  so  Iftsst  sich  nicht  verkennen,  dass  letzteres  auf  einer  merklich 
höheren  Stnfe  steht  und  ans  ganz  anderen  Schulen  hervorging,  als 
im  Abendland  zu  finden  waren.  Jene  Aufgaben  und  Lösungen  gehören 
also  ohne  Zweifel  dem  lateinischen  Abendlaude  an,  und  können  wohl, 
wenigstens  zum  Theil,  durch  Alcuin  selbst  oder  in  seinen  Schulen  entstan- 
den sein;  aber  wenn  wir  auch,  dieses  ganz  genau  wüssten,  so  w&re  doch 
für  die  fragliche  Sache  nichts  gewonnen ,  weil  die  Lösungen  durchaas 
keine  Andentungen  enthalten,  aus  denen  auf  die  Art  der  Ausrechnung  des 
Einzelnen  geschlossen  werden  könnte. 

Anders  steht  es  mit  dem  Fund  des  H.  Bibliothekars  Dr.  Bethmann. 
Cantor  knüpft  daran  die  weitest  gehenden  Hoffnungen.  Ich  vermag  sie 
jetzt  so  wenig  zu  theilen,  als  ich  sie  damals  hegen  konnte,  als  ich  die  An- 
merkung S.  41 — 42  meines  Schriftchens  über  Gerbert  schrieb.  Was  mich 
bedenklich  macht,  ist  1)  der  von  Bethmann  mitgetheilte  Anfang:  Si  guis 
(vielleicht  vis?)  scire,  quoliens.  Er  erinnerte  mich  an  den  Anfang  der 
letzten  Regel  bei  Gerbert:  5t  volueris  nosse,  guot  divisores  sini  in  quolibet 
dividendo.  2)  Ich  sehe  nicht  ein,  wie  in  der  Anleitung  zum  Dividiren  die 
Verse  Platz  haben : 


Text  lautet  aber  auch  etwas  anders.  Die  im  Gänsen  gekauften  Schweine  wurden 
zuerst  in  die  125  besseren  und  in  die  125  geringeren  abgetheilt,  und  dann  von  jedem 
Thcil  120  verkauft  und  zwar  von  den  besseren  je  2,  von  den  geringeren  je  3  um  einen 
Solidus.  —Dass  die  42.  Aufgabe  die  Summation  einer  arithmetischen  Reihe 
lehre,  kann  leicht  zu  günstig  verstanden  werden.  Die  Lösung  zeigt  einen  ziemlich 
niedrigeren  Standpunkt.  Die  Keihe  1,  2,  3  . . .  100  wird  nämlich  in  folgender 
Weise  summirt.  1  +  99  =  100,  2+98=100,  u.  s.  w.  bis  49+51=100,  so  dass  100 
49  mal  vorkommt.  Dazu  kommt  50  und  100  für  sich  (I);  also  die  ganze  Summe 
49.100  +  50+100.  —  Eine  Stelle  im  31.  Brief  des  Alcuin  ad  Arnonem  gieht  einen 
weiteren  Beleg,  dass  Alcuin  an  die  Summation  einer  Reihe  nach  einer  Regel  nicht 
dachte.  Dieselbe  lautet:  Si  ab  tmo  laque  ad  septimam  decimam  summam  singulos 
numeros  per  augmenla  computavens,  posteriores  numeros  semper  prioribug  ad^ 
Jungens,  totius  culcidationis  summa  in  CLIII  adcrescit.  —  Auch  die  29.  Aufgabe  er- 
scheint nach  Cantor*s  Darstellung  in  einem  günstigeren  Lichte  als  sie  Terdient. 
Wenn  nämlich  Cantor  sagt,  der  Verfasser  denke  sich  die  Stadt  in  Gestalt  einea 
Rechteckes,  so  widerspricht  dem  die  Ueberschrift  der  Aufgabe:  de  civitate  ro- 
tunda»  Freilich  wird  mit  der  runden  Stadt  verfahren  wie  mit  einer  rechteoki|^ny 
aber  darin  zeigt  sich  eben  der  niedrige  Standpunkt  des  Verfassers.  —  Der  Name 
aenigmata  ttrithmeticu ,  der  von  späterer  Hand  im  Münchner  Codex  beigeschrieben 
wurde,  ist  wohl  der  günstigste  noch,  den  man  der  ganzen  Sammlung  geben  kann,  von 
der  noch  folgende  Aufgaben  als  Curiositäten  mögen  angegeben  werden : 

1 1.  Aufgabe:  Wie  sind  Söhne  verwandt,  deren  Väter  Schwestern  heirathen? 

14.        „  Wie  viel  Fussstapfen  hinterlässt  ein  Ochs,  der  einen  Tag  lang  pflug-t, 

in  der  letzten  Furche ?  —  Antw.  Keine,  well  die  Pflugschar  sie 
wegnimmt. 

17.         „  3  Brüder  und  3  Schwestern,  von  denen  jede  durch  einen  der  erste- 

ren  gefährdet  ist,  sollen  je  zu  2  ungeföhrdet  über  einen  Fhiss  ge- 
setzt werden. 

43.        „  30   oder  300  Schweine  in  3  Tagen  je  in  ungerader  AaBaU   bu 

schlachten«    Antw.  liaec  fabula  est  tantum  adpueros  tncrepaitdo*  \ 
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Tunc  monuii  Flaccus,  veniat  quo  prhnus  agogus 

Quem  petat  exegi,  Francum  refert  Aribertum, 
Man  schrieb  in  die  Codices  gar  mancberlei  Dinge  unmittelbar  aneinander, 
so  dass  diese  Verse  nnd  das  Recfaenexempel  möglieber  Weise  gar  nichts 
mit  einander  gemein  haben. 

Allein,  auch  abgesehen  von  der  Autorschaft  des  Alcain ,  die  darnach 
auf  sehr  schwachen  Füssen  steht,  ist  es  von  Bedeutung,  dass  unsere  arabi- 
schen Zi£Fem  im  10.  Jahrhundert  in  einem  Rechenexempel  vorkommen,  sei 
es  von  welcher  Hand  auch  immer.  Es  liegt  jedenfalls  eine  Spur  von  ele- 
mentarem Rechnen  vor.  Ob  aber  vom  Rechnen  mit  Columnen?  —  Ich 
kann  es  nicht  glauben.  Hätte  Bethmann  Columnen  angewendet  gesehen, 
so  würde  er  es  gewiss  mitgetheilt  haben;  da  er  von  einem  Rechenexempel 
spricht,  60  liegt  es  viel  näher,  an  ein  Verfahren  zu  denken,  das  unserem 
jetzigen  entspricht.  Demnach  hätten  wir  hier  das  älteste  Document  für 
unser  jetziges  ZifTerrechnen ,  wie  Bethmann  selbst  sagt:  „Somit  wäre  der 
Gebrauch  des  dekadischen  Zahlensystemes  schon  zu  Karls  des  Grossen 
Zeiten  nachgewiesen'*.  Die  Möglichkeit  für  das  10.  Jahrhundert  lässt 
sich  nach  dem  nicht  leugnen,  was  Woepckeim  Journal  asialique  1863  von 
indischer  und  arabischer  Rechenkunst  ermittelt  hat.  Nachdem  AlkhÄ- 
rizmi  sein  Werk  um  die  Mitte  des  9.  Jahrhunderts  verfasst  hatte ,  konnten 
im  10.  Jahrhundert  einzelne  Stücke  davon  immerhin  im  christlichen 
Abendlande  bekannt  sein.  Ob  solches  schon  zu  Karl  des  Grossen  Zeit 
möglich  war,  während  Alkh&rizmi  von  den  Indern  lernte,  scheint  mir 
höchst  zweifelhaft. 

Woepcke  spricht  a.  a.  0.  8.  480 — 481  in  der  Anmerkung  noch  von 
einer  anderen  Mittheilung  des  H.  Bethmann  an  die  Akademie  zu  Berlin, 
wonach  Karl  der  Grosse  seinen  Hofleuten  Aufgaben  vorlegte ,  welche  die 
Anwendung  von  0  Ziffern  und  der  Null  voraussetzen.  Allein  auch  für 
diese  fehlen  leider  die  näheren  Angaben  und  nur  so  viel  ist  das  wahr- 
scheinlichste, dass  vom  Rechnen  mit  Columnen  keine  Spur  vorliegt. 

Die  3.  Stütze  für  Cantor's  Annahme  ist  eine  Stelle  in  einem  Briefe 
des  Alcuin.  Dieselbe  lautet  nach  dem  Texte  der  oben  erwähnten  Aus- 
gabe von  Alcnin^s  Werken  Tom.  I,.  Vol.  I,  S.  126:  „Ich  schicke  Eurer 
Excellenz  einige  Redensarten  {species  diclionum)  belegt  durch  Beispiele 
oder  Verse  des  ehrwürdigen  Vaters  (Beda?)  nnd  einige  Figuren  der  feine- 
ren Arithmetik  zum  Vergnügen,  auf  einem  Blatt,  das  Ihr  mir  leer  zuge- 
sendet; damit  das,  was  nackt  sich  meinem  Auge  zeigte,  bekleidet  zurück- 
käme, indem  ich  es  für  geziemend  hielt,  dass  das  von  mir  der  Ehre,  be- 
schrieben zu  werden,  gewürdigt  würde,  was  durch  Euer  Siegel  geadelt  zu 
mir  kam.  Sind  der  Belege  zu  den  Redensarten  zu  wenig,  so  wird  Bese- 
leel  (Eginhard),  Euer  und  mein  vertrauter  Beistand,  von  den  Versen  des 
Vaters  welche  dazu  thun  können.     Auch  vermag  er  die  Weise  der  Figu- 


324       Das  Rechnen  mit  Colamnen  yor  dem  10.  Jahrhundert. 

ren  {raiiones  figuramm)  im  Bach  der  arithmetischen  Wissenschaft  einzu- 
sehen." 

Es  ist  daraus  leicht  zu  entnehmen,   welches  weite  Feld  der  Ver- 
muthung  hier  offen  bleibt,  was  die  figurae  ariIhmeHcae  subtilüatis  gewesen 
sein  mögen.     £s  wird  am  besten  sein,  sich  daran  zu  halten,  dass  die  Er- 
klärung zu  diesen  Figuren  in  einem  Werke  über  Arithmetik  be- 
reits vorhanden  war,  und  dass  also,  wenn  es  sich  zeigen  sollte,  dass 
das  Rechnen  mit  Columnen  erst  zu  Oerbert's  Zeit  oder  kurz  vorher   in 
Schriften   dargelegt   wurde,  jene  figurae   von  diesem    nichts    enthielten. 
Dazu  sei  noch  erwähnt,  dass  einerseits  die  Arithmetik  des  Boethins 
figurae  genug  enthält,  welche  zum  Vergnügen  auf  ein  Blatt  Papier  sich 
zeichnen  Hessen,  andererseits  die  Zahlenmjstik  zu  Zahlengrappiran- 
gen  von  selbst  führte.     Dass  aber  Alcuin  einer  mystischen  Deutnng  der 
Zahlen  zugethan  war,  ergiebt  sich  auf  das  Bestimmteste  aus  dem  65.  Brief, 
der  an  Karl  gerichtet  ist  und  die  Frage  erörtert,  cur  Sepiuagesimus  et  Sexa- 
gesimus  vel  Quinquagesimus  Ordo  per  dies  dominicos  ante  Quadragesimum  dicaiur 
vel  colatur.     (Man  vergleiche  noch  den  66.  Brief,  der  die  Antwort   des 
Königs  enthält,  und  den  75.  und  154.  Brief.)     Dazu  sagt  Alcuin  noch  aus- 
drücklich am  Schluss :  Poiesiis  ex  hoc  speculatione  vestris  demonstrare  familia- 
ribus,  quam  jucunda  est  et  utilis  arithmeticae  disciplinae  cognitio.     Es  er- 
giebt sich  darans,  wie  mir  scheint,  deutlich  genug,  dass  die  arükmetica  dem 
Alcuin   in  Theorie    bestand   (speculatiol).     Das   praktische  Rechnen   he- 
zeichnet  er  mit  calculatio^  ein  Name,  der  von  selbst  auf  das  Rechnen 
auf  Linien  verweist.     Eben  dahin   weist  endlich  noch  die  Stelle  im  68. 
Brief,  in  der  die  Vertheilnng  von  10^  horae  auf  30  Tage  ausführlich  be- 
schrieben ist.     Es  findet  keine  eigentliche  Division   statt,  sondern   das 
möglichst  grosse  Pro  du  et  von  30  wird  abgezogen,  gerade  so,  wie  es  heim 
Rechnen  auf  Linien  geschieht. 

So  lange  also  nicht  überzeugendere  Beweise  beigebracht  werden, 
muss  ich  daran  festhalten,  dass  Alcuin  das  Rechnen  mit  Columnen  nicht 
kannte. 

Odo  von  Clüny. 

Endlich  ist  noch  Odo  von  Clünj  zn  besprechen.  Hier  kommt  eine 
förmliche  Abhandlung  über  den  Abacus  oder  das  Rechnen  mit  Colamnen 
in  Frage,  so  dass,  wenn  die  Autorschaft  erwiesen  wäre,  ein  bedentender 
Vorgänger  von  Oerbert  sich  gefunden  hätte.  Denn  der  Abt  von  Clfinj 
starb  042  oder  043  und  hätte  darnach  seine  Regeln  über  den  Abacus  vor 
Gerbert^s  Regeln  verfasst.  Es  liegt  aber  hier  derselbe  Fall  vor,  wie  bei  der 
Geometrie  des  Boethius,  dass  es  nämlich  in  Zweifel  gezogen  werden  kann, 
ob  jener  Odo  wirklich  der  Verfasser  gewesen  ist.  Die  betreffenden  Regeln 
sind  nur  aus  einem  Codex  des  13.  Jahrhunderts  entnommen  und  man  weiss 
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Ton  einem  Odo,  eiaem  Abt  von  Morimont»  der  1200  gestorben  ist  nnd  über 
die  Bedeatnng  der  Zahlen  geschrieben  hat,  möglicher  Weise  also  der 
Verfasser  auch  jener  Kegeln  sein  könnte  (s.  Cantor,  S.  302).  £s  muss 
demnach  das  Urtheil  über  diese  Arbeit  gleichfalls  ausgesetzt  werden,  bis 
die  £ntwiekelung  des  Rechnens  mit  Colamnen ,  wie  es  sich  ans  den  be- 
kannt gewordenen  Abhandlungen  darüber  ergiebt,  im  Einzelnen  dargelegt 
ist.  Dann  wird  eine  n&here  Zeitbestimmung  möglieh  sein.  Jetzt  muss 
ich  aber  über  das  sprechen,  was  Cantor  in  der  Einleitung  zu  diesen  Be- 
geln  gefanden  hat. 

Dass  daraus  nicht  auf  ein  Werk  Beda's  über  die  Rechenkunst  ge- 
schlossen werden  darf,  ist  oben  bereits  nachgewiesen.  Das  Nächste  ist 
die  Erwähnung  des  Pjthagoras.  Hier  hätte  Cantor  den  Satz:  ut  maio- 
rum  reUUione  didicimus,  nicht  yon  seinem  Nachsatze  huius  artis  invenlorem 
Pyikagoram  habemus  trennen  sollen.  Denn  dass  ein  Verfasser  von  Regeln 
über  den  Abacus  die  Verwickelungen  auf  demselben  durch  die  Ueberliefe- 
rung  der  Vorfahren  gelernt  hat,  passt  nicht  zusammen.  ^  Vielmehr  sagt  der 
Verfasser:  „So  viel  wir  durch  Ueberlieferung  wissen,  haben  wir  an  Pj- 
thagoras den  Erfinder  dieser  Kunst/'  Die  ueberlieferung  gilt  aber  von 
dem  allein  im  Alterthum  bisher  nachweisbaren  Abacus  mit 
Linien.  —  Eine  weitere  Stelle  lautet:  Hanc  antiquüus  graece  conscriplam 
a  Boelio  credimus  in  latinum  translatam.  Sed  quia  Über  huius  arlis  est  diffi- 
ciHs  legenHbus^  quasdam  regulas  ....  decerpere  inde  citravimus.  Cantor  fragt 
(B.  206),  ob  es  mehr  brauche,  um  den  Beweis  zu  Hefern,  dass  Odo  auf  dem 
Boden  der  Geometrie  des  Boethius  steht.  Allerdings  braucht  es  hier  noch 
mehr  nnd  zwar  viel  mehrl  Dass  der  Verfasser  selbst  seiner  Sache 
nicht  gewiss  ist,  drückt  er  ehrlich  genug  durch  credimus  aus.  Es 
liegt  auch  offenbar  eine  Verwechslung  der  Arithmetik  mit  den  Regeln  über 
den  Abacus  vor.  Die  griechische  Arithmetik*  des  Nikomachus  hat  Boe- 
thius, wie  allbekannt,  ins  Lateinische  übersetzt;  davon  hatte  der  Verfasser 
etwas  gehört  und  bringt  diese  Reminiscenz  vorsichtig  an.  Hätte  er  aber 
die  Geometrie  des  Boethius  gekannt,  so  würde  er  ja  aus  dieser  gewusst 
haben,  dass  nicht  Boethius,  sondern  Archjtas  der  Uebersetzer 
ist!  Freilich  Cantor  behauptet  selbst  nicht,  dass  der  Verfasser  die  Geo- 
metrie des  Boethius  kannte,  die  uns  jetzt  vorliegt,  und  zwar  nicht  etwa 
die,  welche  in  den  Drucken  und  den  schlechteren  Mss.  steht,  sondern 
nicht  einmal  die,  welche  die  besten  Handschriften  haben.  Denn,  wie 
Cantor  selbst  erwähnt, 

1)  der  Verfasser  weiss  nichts  von  den  fremdartig  klingenden  Na- 
men; die  deshalb  in  den  Mss.  in  Erlangen  und  Charters  interpolirt  sind 
(S.  297); 

2)  kommt  bei  ihm  das  Wort  Differenz  und  wahrscheinlich  aneh  die 
Division  nut  Differenzen  nicht  vor  (S.  209); 
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3)  stimmen  die  Kamen  der  Brnchtheile  mit  den  Boethiscfaen  mit 
nigen  Ausnahmen  nicht  überein  (S.  300). 

Dazu  kommt  in  diesen  Begeln ,  aber  nicht  bei  Boethius,  caicus 
als  kleinste  Brucheinheit  vor  (S.  300),  und  der  Ausdruck  arcui  fftr  eine 
Columne,  was  Cantor  selbst  veranlasst,  die  Abhandlang  als  im  11.  Jahr- 
hundert, oder  nicht  gar  weit  davon  entfernt,  verfaast  anzusehen  (S.  296). 
Weiter  kommt  in  diesen  Regeln,  aber  nicht  bei  Boethins,  vor 

1)  die  Vereinigung  von  3  Columnen  durch  einen  grösseren  Bogen, 

2)  die  Ausdrücke  perfectus  numerus  für  100,  100000  u.  s.  w.,  summa  and 
fundamenium  für  die  Factoren  des  Productes,  adunaiio  und  coUeciio  charac- 
terum  für  die  Addition,  accipere  für  das  Zulassen  einer  Division  in  eine 
Zahl,  inlegra  pars  für  „ganze  ZahV\  abacista  fUr  den  des  Rechnens 
Kundigen, 

3)  die  Regel  für  die  Multiplication  mehrziffriger  Zahlen, 

4)  die  Eintheilung  der  Division  in  Simplex,  composUa  und  interrupta^ 

5)  Das  Vorrücken  des  Divisors  zum  Dividiren. 

Wirft  man  endlich  die  Frage  auf,  welche  Regeln,  die  bei  Boethins 
stehen,  hat  denn  der  Verfasser  excerpirt,  so  lässt  sich  keine  einzige  als 
solche  bezeichnen.  Die  Regeln  über  die  Multiplication  sind  in  der  Geo- 
metrie des  Boethins  viel  ausführlicher  angeführt,  die  über  die  Division 
sind  ganz  anderer  Art,  von  den  Minutien  endlich  findet  sich  bei  Boethins 
nur  die  figura  minuliarum^  hier,  wenn  auch  keine  Regeln,  doch  wenigstens 
ein  ausführlich  beschriebenes  Exempel. 

Es  ist  also  klar,  dass  das  Exemplar  der  Geometrie  des  Boethins,  wenn 
überhaupt  ein  solches  dem  Verfasser  dieser  Regeln  vorlag,  ein  ganz  an- 
deres Buch  gewesen  sein  müsste,  als  dasjenige,  das  jetzt  als  solches 
gilt  und  dessen  Aechtheit  Cantor  mit  so  viel  Mühe  nachzuweisen  gesucht 
hat.  Stünde  fest,  dass  jener  Verfasser  wirklich  ein  Buch  von  Boethins 
excerpirt  hat,  dann  wäre  der  unwiderleglichste  Beweis  geliefert,  dass  die 
Anhänge  in  der  Geometrie  des  Boethius  nicht  von  diesem  sind.  Allein 
der  Verfasser  spricht  nur  von  dem  Über  huius  ariis,  womit  ebensogut  ein 
damals  in  den  Schulen  gebrauchter  Leitfaden  gemeint  sein  kann,  wie  ein 
ähnliches  Werk  Aleuin  in  dem  obenerwähnten  Brief  an  Karl  den  Grossen 
mit  libellus  ariihmelicae  discipUnae  bezeichnet. 

Ist  so  die  Beziehung  des  Verfassers  jener  Regeln  zu  Boethius  eine 
höchst  fragliche ,  so  lässt  sich  eine  andere  Quelle  desselben  mit  ziemlicher 
Sicherheit  nachweisen.  Cantor  glaubt  dem  Verfasser  Kenntniss  der  he- 
bräischen Sprache  beilegen  zu  müssen,  so  dass  er  möglicher  Weise 
Einiges  aus  jüdischen  Quellen  geschöpft  hätte.  Aber  im  24.  und  25. 
Cap.  des  16.  Buches  der  Etymologien  des  IsidorusHispalensis  ist  das  he- 
bräische Wissen  unseres  Odo  und  noch  Aehnliches  dazu  bequem  zu  haben 
gewesen. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  wenigstens  Einiges  über  die  Rhjthmimachie 
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anzageben,  die  gleiehfalls  mit  dem  Abt  vod  Clttnj  in  Verbindung  gebracht 
wurde,  weil  der  Gedanke  nahe  liegt,  dass  ans  der  Beschreibung  eines 
Zahlenkampfes  Andeutungen  über  das  damalige  Anschreiben  und  Be- 
handeln der  Zahlen  entnommen  werden  könnte.  Diese  Erwartung  wird 
aber  von  den  Abhandlungen  nicht  erfüllt,  die  in  Gerbert,  scripit.  eccles.  de 
mus,  Tom,  I,  S.  285 — 296,  abgedruckt  sind.  Ich  sage  Abiiandlungen ,  weil 
dort  nicht  eine,  sondern  zwei  verschiedene  Arbeiten  vorliegen.  Die 
erste,  S.  285—201,  scheint  die  Arbeit  des  Erfinders  des  fraglichen  Spie- 
les zu  sein,  da  er  S.  286  angiebt,  dass  er  die  Aufstellung  der  zum  Kampfe 
dienenden  Zahlen  memor  praeceptorum  trium  Boetii  ausgeführt  habe, 
worunter  wahrscheinlich  die  praecepta  über  die  tnuUiplices,  superpariiculares 
und  superpartienles  verstanden  sind,  vielleicht  aber  auch  die  praecepta  über 
geomeiricay  arilhmeUca^  harmonica  proportio.  Das  Spiel  ist  n&mlich  kein 
Spiel  mit  Zahlen  für  sich,  sondern  mit  Zahl  Verhältnissen.  Auf  jeder 
Seite  werden  4  Paar  mtätiplicesy  4  Paar  superparticulares  und  4  Paar  super- 
partientes  aufgestellt  und  daniit  muss,  wenn  der  glänzendste  Sieg  errungen 
sein  soll,  die  maxima  et  perfecta  harmonia  hergestellt  werden ,  quae  quatuor 
eomtans  ierminis  celeras  in  se  coniinet  treSy  geometricam,  arithmeticam,  harmoni- 
cam  et  insuper  proportiones  omnes  musicarum  symphoniarum.  Darnach  möchte 
ich  glauben,  dass  der  Erfinder  keine  a^idf&ofio^^/a,  sondern  eine  fv^iAOfta%la 
beabsichtigte  und  demgemäss  den  Titel  Rhythmimachia  ganz  richtig  schrieb. 
Die  2.  Arbeit  (S-  291 — 295)  erklärt  zwar  den  Namen  durch  numerorum 
pugna,  aber  der  Verfasser  scheint  nicht  blos  in  übergrosser  Bescheidenheit 
ignorantia  (S.  292)  von  sich  zu  bekennen.  Aus  seinem  höchst  abgeschmack- 
ten Gerede  ist  nur  hervorzuheben,  dass  er  das  Spiel  eine  novella  plan- 
iatio  nennt,  deren  Urheber  {huius  artis  panditor)  als  omnium  liberalium 
imbutnm  scienlia  bezeichnet  und  salva  ipsius  personae  auctoriiate 
„von  der  Wiese  des  Schriftwerkes  desselben  von  Honig  ^iessende  Blttm- 
lein  anfliest  und,  weil  sie  für  seine  Unwissenheit  gut  sind,  aufhebt^'.  Aus 
beiden  Arbeiten,  die  vielleicht  c.  1200  anzusetzen  sind,  ergiebt  sich  eine 
Belehrung  über  das  elementare  Rechnen  nicht. 

Die  Kabbala. 

Die  bisherige  Untersuchung  hat  dargethan ,  dass  vor  dem  10.  Jahr- 
hundert nach  Christus  weder  bei  den  iSriechen  noch  bei  den  Kömern,  noch 
im  christlichen  Abendlande  eine  sichere  Spur  von  dem  Bechnen 
mit  Columnen  zu  finden  ist,  wenn  man  die  Geometrie  des  Boethius, 
deren  älteste  Handschriften  dem  11.  Jahrhundert  angehören,  und  die  dem 
Odo  von  Clünj  beigelegten  Regeln  über  den  Abacus ,  die  einer  Hand- 
schrift des  13.  Jahrhunderts  entnommen  sind,  zunächst  bei  Seite  lässt. 
Ein  Fundort  für  solche  Spuren  könnten  noch  die  kabbalistischen  Schriften 
sein.     Ich  konnte  zum  Nachsuchen  die  Kabbala  denudaia,  Sulzbach  1677 
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bis  1678,  und  Aw  Franck,  die  Kabbala ;  ans  dem  Französischen  von  Ad.  6e* 
linek,  Leipzig  1844,  beDützen.  Im  ersteren  Werke  fand  ich  den  Ausdruck 
columnae  und  ferner  digitus  und  ariiculus^  letztere  aber  in  viel  anderem  Sinn 
gebraacht,  als  sie  in  der  Rechnung  mit  Columnen  vorkommen. 

Columnae  oder  classes  beissen  (I,  S.  272)  die  senkrechten,  wagerecfaten 
und  in  den  Diagonalen  stehenden  Reihen  von  Zahlen,  aus  denen  die  corneae 
der  Metalle,  in  Felder  (loculamenia  reticutationis)  abgetheilte  Quadrate, 
{retia),  bestehen  z.  B.  I,  S.  626 

camea  plumbi 

4       9       2 

3       5       7 

8       1       6 

welche  Zahlen  aber  mit  den  hebräischen  Zahlbachstaben  geschrie- 

ben  sind.*) 

Von  den  digili  heisst  es  I,  S.  145:  decem  digUi  designant  decem  sephirotk 
und  III  und  IV,  S.  131 :  decem  digiii  manuum  referant  decem  sephiroih.  Was 
diese  sind,  bestimmt  Franck,  S.  129,  in  folgender  Weise:  „Die  zehn  Sefi- 
rot,  durch  welche  das  unendliche  Wesen  sich  znerst  manifestirte ,  sind 
nichts  anderes,  als  die  Attribute,  die  an  und  für  sich  keine  substanzielle 
Realität  haben;  in  jedem  dieser  Attribute  ist  die  göttliche  Substanz  ganz 
repräsentirt  und  zusammengenommen  machen  sie  die  erste,  vollständigste 
und  höchste  /tller  göttlichen  Manifestationen  aus".  Vgl.  Kabb.  denud,  111 
und  IV,  S.  148—149. 

Articuli  beissen  in  der  Kabbala  die  einzelnen  Buchstaben  oder  auch 
2  zusammen,  aus  denen  ein  Wort  besteht ,  und  die  als  Glieder  oder  Theile 
desselben  aufgefasst  werden.  Belege  dafür  finden  sich  III  und  IV,  Seite 
197_«198  in  den  SS.  17—19  und  S.  199  §  10. 

Als  Beispiel  einer  kabbalistischen  Rechnung  wird  es  genügen, 
die  Stelle  II,  S.  167,  Thesis  109  mitzutheilen :  Nomen  \XO^  [l,  60,  lOO],  t.  e. 
fT^HK  sub  plenitudine  Joddin;  h.  m.  *^n  T\^  Nl  X^^  et  Nomen  p  [50,  2]  e  Te- 
iragrammato  Htl  11  Hn  ^1*^   efficiunl  213;    quibiis  adde  3  poriiones  Nominis 


*)  Warum  diese  vou  den  Kabbalisten  gebraacht  wurden,  ergiebt  sich  besonders 
aus  der  sogenannten  ^«matria,  der  Kunst,  die  Buchstaben  eines  Wortes  nach  ihrem 
Zahleawerth  zurechnen,  damit  Summen  zu  bilden,  und  die  Worte,  welche  gleiche 
Summen  ergeben  oder  Producte  von  der  Summe  anderer,  auf  die  phantasiereichste 
Art  in  Verbindunfr  zu  bringen.  —  Wenn  Gerhardt  in  seinem  Programm,  Salswedel 
1853,  S.  8  in  der  Note  sagt:  „Die  jüdischen  Commentatoren  der  Kabbala  und  die  jü- 
diKchen  Mathematiker  des  früheren  Mittelalters  scheinen  sich  vorzugsweise  der 
Gobar-Ziffern  bedient  zu  haben^*,  so  gilt  dies  wohl  nur  you  einer  Zeit,  in  welcher  die 
Gobar-Ziffem  überhaupt  schon  in  den  Rechnungen  und  zum  Anschreiben  angewendet 
wurden.  Der  älteste  jüdische  Schriftsteller ,  von  dem  ich  angegeben  fand,  dass  er 
über  die  indische  Rechnung  oder  Gobarrechnung  schrieb,  ist  Abu  Sahl  Du- 
nasch ben  Tamim  (c.  845 — 933).  S.  Fürst,  Geschichte  des  Karüerthums,  Leipzig 
1862,  S.  127,  und  Steinschneider,  Jewish  lUeratvre^  London  1857,  S.  192  und  363, 
Note  98. 
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D'^^M,  sie  divisas  Üi"^  f\^^  et  habehis  216  et  si  adjeceris  Nomen  3IP  [2,  70],  fient 
288  juxta  valorem  vocis  IHS^^  [200,  2,  70,  10,  6].  —  Aehnliches  ist  III  und 
ly,  S.  143—144  zn  finden. 

Es  ergiebt  sich  daraus^  dass  ans  der  Kabbala  für  das  elementare 
Becbnen  nichts  zu  entnehmen  ist,  und  dass  überhaupt  die  Kabbala  in  der 
Zeit,  in  welcher  sie  entstand,  wohl  die  ersten  7  Jahrhunderte  unserer  Zeit- 
rechnung (Franck,  8.65,  94  und  97)  keinen  Anlass  bot,  nach  besonderen 
Zahlzeichen  sich  umzusehen  und  das  elementare  Rechnen  zu  verbessern. 
Gruppirungen ,  Additionen,  einfache  Multiplicationen ,  die  sich  leicht  mit 
den  Fingern  ausführen  Hessen,  sind  alles,  was  sie  bedurfte,  und  erst  das 
spätere  Mittelalter  hat  die  Spitzfindigkeiten  ausgedacht,  die  einen  ge- 
wandteren Rechner  erfordern.     Vgl.  Franck,  S.  149. 


Diese  Beschäftigung  mit  der  jüdischen  Wissenschaft  veranlasste 
mich,  überhaupt  in  dieser  Literatur  weiter  nachzusehen  und  d^r  Güte  der 
Herren  Professoren  Delitzsch  und  Spiegel  verdanke  ich  die  Benützung 
der  bereits  erwähnten  Werke  von  Steinschneider,  Franck  und  Fürst,  fer- 
ner von  Zunz,  Zur  Geschichte  und  Literatur  I,  1845,  Sachs ,  die  religiöse 
Poesie  der  Juden  in  Spanien  1846,  Lewisolin,  Geschichte  und  System  des 
jüdischen  Kalenderwesens,  1856,  Chwolsohn,  Die  Ssabier  1856,  Joel,  die 
Bellgionsgeschichte  des  Sohar,  Wenrich,  de  auct.  graec,  vers.  ei  comment»  eic, 
Zips.  1842. 

In  keinem  dieser  Werke  habe  ich  eine  Andeutung  über  das  Rech- 
nen mit  Columnen  gefunden,  während  des  Rechnens  mit  den 
Fingern  und  mit  den  Gobarziffern  Erwähnung  geschieht.  Die  ein- 
zige Stelle,  die  man  darauf  beziehen  könnte,  ist  in  der  93.  Note  bei  Stein- 
schneider (Jewish  Lit.  S.  363),  wo  gesagt  ist,  dass  Abu  Sahl  ben  Tamim 
die  Existenz  der  Null  nicht  kennt,  sondern  die  Gobarziffern  anwendet,  die 
Sacy  gefunden  hat.  Allein  nach  dem,  was  Woepcke  im  Journ.  asiai.  1863, 
8.  244 — 246,  von  der  Gobarschrift  anführt,  ist  man  nicht  mehr  berechtigt, 
aus  dem  Fehlen  der  Null  bei  der  Angabe  der  Zeichen  sofort  auf  das  Co- 
lumnensjstem  zu  schliessen,  wenigstens  nicht  in  Werken  des  Orients. 

Dagegen  glaube  ich  folgende  Angaben  aus  Wenrich  hier  anführen  zu 
sollen,  die  für  das  Rechnen  mit  Columnen  erheblich  sind.  Es  heisst  dort, 
S.88 — 89,  dassDschemaluddin,  geb.  1172,  gest.  1 248,  Wezir  des  AlmalekAlaziz 
und  Verfasser  einer  Geschichte  berühmter  Männer,  von  Pythagoras  ein 
Buch  über  die  Arithmetik  und  Musik  erwähnt,  und  ein  Buch  über  die 
Arithmetik  auch  Jo.  Malalas , ' Chron.  t  I,  p.  201;  ferner  dass  Ebn  Ali 
Osaibea,  geb.  1203,  gest.  1269,  Verfasser  von  Lebensbeschreibungen  von 
mehr  als  300  Aerzten,  von  Pythagoras  ein  Buch  der  Tafeln  {liöer  tahularum) 
erwähnt,   welche  Tafeln  unter   dem  Namen  nUv^lStq  auch   bei  Bandini, 

ZeiUchrifl  f.  Malhemalik  a.  Physik.  IX ,  6.  23 
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Catal.  bihlioih'  Medic.  Laur,  t  III^  p.  340,  erwähnt  scheinen;  weiter  (S.  210,) 
dass  Dschemalnddin  von  Aristarch  ein  Buch  de  fractionum  ad  integrUaiem 
reduclione  und  de  numerorum  divisione  angiebt,  dass  aber  (S.  213)  die- 
selben Werke  von  Abulfaradsch  dem  H  i  p  p  a  r  c  h  beigelegt  werden ;  (S.  273), 
dass  nach  Dschemaluddin  Diophantus  eiq  Buch  de  reducL  fracL  ad 
iniegr.y  sive  de  algebra  (/)  schrieb,  und  dieses  ins  Arabische  übersetast 
wurde;  einen  Commentar  zu  demselben  habe  Abulwafa  Albuzdschani,  geb. 
930,  gest.  zu  Bagdad  008,  geschrieben;  endlich  S.  291,  dass  auch  Aristip- 
p  u  s  von  Cy rene  de  fracl,  ad  iniegr.  red,,  sive  de  algebra  und  de  num.  div.  ge- 
schrieben habe. 

Lägen  hier  verlässige  Angaben  über  die  Literatur  der  Griechen  vor, 
welche  die  Araber  überkamen,  dann  wäre  das  griechische  Werk,  dessen 
lateinische  Uebersetzung  der  Verfasser  der  dem  Odo  von  Clünj  zuge- 
schriebenen Regeln  des  Abacus  benützte,  als  ein  Werk  des  Pythagoras 
selbst,  oder  als  ein  Werk  des  Aristarch  oder  des  Hipparch  oder  des 
Aristippus  von  Cyrene  gefanden.  Denn  de  numer,  divisione  ist  die  lieber- 
schrift  der  fiegeln  Gerbert's  und  die  des  Werkes  des  Spaniers  Joseph,  das 
Gerbert  in  seinen  Briefen  erwähnt,  und  es  könnte  kaum  ein  Zweifel  auf- 
kommen, dass  das  Rechnen  mit  Columnen  darin  gelehrt  wurde.  Es  ist 
aber  längst  festgestellt,  dass  den  historischen  Angaben  der  Araber  sehr 
geringer  Glauben  zu  schenken  und  eine  Sicherheit  nur  dann  vorhanden 
ist,  wenn  ihre  Angaben  auch  anderweitig  bestätigt  werden  können.  Es 
ist  also  nur  so  viel  gewiss,  dass  die  arabische  Tradition  Werke,  welche 
von  dem  elementaren  Rechnen  handelten,  als  von  griechischen  Autoren 
verfasst  angiebt.  Von  welcher  Art  diese  gewesen  sind ,  darüber  sind  bis 
jetzt  noch  keine  Anhaltspunkte  vorhanden.  Die  eingehendere  Betrach- 
tung der  Werke  über  das  Rechnen  mit  Columnen  selbst  und  der  damit  ver- 
bundenen Tradition  kann  vielleicht  solche  an  die  Hand  geben.  Gelingt 
es  dabei,  mit  Hülfe  der  Werke,  deren  Zeitbestimmung  sicher  ist,  eine  all- 
mählige  Entwickelung  dieses  Rechnens  nachzuweisen,  so  ergiebt  sich  da- 
durch auch  eine  verlässigere  Grundlage,  die  Zeit  der  Abfassung  der  Ab- 
schnitte in  der  sogenannten  Geometrie  des  Boethius  und  der  dem  Odo  von 
Clüny  beigelegten  Regeln  über  den  abacus  zu  bestimmen. 


xin. 

lieber  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 


Die  Behandlung  eines  so  elementaren  Gegenstandes  an  diesem  Orte 
scheint  besonderer  Rechtfertigung  zu  bedürfen,  und  ich  stelle  daher  hier 
voraus,  was  mir  dazu  die  Veranlassung  gegeben  hat. 

Es  ist  die  Bemerkung,  dass  eine  consequente  Durchführung  des  Prin- 
cipes  der  Transformation  durch  die  darstellend  geometrische  Methode  — 
also  durch  die  Parallelprojectionen  und  die  Centralprojection  mindestens, 
welche  den  auf  ebene  Abbildung  beschränkten  Theil  der  darstellenden 
Geometrie*)  bilden  —  nicht  vollzogen  worden  ist.  Und  doch  ist  eine  solche 
für  die  Centralprojection  und  ihre  Anwendung:  die  Perspective,  nicht 
weniger  belohnend  als  für  die  Parallelprojection. 

Sie  ordnet  sich  überdies  bei  beiden  demselben  so  zu  sagen  pädagogischen 
Gesichtspunkte  unter.  Nachdem  die  Fundamentalanfgaben  der  darstellen- 
den Geometrie,  d.  h.  die  auf  die  räumliche  Lage  von  Punkten,  geraden  Linien 
und  Ebenen  und  die  auf  die  Darstellung  der  wahren  Grösse  und  Gestalt  ebener 
Figuren  bezüglichen  Aufgaben  für  ein  bestimmtes  Projectionssjstem  ge- 
löst sind,  ist  die  Bemerkung  vielfach  begründet,  dass  die  Einfachheit  der 
Lösung  von  Aufgaben  oft  von  der  Lage  der  gegebenen  Stücke  gegen  das 
Projectionssjstem  bedingt  ist,  und  das  tiefeingreifende  dieser  Vereinfach- 
ungen erzeugt  die  Vermuthung,  dass  selbst  dann,  wenn  die  Lage  der 
Kaum  formen  gegen  das  Projectionssjstem  bereits  projectivisch  gegeben 
ist,  die  Wahl  einer  anderen  einfacheren  Lage  und  die  Ueberführung  der 
Raumformen  in  dieselbe  der  Ausführung  der  erforderlichen  Gonstructionen 
noch  zum  Vortheil  gereichen  könne.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  er- 
scheinen die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie als  die  gemeinsame  Quelle  der  Constructionsvor- 
theile  und  das  bezeichnet,  wie  mir  scheint,  naturgemäss  ihre  Stelle  in 
der  Unterweisung  der  Wissenschaft 


*j  Vcrgl.  meine  Notiz  ,,Ucber  das  System  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie", „ZeiiBchrift  f.  Müthemaük  u.  Physik**,  Bd.  VIII,  p.  444  f. 
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Diese  Grundanschaoung  lässt  sich  ganz  Yollkommen  ebenso  wie  fiir 
die  Parallelprojection  für  die  Centralprojection  durchführen;  wichtige 
Theile  der  Constraction  zu  vergrösseru,  ausserhalb  des  Zeichenblattes 
fallende  in  die  Grenzen  desselben  znrtickzufübren,  schleifende  Schnitte 
in  scharfe  rechtwinklige  za  verwandeln  etc.,  wird  hier  eben  so  oft 
Bedürfniss  wie  dort  und  die  Idee  der  Transformation  entspricht  diesem 
Bedürfniss  mit  derselben  Vollständigkeit  und  Einfachheit  in  beiden  Fällen. 
Deshalb  habe  ich  schon  in  der  rein  geometrischen  Darstellung  der  Central- 
projection, w eiche  ich  in  einer  Programmschrift  vom  Jahre  1900  gab,  der 
Transformation  eine  Stelle  eingeräumt ;  wie  ich  glaube,  zum  erstenmale  in 
einer  Schrift  über  die  Perspective.  Aber  ihre  volle  Bedeutung  wird  sie 
doch  erst  erlangen  in  einer  auf  die  perspectivische  Praxis  gerichteten 
Darstellung  der  Centralprojection,  als  in  welcher  alle  jene  Anforderungen 
erst  mit  Nothwendigkeit  hervortreten.  Im  Unterricht  und  bei  der  Aus- 
arbeitung eines  Leitfadens,  der  ich  mich  annehmen  musste,  erfuhr  daher 
dieser  Gedanke  erst  seine  weitere  schliesslich  vollständige  Ausführung. 

Eines  mir  höchst  erfreulichen  Zusammentreffens  muss  ich  dabei  gleich 
hier  Erwähnung  thun.  Seit  Jahren  verbindet  mich  ein  lebhafter  brief- 
licher Verkehr  mit  dem  trefflichen  Verfasser  der  „Beleuchtungs- Con- 
structionen**,  dem  k.  k.  Hauptmann  im  Genie,  Professor  Til  sc  her  an  der 
Genie- Akademie  in  Kloster-Bruck.  Gelegentlich  führte  uns  derselbe  zum 
Austausch  unserer  Behandlung  der  axometrischen  Projection  und ,  da  ich 
dieselbe  als  ein  Ergebniss  der  parallprojectivischen  Transformationen  dar- 
stelle, auf  diese  selbst.  Die  dabei  wieder,  wie  schon  bei  so  vielen  frühe- 
ren Anlässen,  gefundene  Uebereinstimmung  der  Ansichten  legte  mir  die 
Frage  nahe,  ob  Prof.  Til  scher  die^n  der  Perspective  möglichen  Trans- 
formationen gleichfalls  untersucht  und  in  seinem  System  verwerthet  habe. 
Ich  wusste,  dass  er  in  der  Ausarbeitung  eines  Werkes  über  die  ,, technisch- 
malerische  Perspective**  weit  vorgeschritten  war  und  stellte  daher  jene 
Frage.  Die  Antwort  war  das  Versprechen ,  mir  eine  Ausarbeitung  seiner 
Gedanken  darüber  so  bald  als  möglich  zu  senden.  In  Erwartung  der- 
selben stellte  ich  Mitte  December  die  wesentlichen  Resultate  einer  syste- 
matischen Untersuchung  der  möglichen  centralprojectivischen  Trans- 
formationen in  einer  Briefeinlage  zusammen  und  hatte  die  Freude,  nach 
ihrer  Absendung  das  Manuscript  und  die  Tafeln  des  Kapitels  seines  Wer- 
kes: „System  der  technisch-malerischen  Perspective^*  mit  der 
Behandlung  der  Transformationen  zu  empfangen  und  hier  meine  Resultate 
betreffs  der  Transformationen  durch  Parallelverschiebung  in  vortrefflicher 
Ausführung  wieder  zu  finden. 

Indem  ich  jene  Resultate  hier  vorlege,  freut  mich  vor  Allem,  dass  ich 
sie  —  von  der  Form  abgesehen  —  als  unser  gemeinschaftliches  Eigen- 
thum  zu  bezeichnen  habe;  sodann  die  Hoffnung,  dass  sie  in  der  Praxis 
der  Perspective  eine  wohlthätige  Reform  anbahnen  und   unter  den  Ver- 
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ehrern  derselben  die  Ueberzeugnng  kräftigen  worden,  dass  ein  gründliches 
Studium  stets  belohnt,  dass  die  reinste  Theorie  die  beste  Yorschnle  der 
Praxis  ist;  endlich  die  Erwartung,  durch  die  Mittheiinng  an  diesem  Orte 
dem  hoffentlich  recht  bald  erscheinenden  Werke  meines  Freundes  Professor 
Tilscher,  welches  sie  zum  erstenmale  in  ihrer  vollen  Bedeutsamkeit  be- 
handeln wird,  die  Aufmerksamkeit  der  Fachgenossen  und  der  Mathema- 
tiker überhaupt  im  Voraus  zuzuwenden. 

Dies  wird  auch  die  Kürze  der  Darstellung  noch  weiter  rechtfertigen, 
die  ich  mir  an  diesem  Orte  ohnedies  gestatten  darf. 

In  Bezug  auf  die  Behandlungsweise  muss  ich  noch  vorausschicken, 
dass  ich  in  der  Parallelprojection  von  dem  Gebrauch  dreier  zu  einander 
rechtwinkliger  Projectionsebenen -IT OF,  TOZ,  ZOJf  überall  ausgehe,  von 
denen  die  Ebene  ZOX  oder  die  Aufrissebeue  mit  der  Ebene  der  Zeichnung 
zusammenfallt  und  in  der  Centralprojection  die  geometrische  Behandlung 
voraussetze,  welche  eben  in  jener  Programmschrift  dargestellt  ist. 


1.    Die  Transformationen  der  Parallelprojection. 

Wenn  man  schiefe  Parallelprojectionen  zunächst  ausschliesst,  so  sind 
die  Inöglichen  Transformationen  entweder  Transformationen  des 
Axensystemes,  oder  solche  der  betrachteten  Raum  form.  Das 
System  der  Projectionsebenen  und  Axen  kann  eben  so  wie  die  Haumform 
selbst  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  werden,  und  es  kann,  wie  jene, 
durch  Drehung  in  eine  neue  Lage  übergeführt  werden.*) 

Jede  Veränderung  des  Axensystemes  kann  in  ihren  Wirkungen  auf 
die  drei  Projectionen  der  Raumform  durch  eine  entsprechende  Lagenver- 
änderung der  Raumform  selbst  ersetzt  werden.  So  ist  die  Parallelver- 
schiebung einer  Projectionsebene  in  ihren  Wirkungen  auf  die  Projectionen 
einer  Raumform  völlig  identisch  mit  einer  Verschiebung  der  Form  selbst 
im  entgegengesetzten  Sinne  und  um  die  nämliche  Grösse,  bei  der  alle 
Punkte  in  ihren  zu  einer  Projectionsebene  gehörigen  projicirenden  Linien 
verbleiben.  Eine  Drehung  zweier  Projectionsebenen  um  die  zwischen 
ihnen  gelegene  Axe  und  um  einen  gewissen  Winkel  wird  in  jenen  Wir- 
kungen ersetzt  durch  die  Drehung  der  Raumform  selbst  um  die  nämliche 
Axe  und  um  denselben  Winkel,  jedoch  im  entgegengesetzten  Sinne.  Es 
ist  von  Vorthcil ,   die  möglichen  Transformationen  in  solcher  Zusammen- 


*)  Wenn  man  die  Beschränkung  auf  orthogonale  Parallelprojectionen  aufgiebt, 
so  tritt  die  Vcräuderung  der  Richtung  der  projicirenden  Linien  als  weitere  Quelle 
von  Trans fermationen  auf.  Wenn  man  z.  B.  die  Schlagschatten  einer  ränmlichea 
Form  auf  die  Projectionsebenen  für  parallel  einfallende  Lichtstrahlen  aus  den  Ortho- 
gonalprojectionen  ableitet,  so  ist  dies  im  Grande  genommen  eine  Transformation 
dieser  Art.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Biohtung  der  Untersuchung  darf  hier 
unterbleiben« 
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Stellung  zu  erörtern  und  ist  erlaubt,  sieb  dabei  auf  die  Betrachtung  der 
Grnndgebilde :  Punkt,  gerade  Linie  und  Ebene  zu  beschränken. 

a)  Die  Parallelverscbiebungen  der  Projectionsebenen 
oder  der  Raumform  in  der  Richtung  der  projicirenden 
Linien. 

Wenn  die  Grnndrissebene  XO  Y  um  einen  gewissen  Betrag  +  z^  (der 
positive  Sinn  der  z  wird  nach  oben,  der  negative  nach  unten  gezählt, 
wenn  die  Grundrissebene  wie  gewöhnlich  als  wagerecht  gedacht  ist; 
gleichzeitig  denken  wir  dann  den  positiven  Sinn  der  x  nach  rechts,  den 
negativen  nach  links ,  den  positiven  Sinn  der  y  nach  vorn  und  den  nega- 
tiven nach  hinten  gezählt)  verschoben  wird ,  so  zeigt  sich  dies  zuerst  an 
durch  die  gleiche  Parallelverschiebung  der  Axen  x  und  y  in  der  Zeichen- 
tafel  bei  unveränderter  Axe  der  z;  es  bedingt  aber  zugleich  die  Vermin- 
derung aller  ersten  Coordinaten  z  der  Raumform  um  den  Betrag  hF  ^oi 
d.  h.  das  Verbleiben  der  Aufrisse  (in  ZOX)  und  Seitenrisse  (in  YOZ)  aller 
Punkte  der  Form  an  ihrer  Stelle  und  dadurch  die  Unveränderlichkeit  der 
Form  des  Grundrisses  (in  XOY^  und  die  parallele  Verschiebung  desselben 
um  den  Betrag  +  z^  in  Perpendikeln  zur  Axe  o:,  so  dass  er  zu  den  neuen 
Axen  der  x  und  z  dieselbe  Lage  erhält,  wie  zu  den  alten. 

Die  Parallelverschiebung  der  Raumform  selbst  nach  ihren  ersten  .pro- 
jicirenden Linien  um  den  Betrag  +  z^  ist  der  vorigen  Verschiebung  äqui- 
valent und  wird  in  der  Ausführung  nur  dadurch  von  ihr  unterschieden, 
dass  eine  Veränderung  der  Projectionsaxen  X^  Y  hier  nicht  eintritt,  dass 
die  Aufrisse  und  Seitenrisse  in  Perpendikeln  zu  ihnen  um  +  z^  verschoben 
werden  und  der  Grundriss  in  Gestalt  und  Lage  völlig  unverändert  bleibt. 

Die  Figuren  4  und  5,  Taf.  IV,  zeigen  diese  Veränderungen  für  einen 
Punkt  a  von  den  Coordinaten  3;  3,6;  4,  für  eine  ihn  enthaltende  Ebene  E^ 
die  in  der  a:-Axe  den  Parameter  0  Eg;^=z  -f  12  und  in  der  2- Axe  den  Para- 
meter 0^s=  +  14  bestimmt,  und  für  eine  Gerade  g  in  ihr  und  durch  fl, 
welcher  für  ihren  Dnrchschnittspunkt  mit  der  Aufrissebene  die  Abrisse 
a:=  +  16,5  entspricht;  die  ausgeführte  Verschiebung  der  Grundrissebene 
in  Figur  4,  Tafel  IV,  beträgt  z^=  +  2,  die  der  Objecto  in  Figur  5,  Taf.  IV, 
«0  =  —  2.  Die  ursprünglichen  Projectionen  sind  durch  a\  a\  a"\  g\  y", 
g"\  die  Durchgangspunkte  und  Spuren  durch  ^i,  ^i,  d|,  £i,  E^y  E^^  die  ab- 
geleiteten durch  Beifügung  des  der  ersten  Projection  und  den  ersten  pro- 
jicirenden Linien  entsprechenden  Index  1,  also  mit  a\y  g\^  i^i,  |^, ,  etc. 
bezeichnet.*)  Das  Ergebniss  ist  bei  beiden  Veränderungen  genau 
dasselbe. 

Die  Parallelverschiebung   der  Seitenrissebene    oder   der  Raumform 


♦)  Bei  der  graphischen  Ausführung  wird  man  der  Unterecheidang  durch  farbige 
Linien  und  farbige  Schrift  den  Vorzug  geben,  um  die  Verdoppelung  der  Indices  su 
vermeiden  und  die  Anschaulichkeit  zu  erhöhen. 
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nach  den  dritten  projicirenden  Linien  nm  den  Betrag  +  or^  unterscheidet 
«ich  in  keinem  wesentlichen  Funkte  hiervon. 

Die  Parallelverschiebung  der  Aufrissebene  oder  der  Raumform  nach 
ihren  zweiten  projicirenden  Linien  um  den  Betrag  +  y^  weicht  insofern 
etwas  ab,  als  die  Aufrissebene  die  Ebene  der  Zeichnung  ist  und  ihre  Ver- 
schiebungen sich  daher  nur  mittelbar  in  den  Lagenveränderungen  der 
Grundrisse  und  Seitenrisse  zu  erkennen  geben.  Dies  hat  zur  Folge,  dass 
die  Verschiebungen  beider  Art  im  entgegengesetzten  Sinne  um  den  glei- 
chen Betrag  ganz  ununterscheidbar  bleiben. 

Das  Endergebniss  beliebiger  Parallelverschtebungen 
ist  eine  Aenderung  der  Abstände  der  Projectionen  von  den 
Axen  ohne  Aenderung  ihrer  Gestalt  und  ohne  eine  alsDreh- 
nng  erscheinende  Veränderung  ihrer  Lage  gegen  dieselben. 
Durch  sie  wird  die  Ableitung  der  neuen  Projectionen  der  Raumform  aus  den 
alten  für  alle  die  Fälle  gewährt,  wo  eine  Projectionsebene  oder  Projections- 
axe,  oder  statt  ihrer  eine  mit  der  Raumform  fest  verbundene  Ebene  oder 
Gerade  von  derselben^Stellang  oder  Richtung  in  eine  beliebig  gegebene  zur 
alten  parallele  Lage  übergeführt,  oder  wo  unter  Beibehaltung  aller  Richtun- 
gen und  Stellungen  der  Anfangspunkt  des  Projectionssystemes,  oder  statt 
seiner  ein  Punkt  der  Raumform  in  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
übergeführt  werden  soll. 

Als  ein  Beispiel  der  durch  solche  Verschiebungen  zu  erlangenden 
Constructionsvortheile  dient  die  Lösung  der  Aufgabe:  Man  bestimme 
die  Durchschnittslinien  zweier  Ebenen  E  und  F,  wenn  der  Durchnittspunkt 
ihrer  zweiten  Spuren  nicht  auf  dem  Blatte  erhalten  wird.  (Fig.  6,  Taf.  IV.) 

Man  erhält  aus  dem  Durchschnittspunkte  der  ersten  Spuren  je  einen 
Punkt  des  Grundrisses  und  des  Aufrisses  der  Schnittlinie  s  und  bestimmt 
«inen  zweiten  Punkt  derselben  durch  eine  ParallelverschieCung  der 
Grundrissebene.  Die  neuen  ersten  Spuren  der  Ebene  geben  ihn  durch 
seinen  Aufriss  und  seine  zweite  Coordinate  ^,  welche  letztere  nur  in  ihre 
ursprüngliche  Lage  zurück  zu  versetzen  ist.     (a'a^r  =  i^nd/'.) 

Betrachtet  man  den  Aufriss  der  Schnittlinie  allein,  so  zeigt  die  Con- 
struction  die  so  oft  nutzbare  Lösung  der  Aufgabe:  Einen  Punkt  (dj") 
mit  dem  unzugänglichen  Durchschnittspunkte  zweier  Geraden  (iS*,»  ^i) 
durch  eine  gerade  Linie  zu  verbinden. 

Alle  jene  Constructionen  der  Parallelprojectionslehre,  in  denen  an 
Stelle  der  Bestimmuugselemente  in  den  Projectionsebenen  selbst  die  in 
Parallelebenen  zu  denselben  gelegenen  benutzt  sind,  können  als  vermittelt 
durch  Transformationen  dieser  Art  betrachtet  werden. 

Das  Beispiel  vom  Durchschnitt  zweier  Ebenen  ist  sehr  geeignet,  zu 
beweisen,  dass  diese  Transformationen  nicht  immer  den  vorgesetzten 
Zwecken  entsprechen  und  zeigt  sich  dann  als  von  besonderem  Interesse 
für  die  Auffassung  des  Seitenrisses.     Denn  während  die  Construction  der 
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flir  den  Fall  zweier  zur  Axe  x  parallelen  Ebenen  unbrauchbar  wird,  führt 
die  Benutzung  der  dritten  Spuren  sofort  zur  Bestimmung  der  Schnittlinie, 
d.  h.  man  erhält  sie  mittels  einer  Hilfsprojectionsebene ,  welche  durch 
Drehung  einer  der  beiden  ersten  Projectionsebenen  um  eine  Normale  zur 
Axe  X  um  90^  erhalten  wird.  In  dem  Zusammenhange  des  Seitenrisses 
mit  den  beiden  anderen  Projectionen  liegt  also  ein  Beispiel  vor  von  dem 
allgemeinen  Zusammenhange  der  Originalprojectionen  mit  denen,  welche 
einer  durch  Drehung  veränderten  Lage  des  Projectionssystemes  ent- 
sprechen. 

h)  Die  Drehungen  der  Projectionsebenen  oder  der  Baum- 
formen selbst  um    die  zwischenliegende  Axe. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Folgen  einer  Drehung  um  die  Axe  y,  so 
sind  diese  in  den  Figuren  7  und  8,  Tafel  IV,  für  gleiche  Drehungsgrössen 
q>f^  bei  entgegengesetztem  Sinn  für  einen  Punkt  a,  eine  durch  ihn  gehende 
Gerade  g  und  eine  sie  entlialtende  Ebene  E  verzeichnet;  sie  zeigen  die 
Uebereinstimmung  der  Ergebnisse. 

Die  neuen  Projectionen  bestimmen  sich  aus  den  alten  in  Figur  7, 
Tafel  IV,  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Aufrisse  aller  Punkte  und  Sinn 
und  Länge  ihrer  Coordinaten  y  unverändert  bleiben,  denn  darnach  hat 
man  von  den  Aufrissen  auf  die  neuen  Axen  x  und  z,  welche  von  den  alten 
um  tp^  abweichen,  die  Perpendikel  zu  fällen  und  von  den  Fnsspunkten 
ab  in  ihnen  jene  wieder  abzutragen,  um  die  neuen  Grund-  und  Seitenrisse 
zu  erhalten.  Die  zweiten  Durchgangspunkte  von  Geraden  und  die  zwei- 
ten Spuren  von  Ebenen  bleiben  ungeändert,  die  Axenabschnitte  der  letz- 
teren in  q>  behalten  ihre  Länge  und  ihren  Sinn. 

Bei  der  entsprechenden  Drehung  der  Raumformen  in  Fig.  8,  Taf.  IV, 
beschreibt  jeder  Punkt  einen  Kreisbogen  vom  Centriwinkel  q>^  in  einer 
zur  Aufrissebene  parallelen  Ebene  und  mit  dem  in  der  Axe  y  gelegenen 
Centrum  Oy.  In  Folge  dessen  bewegen  sich  die  Aufrisse  der  Punkte  um 
Kreisbogen ,  die  aus  dem  Anfangspunkte  0  des  Systemes  beschrieben ,  an 
ihm  den  Centriwinkel  (p^  bestimmen,  die  Grundrisse  und  Seitenrisse  aber 
in  Parallelen  zu  den  Axen  x  und  z,  so  dass  sich  ihre  neuen  Lagen  ans  den 
der  Aufrisse  bestimmen.  Dabei  ist  die  Bemerkung  nützlich,  dass  die 
neue  Lage  des  Aufrisses  einer  Geraden  (also  auch  der  zweiten  Spar 
einer  Ebene)  mit  der  alten  denselben  senkrechten  Abstand  vom  Punkte  0 
hat,  und  dass  die  beiden  bezüglichen  Normalen  gleichfalls  den  Winkel  fpt 
mit  einander  bilden;  denn  sie  projiciren  und  messen  den  kürzesten  Ab- 
stand der  geraden  Linie  g  oder  E^  von  der  Drehnngsaxe  und  bleiben  un- 
verändert, während  sie  an  der  Drehung  gleichmässig  Theil  nehmen. 

Man  sieht  zugleich,  dass  die  Drehung  der  Raumform  selbst  das  an- 
schaulichere und  zweckmässigere  Resultat  giebt  und  findet  diese  Bemer- 
kung auch  in  den  Fällen  der  Drehung  um  die  Axen  z  oder  x  gleichmässig 
Figur  6y  Tafel  IV,  in  ihrer  Beschränkung  auf  die  beiden  ersten  Spuren 
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bestStigt,   wo  nnr  die  kreisförmige  Bewegung  um  0  dem  Grnndriss  nnd 
Seitenriss  respective  zufällt. 

Alle  Aufgaben,  in  denen  die  Ueberführung  einer  gege- 
benen Richtung  oder  Stellung  in  eine  andere  Richtung  oder 
Stellung  gefordert  wird,  lassen  sich  durch  die  Anwendung 
dieser  Ergebnisse  in  mehrfacher  Weise  lösen. 

So  die  fundamentalen  Aufgaben:  Man  soll  eine  durch  ihre  Pro- 
jectionen  gegebene  Gerade  g  zu  einer  Projectionsaxe  und  man  soll  eine 
durch  ihre  Spuren  bestimmte  Ebene  E  zu  einer  Projectionsebene  parallel 
machen  —  jede  auf  dreifachem  Wege,  nämlich  1)  durch  eine  zweimalige 
Drehung  des  Projectionssjstemes ;  2)  durch  eine  zweimalige  Drehung  der 
Geraden  oder  Ebene  um  Projectionsaxen;  3)  durch  eine  Drehung  des  Pro- 
jectionssystemes  und  eine  Axendrehung  der  Geraden  oder  Ebene;  wobei 
immer  die  beiden  auf  einander  folgenden  Drehungen  um  verschiedene 
Axen  erfolgen  müssen. 

Soll  z.  B.  die  Gerade  g  der  Axe  x  parallel  werden,  so  kann  dies  ge- 
schehen durch  eine  Drehung  um  die  Axe  y  in  der  Grösse  des  Winkels  q>^^ 
welchen  der  Aufriss  der  Geraden  mit  der  Axe  x  einschliesst  und  eine  nach- 
malige Drehung  um  die  Axe  z  und  den  Winkel  /?,,  welchen  der  vorher  er- 
haltene Grundriss  g\  mit  der  Axe  x  einschliesst;  oder  durch  die  äqni- 
yalenten  Drehungen  der  Projectionsebenen. 

Soll  die  Ebene  ^  der  Aufrissebene  parallel  gemacht  werden,  so  führt 
dazu  eine  Drehung  um  die  Axe  y  und  den  Winkel  q>f^  den  ihre  zweite 
Spur  mit  der  Axe  x  einschliesst  und  eine  nachmalige  Drehung  um  die 
Axe  z  und  den  Winkel  cv,,  welchen  die  neue  erste  Spur  ^^t  mit  der  Axe  x 
bildet. 

Dabei  hat  man  in  den  Winkeln  ß^  und  or,  die  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden g  und  der  Ebene  E  gegen  die  Aufrissebene  erhalten,  d.  h.  diese 
Winkel  können  abgeleitet  werden  als  Ergebnisse  einer  transformirenden 
Drehung. 

Ebenso  erhält  man  die  wahre  Länge  einer  geradlinigen  Strecke ,  in- 
dem man  durch  eine  Drehung  die  Gerade  zu  einer  Projectionsebene 
parallel  macht,  und  die  wahre  Gestalt  und  Grösse  einer  ebenflächigen 
Figur  (also  z.  B.  auch  die  einer  ebenen  Querschnittsfigur  eines  beliebigen 
Körpers),  indem  man  durch  zwei  Drehungen  die  Ebene  derselben  in  die 
Stellung  einer  Projectionsebene  überführt. 

Eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  kann  unter  diesem  Gesichtspunkte 
mit  Yortheil  behandelt  werden.  Soll  man  z.  B.  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Geraden  im  Räume,  d.  h.  die  Länge  ihrer  gemeinschaftlichen  Nor- 
male bestimmen,  so  wird  man  etwa  durch  Transformation  die  eine  von 
ihnen  in  die  Richtung  einer  Projectionsaxe  bringen,  um  in  der  Entfer- 
nung der  punktförmigen  Projection  derselben  von  der  gleichnamigen 
der  anderen  jene  direct  zu  erhalten.     Oder  man  bestimmt  den  Neignnga- 
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Winkel  zweier  Ebenen,  indem  man  ihre  Durchschnittslinie  in  die  Richtung 
einer  Projectionsaxe  überführt,  als  den  Winkel  ihrer  Sparen  in  der  zu  ihr 
normalen  Projectionsebene.  Dass  man  damit  leicht  die  Halbirungsebenen 
von  Flächenwinkeln,  etc.  bestimmen  kann,  ist  offenbar. 

Man  sieht,  die  zahlreiche  Klasse  dieser  Aufgaben  fällt  zusammen  mit 
der  Gruppe,  die  man  sonst  als  Anwendungen  der  Umlegung,  Nieder- 
legung oder  Herabschlagung  einer  Ebene  bezeichnen  mag. 

Ihr  gegenüber  steht  eine  zweite  Gruppe,  die  praktisch  ebenso  wich* 
tigen  Umkehrungen  der  Probleme  der  ersten  enthaltend,  deren  allgemeines 
Princip  als  die  Aufstellung  oder  Zurückschlagung  einer  Ebene 
bezeichnet  werden  kann.  Der  Gesichtspunkt  der  Transformation  nmfasst 
sie  wie  jene.  Die  allgemeine  Aufgabe  dieser  Gruppe  lautet:  Die  Pro- 
jectionen  einer  Raumform  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  Projections- 
system  sind  bekannt;  man  soll  die  Projectionen  derselben  in  Bezug  anf 
ein  neues  Projectioussystem  bestimmen,  welches  gegeben  ist  durch  die 
Projectionen  seines  Anfangspunktes  0|  und  einer  seiner  Projectionsaxen  g^ 
und  die  Spuren  einer  seiner  Projectionsebenen  E,  welche  diese  Axe  ent- 
halten. 

Ihre  Auflösung  erfordert  folgende  Schritte:  Man  verlegt  durch  Pa- 
rallelverschiebungen den  Anfangspunkt  0  nach  0|  und  verzeichnet  die 
dem  entsprechenden  Veränderungen  der  Projectionen  des  Systemes;  man 
macht  sodann  die  Ebene  E  zu  der  von  ihr  vertretenen  Projectionsebene 
parallel  und  führt  die  Gerade  g  in  die  Richtung  der  von  ihr  vertretenen 
Projectionsaxe  über  unter  Verzeichnung  der  entsprechenden  Verände- 
rungen der  Projectionen.     Die  letzten  sind  die  gesuchten. 

Da  Parallelverschiebungen  keine  Veränderungen  der  Projectionen 
aelbst  bedingen  und  die  dreifache  Wiederholung  unwesentlich  ist,  so  kann 
jene  Aufgabe  durch  die  einfachere  ersetzt  werden:  Man  soll  ans  den 
gegebenen  Projectionen  einer  Raum  form  die  Projection  der- 
selben anf  eine  ihrer  Stellung  nach  bestimmte  Ebene  ab- 
leiten. Zur  Auflösung  ist  dann  nur  ihre  Ueberführung  in  die  Grundriss- 
ebene z*  B. ,  d.  h.  eine  zweifache  Drehung  und  die  Verzeichnung  des  ent- 
aprechenden  Grundrisses,  erforderlich. 

Die  einfachste  und  zweckmässigste  Ausführung  der  dazu  nöthigen 
Operationen  liefert  die  sogenannte  axonometrische  Projection. 
Denn  sie  ist  nichts  anderes ,  als  die  Ableitung  der  Projection  einer  durch 
ihre  Coordinaten  oder  ihre  Projectionen  in  Bezug  anf  ein  rechtwinkliges 
System  bestimmten  Raumform  für  eine  ihrer  Stellung  nach  in  Bezug  auf 
jenes  System  bestimmte  Ebene.  Ob  dabei,  wie  so  oft  in  den  technisch 
verwendeten  Formen,  jenes  Coordinaten-  oder  Projectioussystem  den 
durch  die  Natur  des  Materials  bedingten  Raumdimensionen  der  Form 
selbst  entspricht,  oder  nur  ein  der  Massbestimmnng  zu  Grunde  gelegtes 
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Beziehangssjstem  ist,  bleibt  gleichgültig;  ebenso  ob  die  nene  Projections- 
ebene  dnrch  graphische  Elemente  oder  durch  Zahlenangaben  bestimmt  ist. 

Die  Natar  der  Aufgabe  erfordert  offenbar  die  nähere  Untersuchung 
der  Projeetionen  rechter  Winkel  und  der  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke 
insbesondere,  und  die  Einfachheit  der  Eesultate  dieser  Untersuchung  be- 
dingt die  Bequemlichkeit  ihrer  Lösung. 

Sind  a, ,  &, ,  r,  die  Durchnittspunkte  der  drei  Kanten  einer  dreireeht« 
winkligen  Ecke  mit  der  Zeichnungsebene  und  soll  s'  die  Orthogonalpro- 
jection  ihres  Scheitels  auf  dieselbe  sein,  so  rauss  nach  dem  Grundgesetz 
über  den  Zusammenhang  zwischen  den  Spuren  der  Ebenen  und  den  gleich- 
namigen Projeetionen  ihrer  Normalen  s'  der  Durchschnittspunkt  der  drei 
Höhenperpendikel  des  Dreieckes  a^  h^  c^  sein  und  das  einzige  zur  vollen 
Bestimmung  der  Ecke  noch  fehlende  Element,  die  Länge  des  Perpendikels 
is'  von  ihrem  Scheitel  auf  die  Tafel ,  ergiebt  sich  als  die  Hälfte  der  zu 
einer  Seite  6,r,  des  Dreieckes  parallelen  Sehne  des  Über  der  augehörigen 
Höhe  beschriebenen  Kreises.  Wenn  man  dann  die  Aufrisslängen  /'a„ 
s'b^y  i'Cf  der  Kanten  sa^  sb^  sc  als  zweite  Katheten  rechtwinkliger  Drei- 
ecke anträgt,  welche  ss^'  zur  gemeinschaftlichen  ersten  Kathete  haben,  so 
sind  die  dieser  letzteren  gegenüberliegenden  Winkel  derselben  die  Nei- 
gungswinkel /?i,  ßfy  ßi  der  Kanten  der  Ecke  gegen  die  Zeichnungsebene. 
(Figur  9,  Tafel  IV.) 

Da  nun  sa^^  sb^y  sc^  die  Kichtnngen  der  nach  einem  dreirechtwink- 
ligen Bestimmnngssjstcm  aufzutragenden  Masse  sind ,  so  interessiren  uns 
die  Längen  mj,  ntf,  m„  in  welchen  ein  und  dieselbe  Länge  m  —  man  kann 
die  Längeneinheit  als  solche  wählen  —  in  den  drei  Axenrichtungen  aufge- 
tragen in  der  Abbildung  erscheint;  sie  sind  die  den  Winkeln  /?| ,  /?(,  ß^ 
anliegenden  Katheten  rechtwinkliger  Dreiecke  von  der  Hypothenuse  m. 
Und  wenn  umgekehrt  diese  Längen  gegeben  sind,  so  ergeben  sich  aus 
ihnen  die  Winkel  ß  ebenso  wie  die  Originallänge  m  constructiv  und  durch 
Kechnung  gleich  einfach.     Denn  man  hat 

m  cosßi  =  m| ,     m  cosß^  =  m, ,     m  cosß^  =  m, , 

cos*ß>\  +  co^ß't  +  cos^ßi  =  2, 

«i*  -f  m,*  -f  m,*  =  2  m*. 

In  den  Figuren  10  und  11,  Tafel  IV,  ist  die  Construction  dieser  Aus- 
drucke, die  Bestimmung  der  ß  und  die  von  m  aus  m,,  m„  m,,  und  die  volle 
Darstellung  des  Bildes  der  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke  O^ABC  aus  den 
gefundenen  Grössen  ß  dargestellt.  In  Figur  10,  Tafel  IV,  ist  aus  den  Ka- 
theten f»!,  m,  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  aus  dessen  Hypothenuse  und  m^ 
ein  zweites  rechtwinkliges  Dreieck,  über  dessen  Hypothenuse  der  Halb- 
kreis und  die  demselben  entsprechende  Quadratseite  m  construirt  und 
durch  Eintragung  derselben  in  die  vorigen  Dreiecke  sind  die  Winkel  /3j, 
ßt^  ßt  bestimmt  worden.  Aus  diesen  ist  dann  in  Figur  11,  Tafel  IV,  das 
Bild  OiABC  des  dreirechtwinkligen  System  es  OABC  abgeleitet,  indem  drei 
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rechtwinklige  Dreiecke  von  der  gemeinsamen  Kathete  0^0  mid  den  ihr 
gegenüberliegenden  Winkeln  ßt,  ßt,  ßi  verzeichnet,  auf  der  Hypothennse 
OA  des  ersten  von  ihnen  in  0  die  Normale  OD  bis  znm  Durchschnitt  mit 
AOi  errichtet  und  durch  D  eine  zu  0,^  normnle  Gerade  gelegt,  diese  aber 
durch  aus  öj  mit  den  an  /?,,  ß^  anliegenden  Katheten  jener  Dreiecke  be- 
schriebene Kreise  in  B  und  C  geschnitten  sind.  Die  Geraden  0,  C,  0,  B^ 
OiA  sind  die  Bilder  der  drei  Axenrichtungen  OC^  OB^  OA.*)  Dass  die 
von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel  respective  durch  die  Ausdrücke- 

cosip^  =  — r— — /(mi^+m,*  — m,«)(mt»  +  OT,«  — m,»X 
COS  (Pj  =  —  y{m^  +  mj*  —  OTs*)(w,»+m,«  — m^«;^ 

cos  q>t  =  — r— —  /(«.M-  »».*—»",•)('"»'  +  fnt'—m/), 

<&?7I|  17(3 

berechnet  werden  können,  ist  leicht  ersichtlich.  Die  betrachtete  Raum- 
figur lässt  z.  B.  9,  oder  AO^B  als  den  Flächenwinkel  der  Kante  00,  in 
der  Ecke  0{O^AB)  erkennen,  welcher  von  den  Kantenwinkeln  /3, ,  ß^  ein- 
geschlossen ist  und  dem  Kanten winkel  W  gegenüberliegt;  somit 

cos(py  =  —  cotanßi  .  cotan  jS,» 
Alle  Fpeciellen  Fälle  dieser  Lösung  ergeben  sich  aus  der  Construction  wie 
aus  der  Rechnung  mit  gleicher  Einfachheit. 

Sie  entsprechen  beide  aber  auch  den  Gesichtspunkten  der  Praxis  für 
das  axonometrische  Zeichnen  vollständig;  denn  man  wünscht  von  den 
Raumdimensionen  des  Objects  diejenigen  beiden  am  wenigsten  verkürzt, 
welche  in  den  ihnen  parallelen  oder  nahe  parallelen  Flächen  die  meistge- 
gliederten oder  für  die  Einsicht  in  das  Wesen  des  Objects  instructivsten 
Theile  zeigen;  man  wählt  hiernach  die  Massgrössen  der  Bilder  der 
Längeneinheit  in  den  drei  Axenrichtungen  m,  ^  f%,  m,  und  erhält  daraus 
alle  Elemente  der  Zeichnung  wie  oben. 

n.    Die  Transformationen  der  Centralprojection. 

Centr  alprojectivische  Transformationen  sind  auf 
dreierlei  Weise  möglich,  nämlich  durch  Veränderung  des  Cent- 
rums, durch  Verschiebung  und  Drehung  der  Bildebene  und 
durch  Verschiebung  und  Drehung  der  Raum  form  selbst.  Jede 
derselben  muss  zunächst  für  sich  allein  betrachtet  werden. 

Die  Veränderung  des  Ceutrums  erscheint  entweder  als  eine 
Verschiebung  in  bekannter  Richtung  in  der  durch  das  Centrum  gehenden 


♦)  Wenn  man  in  Figur  0,  Tafel  IV,  durch  Drehnng  um  die  y-Axe  die  Grupdriss- 
ebene  in  solche  Länge  bringt,  dass  a^s"  die  neue  Axe  x  ist,  so  kommt  /  nach  8\  und 
man  hat  in  |j?t,  2ß2,%^3  dieselben  Winkel  ß^^  j?,,  ß^  wie  vorher.  In  dieser  Lage  stimmt 
die  Figur  9  mit  Figur  11  in  allem  Wesentlichen  überein. 
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Parallebene  zur  Bildebene,  oder  als  eine  Verschiebung  in  der  darch  da«- 
aelbe  gehenden  Normale  zur  Bildebene,  oder  als  Resultat  einer  Zusammen- 
setzung aus  diesen  beiden  Eiementarverschiebungen.  Wir  denken  dabei 
die  Bildebene  und  das  Object  der  centralprojectivischen  Darstellung  als 
in  völlig  unveränderter  Lage  und  es  handelt  sich  darum,  von  den  für  die 
ursprüngliche  Lage  des  Centrums  gefundenen  projectivischen  Bestim- 
mungen desselben  zu  denen  tiberzugehen,  welche  der  neuen  Lage  des 
Centrums  entsprechen. 

Die  Veränderung  der  Bildebene  kann  als  eine  Verschiebung  in 
sich  selbst,  als  eine  sich  selbst  parallele  Verschiebung,  bei  welcher  alle 
ihre  Punkte  in  Normalen  zu  ihr  fortschreiten,  und  als  eine  Drehung  um 
eine  feste  Axe  vollzogen  werden;  im  letzteren  Falle  dürfen  wir  die  Axe  der 
Drehung  als  in  ihr  selbst  gelegen  denken.  Die  Aufgabe  besteht  darin,  dass 
aus  den  projectivischen  Bestimmungen  einer  Raumform  für  das  Centrum  und 
die  ursprüngliche  Bildebene  die  Bestimmungen  derselben  Raumform  für 
jenes  Centrum  und  die  neue  Bildebene  abgeleitet  werde;  dabei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  diese  in  Bezug  auf  jene  projectivisch  bestimmt  sei. 

Die  Transformation  des  räumlichen  Objects  kann  in  einer 
zur  Bildebene  parallelen  oder  zur  Bildebene  normalen  Verschiebung,  als 
bei  welcher  alle  ihre  Punkte  in  gleichgerichteten  Parallelen  zur  Bild- 
ebene oder  in  Normalen  zu  derselben  fortschreiten,  oder  in  einer  Axen- 
drehung  desselben  bestehen  und  es  genügt,  diese  letzteren  in  Bezug  auf 
eine  in  der  Bildebene  selbst  gelegene  und  eine  zu  ihr  normale  Axe  zu  be- 
trachten. Die  Ableitung  der  der  neuen  Lage  entsprechenden  projectivi- 
schen Bestimmungen  aus  denen  der  alten  ist  die  Aufgabe. 

Es  ist  nöthig  und  hinreichend,  alle  diese  Transformationen  an  den 
Grundgebilden  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  zu  erörtern;  die  Anwen- 
dung auf  zusammengesetzte  Gebilde  ist  dann  sehr  einfach. 

a)  Die  Veränderungen   des   Projectionscentrums. 

Die  Durchgangspunkte  von  geraden  Linien  unrl  die  Spuren  von 
Ebenen  —  jene  wie  diese  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Bildebene 
—  bleiben  bei  diesen  Transformationen  stets  ungeändert,  und  man  hat  daher 
nur  die  Veränderungen,  zu  betrachten,  welchen  die  Fluchtpunkte  und 
Fluchtlinien  unterliegen,  d.  h.  die  Durchschnitte  der  Bildebene  mit  der 
durch  das  Centrum  gehenden  Geraden  von  gleicher  Richtung  und  der  das- 
selbe enthaltenden  Ebene  von  gleicher  Stellung.  Dabei  gehen  die  Ver- 
änderungen der  Fluchtlinien  aus  denen  der  Fluchtpunkte  hervor,  weil  auf 
alle  ihre  Punkte  das  anwendbar  ist,  was  von  den  letzten  gilt. 

Mau  findet:  Jede  Bewegung  des  Centrums  in  der  Parallel- 
ebene zur  Bildtafel  wird  nach  Richtung  und  Grösse  durch  die  Be- 
wegung des  Hauptpunktes  in  der  Bildebene  genau  wieder  gegeben  und 
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jeder  Flnclitpankt  verschiebt  sich  um  die  nämliche  Grösse  und  in  dersel- 
ben Richtung.  Oder  das  System  der  Fluchtpunkte  und  Flachtiinien ,  das 
der  neuen  Lage  des  Centrums  entspricht,  ist  demjenigen  congruent,  wel- 
ches für  die  ursprüngliche  Lage  desselben  gefunden  war. 

In  Folge  dessen  verändert  sich  auch  das  Bild  der  Geraden  im  Allge- 
meinen; es  geschieht  dies  nur  dann  nicht,  wenn  dasselbe  der  Verschie- 
bungsrichtung des  Centrums  parallel  ist,  weil  dann  nur  der  Fluchtpunkt 
innerhalb  desselben  sich  verschiebt. 

Linien,  die  das  Centrum  enthalten,  als  characterisirt  durch  das  Zu- 
sammenfallen von  Flucht  und  Dnrchgangspunkt,  bleiben  bei  einer  solchen 
Verschiebung  nicht  projicirende  Linien,  da  der  Durchgangspunkt  bleibt 
und  der  Fluchtpunkt  die  Bewegung  des  Centrums  mitmacht;  nur  bei  denen 
unter  ihnen ,  die  der  Bildebene  parallel  sind ,  bliebe  dies  ohne  Einflnss, 
dieselben  kommen  aber  überhaupt  nicht  zur  Darstellung. 

Die  Bilder  von  Geraden  in  derselben  Ebene;  welche  als  Parallelen 
erscheinen,  bleiben  auch  bei  der  Transformation  parallel;  der  Parallelisr 
mus  der  Bilder  bezeichnet  die  Lage  ihres  Durchschnittspunktes  in  der 
durch  das  Centrum  gehenden  Parallelebene  zur  Tafel. 

Die  Veränderungen  der  Fluchtlinie  einer  Ebene  und  die  des  Bilde« 
eines  Punktes  oder  in  einer  gegebenen  Geraden  gehen  daraus  leicht  her- 
vor. Eine  Fluchtlinie  bleibt  ungeändert,  wenn  ihre  Richtung  die  Ver- 
schiebungsrichtung des  Centrums  ist.  Die  Projectionen  der  in  einer  sol- 
chen Ebene  gelegenen  Systeme  bleiben  dabei  durchaus  nicht  ungeändert.*) 

Besonderes  Interesse  hat  die  wagerechte  Verschiebung  des  Centrums 
(bei  vorticaler  Bildebene)  um  den  mittleren  Abstand  beider  Augen  des 
Menschen.  Man  erhält  zur  Perspective  einer  Raumform  durch  diese  Ver- 
schiebung diejenige  neue  Perspective  derselben,  welche  mit  jener  gleich- 
zeitig betrachtet  den  Eindruck  der  Raumform  selbst  täuschend  hervorzu* 
rufen  vermag.  Diese  Transformation  enhält  somit  die  Construction 
stereoscopischer  Bilder.  Die  Figur  12,  Tafel  IV,  zeigt  als  Beispiel 
davon  eine  sechsseitige  gerade  reguläre  Pyramide;  von  der  Construction 
sind  nur  die  Durchgangspunkte  </,  d^  der  Gruudflächenkante  ab  und  Dia- 
gonale gc  und  die  beiden  Lagen  ihres  Fluchtpunktes  /*,  f^^  sowie  die 
Hauptpunkte  ^,  ^j  angegeben,  um  die  stereoscopische  Combination**)  zu 
erleichtern.     Die  Distanz  ist  die  deutliche  Sehweite. 

Schon  bei  dieser  einfachsten  Transformation  wird  nicht  nur  die  Lage, 
sondern  auch  die  Gestalt  des  Bildes  einer  Raumform  geändert.     Sie  wird 


*)  Die  Unterscheidung  der  ursprünglichen  nnd  der  transformirten  Bilder  dareh 
Farben  ist  bei  der  graphischen  Ausführung  zweckmässig,  wie  schon  oben  bemerkt  ist. 

**)  Man  betrachtet,  indem  man  eine  ebene  schwache  Scheidewand  zwischen 
beide  normal  zur  Ebene  des  Blattes  stellt,  beide  Bilder,  jedes  mit  einem  Auge;  oder 
richtet  je  eine  geschwärzte  gleichweite  Röhre  aaf  sie  in  paralleler  zur  Ebene  des 
Blattes  normaler  Stellung.  Hei  einiger  Uebung  gelingt  die  Combination  auch  leicht 
mit  blossen  Augen  ohne  jedes  besondere  Unterstützungsmittel. 
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in  den  praktischen  Anwendungen  derCentralprojection  dazu  dienen  können, 
um  Theile  der  Construction  deutlicher  zu  machen,  welche 
auf  sehr  schmal  erscheinenden  Flächen  liegen;  denn  dies  letz- 
tere und  damit  die  Znsammendrängung  der  Construction  ist  die  Folge  von 
der  Kleinheit  des  Abstandes  des  Centrums  von  der  Fläche  und  wird  daher 
durch  eine  Verschiebung  des  Centrums  von  dieser  Fläche  weg  vermieden 
oder  gehoben. 

Durch  sie  werden  Fluchtpunkte  und  Fluchtlinien ,  welche  ausserhalb 
der  Grenzen  der  Zeichentafel  liegen,  in  dieselben  zurückgeführt  und  da- 
durch der  Construction  zugänglich  und  nutzbar  gemacht.  So  zeigt  Fig.  13, 
Tafel  IV,  die  Construction  von  Parallelen  zu  einer  Geraden  h  von  unzu- 
gänglichem Fluchtpunkt  in  der  Ebene  SF*  aus  Punkten  ihrer  Spur,  wie  e/,. 
Man  hat  auf  der  Parallelen  zur  Tafel  s  die  Länge  bc  =  b*c'^  gemacht, 
welche  der  Verlegung  des  unzugänglichen  Fluchtpunktes  f^  nach  ^^  ent- 
spricht. Die  Grösse  der  Verschiebung  des  Centrums,  welche  dabei  ge- 
braucht ist,  geht  aus  der  Figur  leicht  hervor. 

Wenn  das  Centrum  in  der  Normalen  zur  Bildebene  fort- 
rückt, welche  es  enthält,  so  bleibt  der  Hauptpunkt  ungeändert  und 
jeder  Fluchtpunkt  bewegt  sich  in  der  geraden  Linie,  die  ihn  mit  jenem 
verbindet,  und  um  eine  Länge,  welche  von  dem  ihm  entsprechenden  Nei- 
gungswinkel abhängt;  sie  ist  die  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes,  welches  die  Veränderung  der  Distanz  zur  ersten  Kathete  und 
diesen  Neigungswinkel  zu  dem  ihr  gegenüber  liegenden  Winkel  hat.  Die 
Figur  13,  Tafel  IV,  zeigt  die  Construction  für  den  Fluchtpunkt  /*,  der  in  /* 
übergeht;  2>  ist  der  Distanzkreis,  d.  h.  der  mit  dem  Abstand  des  Centrums 
von  der  Bildebene  aus  dem  Hauptpunkte  in  der  Bildebene  beschriebene 
Kreis. 

In  Folge  dessen  ist  für  alle  dem  Distanzkreis  angehörigen  Fluchtpunkte 
die  radiale  Verschiebung  der  Verschiebung  des  Centrums  gleich;  nach  dem 
Hauptpunkte  hin  bei  Annäherung  des  Centrums  an  die  und  von  ihm  weg  bei 
Fntfernung  des  Centrums  von  der  Bildebene.  Sie  gehen  in  die  Periphe- 
rie des  der  Transformation  entsprechenden  neuen  Distanzkreises  D*  über. 

Der  Reduction  der  Distanz  auf  —  ihres  ursprünglichen  Betrages  entspricht 

die  Keduction  der  Entfernung  jedes  Fluchtpunktes  vom  Hauptpunkte  auf 

—  ihres  Werthes. 
n 

Die  neue  Lage  F*  der  Fluchtlinie  F  einer  Ebene  bestimmt  sich  als 
parallel  zur  alten  durch  die  Behandlung  eines  einzigen  Punktes  derselben 
nach  dem  Gesetz  der  Fluchtpunkte;  man  wird  dazu  am  einfachsten  den 
Fluchtpunkt  der  vom  Hauptpunkt  auf  sie  gefällten  Normale  benutzen, 
denn  dann  überträgt  sich  das  vorige  Gesetz  auf  sie. 

Also:  das  von  den  Fluchtlinien  und  Fluchtpunkten  der  Raumform  — 
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also  auch  von  den  Bildern  ihrer  Punkte  —  gebildete  System  wird  so  ver- 
ändert,  dass  das  neue  System  dem  ursprünglichen  ähnlich  ist  für  den 
Hauptpunkt  als  Aehnlichkeitsceutrum  und  das  Yerhältniss  der  Distanzen. 
Als  eine  Anwendung  der  Reduction  der  Distanz  theilen  wir  die  Strecke 
ab  einer  durch  ihr  Bild  und  die  ihr  entsprechende  Normalebene  F^Si  zur 
Bildebene  bestimmten  Geraden  g  in   vier  gleiche  Theile  bei  unzugäng* 

AD 
lichem  Fluchtpunkt  und  —   als  Viertheil  der  Distanz  (Fig.  14,  Taf.  IV). 

Wir  ziehen  eine  Gerade  vom  Hauptpunkte  nach  einem  Funkte  des  Bildes, 
etwa  Aa^  theilen  sie  in  vier  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  den  End- 
punkt 1  des  ersten  von  A  aus  eine  Parallele  zu  g  bis  zum  Fluchtlinie  F  der 
Ebene  in  /*.  Nun  ist  f*  der  der  reducirten  Distanz  entsprechende  Flucht- 
punkt und  f*d  das  abgeleitete  Bild  der  Geraden.  Die  Linien  Aa^  Ab  be- 
stimmen in  ihm  die  Endpunkte  a*^  b*  der  nun  leicht  zu  theilenden  Strecke; 

man  errichtet  in  A  auf  F  die  Normale  ^(  — j=  — ,  zieht  {  -  )/^  Qnd  durch 
d  die  ihr  Parallele  (g)^  schneidet  diese  in  (a*),  (6*)  durch  {  — )«*  ^^^d 
{-)  b*,  theilt  (a*)(6*)  in  (c*)  und  in  {d*)  und  («♦)  in  vier  gleiche  Theile, 

und  erhält  in  a*b*  auf  (-)  (c*)  und  ( -)  (rf*)  die  Punkte  c*  und  d*  und  in 

g  auf  Ac*y  Ad*  und^c*  die  gewünschten  Theilpunkte  c,  d,  e  der  betrach- 
teten Strecke. 

Die  Ermittelung  von  Winkelgrössen  ergiebt  sich  mit  derselben  Leich- 
tigkeit. Der  reducirten  Distanz  entsprechen  reducirte  Fluchtpunkte  und 
Fluchtlinien,  und  diese  geben  mit  jener  ganz  wie  sonst  die  Grössen  der 
Winkel,  welche  man  zu  wissen  wünscht. 

Die  Combination  beider  Verschiebungen  des  Centrums,  der  parallelen 
und  der  normalen,  lässt  den  Uebergang  zu  einem  willkürlich  im  Räume 
gelegenen  neuen  Projectionscentrum  vollziehen.  So  ist  in  Fig.  15,  Taf.  IV, 
für  die  Gerade  df  und  die  Ebene  SF  mit  dem  Dreieck  abc  der  Uebergang 
zu  dem  Punkte  C*  der  besagten  Geraden  als  Projectionscentrum  vollzogen. 
Man  hat  in  A*  durch  dA*  \\fA  den  Durchgangspunkt  der  von  C*  ausgehen- 
den Normalen  zur  Bildebene  und  in  A*{C)*  die  wahre  Länge  derselben 
bestimmt,  welche  die  neue  Distanz  D*  ist.  Wenn  man  nun  zuerst  in  -F^, 
A»  ^»»  ^*>  ^»  <^i®  ^®r  Parallelverschiebung  AA*  entsprechenden  Transfor- 
mationen darstellt,  so  erhält  man  dann  in  F*^  /"♦,  a*,  ^*,  c*  die  dem  neuen 
Centrum  entsprechenden  Bestimmungselemente  aus  der  normalen  Ver- 
schiebung um  (Z>  —  D*).  Da  das  neue  Centrum  in  der  Geraden  df 
liegt,  so  muss  diese  nun  als  projicirende  Linie  erscheinen,  d,  h.  f*  mit  d 
zusammenfallen,  dazu  muss  ferner  bei  der  ersten  Transformation  die  Ver- 
längerung der  Geraden  df^  durch  A*  gehen,  was  offenbar  ist. 
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b)  Die  Farallelverschiebangen  der  Bildebene  und 
diejenigen  des  Objects. 

Die  Verschiebung  der  Bildebene  wt  als  eine  Verschiebung  in  sich 
selbst  und  als  eine  su  sich  selbst  parallele  zu  betrachten,  bei  welcher  alle 
ihre  Punkte  in  Normalen  aur  ursprünglichen  Lage  um  gleiche  Stücke  sich 
bewegen.  Wieder  setzt  sich  jede  beliebige  andere  ParalleWerschiebung  aua 
zwei  solchen  Elementarverschiebungen  zusammen. 

Bei  der  Verschiebung  der  Bildebene  in  sich  selbst  in  be- 
stimmter Bichtung  durchlaufen  alle  Punkte  gleiche  und  parallele  Wege 
in  demselben  Sinne.  Wenn  viele  Constructionen  in  einem  Bilde  nöthig 
sind,  so  dient  eine  Transformation  dieser  Art  dazu,  um  die  H&ufung  der 
Linien  in  einem  Theile  der  Zeichnung  zu  vermeiden. 

Die  Parallelverschiebung  der  Bildebene  in  Normalen  hat 
nothwendig  eine  gleichzeitige  Veränderung  der  Fluchtpunkte  und  der 
Durchgangspunkte  zur  Folge.  Betrachten  wir  zuerst  die  Verschiebung 
eines  Fluchtpunktes.  Da  der  ihn  bestimmende  Sehstrahl  und  die 
Normale  vom  Centrum  zur  Bildebene  ungeftndert  bleiben,  so  erfolgt  die 
Verschiebung  des  Fluchtpunktes  in  der  Dnrchschnittslinie  der  durch  jene 
beiden  bestimmten  Ebene  mit  der  Bildebene,  d.  i.  in  der  Geraden,  welche 
den  Fluchtpunkt  mit  dem  Hauptpunkte  verbindet.  Die  Grösse  der  Vor« 
Schiebung  wird  als  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  erhal- 
ten, das  die  normale  Verschiebungsgrösse  der  Bildebene  zur  ersten  Kathete 
und  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Bildebene  zum  gegen* 
ttberliegenden  Winkel  hat;  denn  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  ist 
die  normale  Verschiebung  der  Bildebene  gleichbedeutend  mit  der  gleichen 
normalen  Verschiebung  des  Centrums  im  entgegengesetzten  Sinne. 

Der  Halbmesser  des  neuen  Distanzkreises  ist  daher  um  den  Betrag 
der  Verschiebung  selbst  von  dem  des  ursprünglichen  verschieden. 

Das  neue  Bild  der  Geraden  muss  nothwendig  dem  ursprünglichen 
Bilde  derselben  parallel  sein,  weil  beide  Bilder  die  Durchschnitte  paralleler 
Ebenen  mit  derselben  projicirenden  Ebene  sind.  Um  in  dem  neuen  Bilde 
sodann  den  Dnrchgangspunkt  zu  erhalten,  vergegenwärtigt  man  sich,  dass 
die  Gerade  selbst  und  die  zu  ihr  durch  das  Centrum  gezogene  Parallele, 
welche  ihren  Fluchtpunkt  bestimmt,  mit  den  beiden  Durchschnittslinien 
ihrer  Ebene  —  der  projicirenden  Ebene  —  in  den  Bildebenen  ein  Parallelo- 
gramm bilden  müssen,  und  erkennt  aus  der  Gleichheit  seiner  Gegenseiten, 
dass  der  Durchgangspunkt  die  Verschiebung  des  Fluchtpunktes  nach 
Grösse  und  Bichtung  treu  wiedergeben  muss.     (Figur  ^6,  Tafel  IV.) 

Die  Behandlung  der  Bestimmungsstücke  einer  Ebene  ergiebt  sich 
daraus;  man  vollzieht  für  einen  Punkt  der  Fluchtlinie  die  Construction  — 
am  bequemsten  für  den  Fusspunkt  der  vom  Hauptpunkt  auf  sie  zu  fällen« 
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den  Normale  — ,  zieht  die  neue  Fluchtlinie  parallel  der  alten  und  die 
neue  Spur  um  die  gleiche  Grösse  verschoben  gegen  die  alte. 

Das  Bild  eines  Punktes  bewegt  sich  bei  dieser  Transformation  in  der 
geraden  Linie,  welche  es  mit  dem  Hauptpunkte  verbindet,  um  einen  Be- 
trag, der  ihm  als  Fluchtpunkt  der  entsprechenden  projicirenden  Linie  be- 
trachtet entspricht.  Ist  daher  i  die  Verschiebungagrösse  des  Bildes, 
welches  die  ursprtingliche  Entfernung  d  vom  Hauptpunkte  besass,  bei  der 
anfänglichen  Distana  J>  und  der  Verschiebungsgrösse  der  Bildebene  ^^  so 
hat  man 

8:d=J:D. 

Fttr  den  Flachtpnnkt  f  der  Geraden  und  seine  nene  Lage  /^  wird 
insbesondere 

/liD^=^ff*\  Afy  oder 

wenn  ß  den  Neigungswinkel  der  Geraden  zur*  Bildebene  bezeichnet. 

Eine  einfache  Prüfung  jenes  Verhaltens  erlauben  die  geradlinigen 
Strecken  in  der  Parallelebene  zur  Bildebene,  welche  in  der  Entfernung  der 
Distanz  auf  der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite  derselben  liegt.  Sie 
entspricht  dem  Falle  der  Verdoppelung  der  Distanz  durch  Parallelverschie* 
bnng  der-  Bildebene.  Die  Fluchtlinie  der  Ebene  verdoppelt  ihre  Ent* 
fernung  vom  Hauptpunkte  und  die  sich  um  denselben  Betrag  verschiebende 
Spur  wird  doppelt  so  weit  vom  Hauptpunkte  entfernt  sein  als  die  Mittel« 
linie  zwischen  Spur  und  Fluchtlinie  vor  der  Transformation,  d.  h.  das  Bild 
der  in  jener  hinteren  Parallelebene  gelegenen  Geraden.  Da  aber  die 
neue  Spnr  mit  der  der  ursprünglichen  Bildebene  entsprechenden  Lage  die« 
ser  Geraden  zusammenfallt,  so  erhält  man  die  Länge  des  \nab  abgebüde-» 
ten  Stückes  derselben,  indem  man  die  Geraden  Aa^  Ab  bis  &ur  neuen 
Spur  verlängert;  sie  wird  wie  zu  erwarten  =2a6. 

Man  soll  diejenige  Parallelverschie bung  der  Bildebene  bestimmen, 
durch  welche  die  nene  Lage  des  in  a  abgebildeten  Punktes  der  Geraden 
dfzxi  ihrem  Durchgangspnnkt  d*  wird.  (Fig.  17,  Tafel  IV.) 

Man  zieht  die  Gerade  aA  nach  dem  Hauptpunkte  und  schneidet  sie 
durch  die  aus  </ gezogene  Parallele  zu  Af.  Der  Schnittpunkt  ist  d*,  die 
durch  ihn  gezogene  Parallele  zu  df  bestimmt  in  Af  den  neuen  Flacht« 
punkt  /**;  und  wenn  man  f  mit  einem  Halbmesserendpunkt  {€)  des 
Distanzkreises  verbindet,  und  /**  (C^)  parallel  hierzu  bis  zu  jenem  zieht, 
so  ist  (C*)  ein  Punkt  des  neuen  Distanzkreises  und  {C)  (C*)  der  Betrag  der 
nöthigen  Verschiebung  der  Bildebene. 

Sind  p  und  p*  die  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Lage 
entsprechenden  Bilder  eines  Punktes  P  der  Geraden  df  in  Fig.  16,  Taf.  IV, 
zieht  man  durch  das  Letztere  die  Parallele  p^q  zu  Af  hin  zur  alten  Lage  der 
Geraden  rf/nnd  errichtet  p*{p)  _L  zu  p*^'  und  gleich  d  oder  (C)(C*),  so  ist 
das  Dreieck  p*j7(p)  dem  in  p^pq  abgebildeten  Dreieck  ähnlich  und  kann 
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daher  direct  zur  Darstellung  seiner  Winkel,  mittelbar  auch  zur  Darstellung 
seiner  Seiten  und  seiner  wahren  Grösse  dienen.  Jenes  in  p*pq  abge- 
bildete Dreieck  liegt  aber  in  einer  zur  Bildebene  normalen  £bene  von  der 
Spur  dd*  und  der  Fluchtlinie  ff*A  und  enthalt  bei  q  den  Neigungswinkel 
der  Geraden  df  gegen  die  Tafel ;  die  den  beiden  verglichenen  Dreiecken 
gemeinschaftliche  Seite  p*q  ist  das  Bild  einer  Parallelen  zur  Tafel  und 
wir  haben  somit  hier  durch  eine  Parallelyerschiebuug  der 
Bildebene  die  Umlegung  einer  zur  Bildebene  normalen 
Ebene  in  eine  zu  ihr  parallele  vollzogen. 

Offenbar  wiederholt  Ap  9*  (p/  die  nämliche  Construction ;  und  es  ist 
eine  aus  den  Elementen  der  Centralprojection  sich  ergebende  Bestätigung, 
dass  die  Gerade  p{p)  den  Funkt  (jC)  und  die  Gerade  p*{py  den  Punkt 
{€*)  enthält. 

Wir  haben  bei  dem  eben  dargelegten  Gedankengange  offenbar  die 
ursprüngliche  und  die  neue  Projeetion  der  Geraden  in  ihrer  gleich- 
seitigen Existenz  gefasst.  Die  beiden  Geraden  df  und  d*f*  liegen 
in  einer  zur  Bildebene  normalen  Ebene,  und  sie  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  durch  das  Centrum  gehenden  Parallelebene  zur  Bild- 
ebene»  welche  man,  da  die  Bilder  aller  in  ihr  gelegenen  Elemente  in  un- 
endlicher Entfernung  liegen,  etwa  die  Verschwindungsebene  nennen 
kann.  Die  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  p,  p*  beider 
Bilder  ist  eine  Normale  zur  Bildebene  und  daher  auf  der  Spur  dd*  jener 
Ebene  und  auf  allen  zu  ihr  parallelen  Geraden  rechtwinklig.  Die  wahre 
Länge  des  Stückes  pg  in  ihr  ist  leicht  zu  ermitteln. 

Vertraut  nun  mit  der  Einsicht,  dass  auch  diese  Auffassung  der  ur- 
sprünglichen und  der  transformirten  Bilder  als  gleichzeitige  Darstellungen 
verschiedener  Sjsteme  den  Vorrath  von  Hilfsmitteln  wesentlich  vermehren 
kann,  welche  die  Transformationen  für  die  Behandlung  der  Probleme  der 
Centralprojection  darbieten,  wollen  wir  zurückblickend  diesem  Gesichts- 
punkte die  Transformationen  durch  Verschiebung  des  Centrums  unter- 
stellen. 

Das  ursprüngliche  und  das  abgeleitete  Bild  einer  Geraden  stellen,  für 
eines  der  beiden  Centra  betrachtet,  und  ebenso  jedes  von  beiden  für  beide 
Centra  nach  einander  betrachtet,  verschiedene  Gerade  dar,  welche  ge- 
meinschaftlichen Durchgangspunkt  haben.  Ein  und  dasselbe  Bild  stellt 
somit  unendlich  viele  Gebilde  derselben  Art  dar,  deren  gemeinschaftliche 
Elemente  in  der  Bildebene  liegen. 

Wenn  man  daher  findet,  dass  viele  Constructionen ,  wie  die  der 
Dnrckschnittslinie  zweier  Ebenen,  des  Darchschnittspunktes  einer  Ebene 
nit  einer  Geraden  etc.  und  alle  die  von  ihnen  abhängigen  ausammenge- 
setzten  Constructionen  ohne  jede  Benutzung  des  Centrums  ausgeführt 
werden,  so  ist  au  schliessen,  dass  das  nämliche  Bild  auch  die  Durch- 
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schnittslinien  beispielsweise  aller  der  Ebenenpaare  angiebt,  welche  den 
unendlich  vielen  verschiedenen  Lagen  des  Centrams  entsprechen,  etc. 

Und  wenn  dem  entgegen  die  Darstellung  wahrer  Grössen,  ganz 
wenige  Fälle  ausgenommen,  die  Benutzung  des  Centrums  stets  erfordert^ 
so  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  wahren  Grössen  —  Linien,  Winkel,  ebene 
Figuren  —  der  dargestellten  Gebilde  ftlr  die  verschiedenen  Lagen  des 
Gentrums  im  Allgemeinen  wechseln.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass 
z.  B.  die  Rechtwinkligkeit  einer  Ebene  und  einer  Geraden,  oder  diejenige 
von  zwei  Ebenen  oder  von  zwei  Geraden  —  allgemeiner  jede  bestimmte 
Winkelgrösse  —  für  alle  Lagen  des  Centrums  innerhalb  eines  gewissen 
geometrischen  Ortes  bestehen  bleibt;  in  den  angeführten  Fällen  eine  leicht 
näher  zu  bestimmende  Kreisperipherie.  Bei  der  normalen  Parallelver- 
schiebung der  Tafel  haben  wir  die  Ergebnisse  unter  denselben  Gesichts- 
punkt schon  gestellt  und  jenes  in  zahlreichen  Constructionen  vortheilhaft 
vermittelnde  Gesetz  erhalten ,  welches  die  Dmlegung  einer  zur  Bildebene 
normalen  Ebene  in  die  ihr  parallele  Lage  so  bequem  vollzog. 

Prof.  Tilscher  hat  vorgeschlagen,  dasselbe  als  das  Gesetz  der 
transformirten  Tafeldistanz  zu  bezeichnen;  er  hat  als  ein  einfaches 
Hilfsmittel  für  die  Ausübung  einen  perspectivischen  Stangenzirke! 
construirt  und  es  ist  zu  erwarten,  dass  der  Gebrauch  desselben  in  der 
Praxis  des  perspectivischen  Zeichnens  wesentliche  Reformen  herbeiführen 
wird.  Indem  ich  für  alles  Weitere  auf  das  zur  Veröffentlichung  fast  be- 
reite Werk  meines  Freundes  verweise ,  gebe  ich  hier  ein  paar  einfache 
Beispiele  der  Anwendung  des  Gesetzes. 

Sind  F  und  S  die  Spur  und  die  Fluchtlinie  einer  Normalebene  zur 

Bildebene  (Figur  18,  Tafel  IV),  ist  A  der  Hauptpunkt  und  ~- <^e^  Endpunkt 

des  Viertheils  der  Distanz,  ist   ferner  g  das  Bild  einer  in  jener  Ebene 

liegenden  Geraden ,  sowie  s  das  Bild  der  Dnrchschnittslinie  dieser  Ebene 

mit  jener  Parallelebene  zur  Bildtafel,  in  welche  man  jene  in  g  abgebildete 

Gerade  umlegen  will,  so  bestimmt  man  das  abgeleitete  Bild  g*  als  parallel 

zu  g  durch  einen  transformirten  Punkt  6,  &*;  also  indem  man  auf  bA  die 

bA 
Länge  66*  =  —  abträgt.     Man  erhält  im  Durchschnitt  von^  mit  s  den 

Punkt  a*,  auf  Aa*  in  g  den  entsprechenden  Punkt  a  und  hat  im  Durch- 
schnitt von  s  und  g  den  Punkt  aa*  Errichtet  man  in  a*  auf  «  das  Perpen- 
dikel von  der  Länge  a*  (a)  =  — ,  so  ergiebt  (a)  a  die  umgelegte  Gerade  (^). 

Ebenso  leicht  kann  man  von  {g)  zu  g  übergehen.  Man  erkennt  über- 
dies, dass  jeder  andere  aliquote  Theil  der  Distanz  in  gleicher  Weise  zor 
Construction  dienen  kann.  Die  Anwendung  auf  das  Umlegen  von  Punkten 
und  beliebigen  Punktsystemen  aus  Normalebenen  zur  Bildtafel  in  Parallel- 
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ebenen  zu  derselben  und  nmgekebrt  anf  die  Aufstellung  oder  Zurück* 
ftthrung  derselben  aus  einer  der  letzteren  in  jene  ist  selbstverstündlicb. 

Zahlreiche  Aufgaben,  wie  die  Bestimmung  der  Entfernung  zweier 
Punkte,  die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden,  mit  der  er  in 
einer  zur  Bildebene  normalen  Ebene  liegt,  die  Darstellung  von  Winkeln 
in  solchen  Ebenen  etc.  sind  durch  diese  Methode  leicht  und  sicher  lösbar. 

Und  wenn  insbesondere  ein  räumliches  System  auf  drei  rechtwinklige 
Axen  bezogen  ist ,  deren  zwei  der  Bildebene  parallel  laufen ,  so  ist  seine 
centralprojectivische  Darstellung  hierdurch  leicht  aus  seinen  Abmessungen 
in  ihnen  zu  gewinnen.  Die  gewöhnliche  Praxis  der  Perspective 
schliesst  sich  vor  Allem  an  diesen  Theil  der  Entwicke- 
lung  an. 

Kennt  man  die  Bilder  zweier  Geraden  in  einer  solchen  Normalebene, 
dei*en  Fluchtlinie  bekannt  ist  und  die  Grösse^  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkels,  so  kann  man  hieraus  bei  gegebenem  Hauptpunkte  leicht  die  Grösse 
der  Distanz  bestimmen.  Denn  man  leitet  aus  dem  Durchschnitts- 
punkte a  der  Geraden  g  und  h  den  transformirten  Punkt  a*  ab  laa*=  —  j, 

legt  durch  ihn  die  Gerade  s  der  Fluchtlinie  parallel  und  erhält  in  ihr  das 
Segment  aoi,  über  welchem  der  fragliche  Winkel  steht,  während  sein 
Scheitel  in  dem  in  a*  auf  s  errichteten  Perpendikel  liegt.  Die  Länge 
dieses  Perpendikels  bis  zu  ihm  ist  dann  das  Viertheil  der  Distanz ,  diese 
also  aus  jenem  bestimmt.  Man  hat  nur  über  aat  den  Kreis  zu  beschreibeui 
welchem  der  gegebene  Winkel  {g,  h)  als  Peripheriewinkel  über  jener 
Sehne  entspricht.  Wenn  also,  wie  dies  in  central projectivischen  Dar- 
stellungen oft  der  Fall  ist,  eine  projicirte  Figur  als  Rechteck,  als  reguläres 
Vieleck  etc. ,  und  als  in  einer  Normalebene  zur  Bildebene  von  bekannter 
Stellung,  z.  B.  in  einer  wagerechten  Stellung  gelegen,  durch  die  Natur 
der  Sache  erkennbar  ist,  so  kann  aus  dem  Bilde  derselben  die  Grösse  der 
Distanz  abgeleitet  werden,  wenn  der  Hauptpunkt  bekannt  ist;  und  man  kann 
auch  wohl  beide,  Distanz  und  Hauptpunkt,  bestimmen,  wenn  die  Figur 
mehr  als  einen  Winkel  von  bekannter  Grösse  in  solcher  Lage  darbietet. 

Betrachten  wir  nun  noch  die  Parallelverschiebungen  des  Ob* 
jects,  so  ergiebt  sich  zuerst,  dass  durch  sie  keine  Veränderung  der  Flucht- 
punkte und  Fluchtlinien  des  Systems  hervorgebracht  werden  kann ;  sodann, 
dass  bei  einer  Verschiebung  nach  Parallelen  zur  Bildebene  die 
Durchgangspunkte  des  Systems  diese  Verschiebung  nach  Grösse  und  Bich- 
tung  genau  wiedergeben;  endlich  für  eine  zur  Bildebene  normale  Par- 
allelverschiebung das  Gesetz:  Der  Dnrchgangspunkt  d  einer  Geraden 
rückt  in  der  durch  ihn  gehenden  Parallelen  zur  Verbindungslinie  des  Haupt- 
punktes mit  dem  Fluchtpunkte  fort  um  eine  Länge,  welche  als  zweite 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  gefunden  wird,  das  den  Betrag 
der  Normalverschiebung  y  zur  ersten  Kathete  und  den  Neigungswinkel 
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der  Creraden  gegen  die  Bildebene  zam  gegenüberliegenden  Winkel  hat 
(Figur  10,  Tafel  IV).  Denn  jene  Gerade  ist  die  Spnr  der  Normalebene 
Bur  Bildtafel,  welche  durch  die  gegebene  Gerade  geht. 

Man  erkennt  hiernach  in  den  Transformationen  durch  Parallelrer- 
schiebnng  des  Objects  das  Gegenstück  zu  den  Transformatiunen  durch 
Verschiebung  des  Centrums;*)  jene  lassen  die  Fluchtpunkte,  diese  die 
Durchgangspunkte  nngeXndert,  die  Gesetze  der  Verlegung  der  Dnrch- 
gangspunkte  sind  bei  jenen  dieselben  wie  die  für  die  Verlegung  der  Flnchtr- 
punkte  bei  diesen« 

Die  Parallelverschiebung  der  Bildebene  vereinigt  die  Erfolge  beider 
in  sich. 

Wenn  bei  der  Verschiebung  des  Objects  das  ursprüngliche  und  das 
transformirte  Bild  als  gleichzeitige  Bilder  verschiedener  Objecte  betrachtet 
werden ,  so  haben  diese  letzteren  offenbar  ihre  unendlich  fernen  Elemente, 
d.  h.  die  Richtungen  ihrer  Geraden  und  die  Stellungen  ihrer  Ebenen 
gemein. 

Denken  wir  aber  z.  B.  das  Bild  einer  Geraden  df  durch  eine  zur 
Bildebene  normale  Verschiebung  des  Centrums  um  ^  in  df*  und  sodann 
dasselbe  Bild  durch  eine  zur  Bildebene  normale  Verschiebung  der  Ge- 
raden selbst  um  — ^  in  d*f  transformirt,  und  nun  df*  und  d*f  als  gleich- 
zeitige Bilder  verschiedener  Objecte  betrachtet,  so  erhellt,  dass  die  letz- 
teren ihren  im  gemeinschaftlichen  Halbirungspunkte  abgebildeten  Schnitt- 
punkt mit  der  hinteren  Parallelebene  zum  gemeinsamen  Element  haben. 
So  werden  auch  die  unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  gewonnenen 
Ergebnisse  vervollstündigt. 

Dass  man  durch  Combinationen  von  zweien  oder  mehreren  der  bisher 
besprochenen  Transformationen  zahlreiche  besondere  Ergebnisse  ableiten 
kann,  ist  sicher,  aber  eine  Durchführung  dieses  Gedankens  hier  überflüssig. 

Indem  wir  die  Transformationen  durch  Verschiebungen  überhaupt 
verlassen,  drängt  sich  die  Bemerkung  auf,  dass  in  ihnen  eigentlich  alles 
Nothwendige  schon  gegeben  ist;  denn  nicht  wie  bei  der  Parallelprojection 
beschrttnkt  sich  ihr  Erfolg  auf  eine  blosse  Lagenänderung  der  Projectionen, 
immer  —  die  Verschiebung  der  Bildebene  in  sich  selbst  allein  ausge- 
nommen —  wird  zugleich  auch  die  Gestalt  derselben  verändert. 

Wenn  die  Ausführbarkeit  centralprojectivischer  Constructionen  von 
dem  Besitz  der  Bestimmungselemente,  also  der  Durchgangs-  und  Flacht» 
punkte  der  zu  bestimmenden  Geraden  insbesondere  etc.,  sodann  zuweilen 
auch  von  der  Grösse  und  dadurch  praktisch  bedingten  Deutlichkeit  der 
Figurentheile  abhängt,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  so  bieten  die  betrach* 
teten  Transformationen  bereits  ausreichende  Mittel  dar,  sowohl  die  M6g- 


*)  Ezistirt  auch  das  Analogon  der  stdreoscopiselien  Combination? 
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•  lichkeit  als  die  Genauigkeit  der  Gonstrnctionen  zu  sichern ,   wenn  anders 
die  Bestimmungselemente  geometrisch  bekannt  sind. 

Die  Betrachtung  könnte  daher  von  den^  Transformationen  durch 
Drehung  entweder  der  Bildbene  oder  der  Raumformen  selbst  ganz  absehen, 
und  sie  hat  jedenfalls  nicht  so  wesentliche  Ergebnisse  von  derselben  zu 
erwarten^  als  sie  in  der  Parallelprojection  geliefert  haben«  Wir  erläutern 
sie  kurz. 

c)    Die  Axendrehungen  der  Objecto  und  der  Bildebene. 

Als  Drehungen  der  Objecto  hat  man  die  um  eine  zur  Bildebene  nor- 
male, welche  das  Centrum  enthält,  und  um  eine  in  ihr  selbst  gelegene  Axe 
zu  nnterscheiden  und  die  Drehung  der  Bildebene  wird  nur  auf  eine  in  ihr 
selbst  gelegene  Axe  zu  beziehen  nöthig  sein. 

Die  Drehung  um  die  centrale  Hauptaxe  CA  bedingt  die 
Drehung  der  Flucht-  und  Dnrchgangspunkte  des  Systems  um  gleiche 
Winkelgrössen  in  einerlei  Sinn;  der  Distanzkreis  ist  ihr  natürliches  Mass. 
Das  perspectiv ische  Bild  des  Systems  bleibt  unverändert,  nur  seine  Lage 
ändert  sich. 

Die  Drehung  um  eine  in  der  Bildebene  selbst  gelegene 
Axe  erläutert  sich  durch  die  Betrachtung  des  Weges,  den  ein  Punkt  des 
gedrehten  Systems  durchläuft;  derselbe  ist  der  dem  Drehungswinkel  ent- 
sprechende und  in  der  ursprünglichen  Lage  des  Punktes  beginnende  Bogen 
eines  Kreises,  dessen  Ebene  zur  Drehungsaxe,  also  auch  zur  Bildebene 
normal  und  dessen  Centrum  in  der  Drehungsaxe  gelegen  ist.  Die  Dar- 
stellung dieses  Kreises  und  der  transformirten  Lage  des  Punktes  wird 
offenbar  durch  die  an  das  Gesetz  der  transfdrmirten  Tafeldistanz  ange- 
schlossene Umlegung  und  Aufstellung  von  Normalebenen  zur  Bildtafel  be- 
quem vermittelt.  Dass  dabei,  wenn  das  gedachte  System  die  Drehungs-  ' 
axe  schneidet,  die  Durchschnittspunkte  unverändert  bleiben,  ist  offenbar 
und  nützlich,  auch  insbesondere  bei  der  Drehung  der  Bildebene,  die  noch 
■u  betrachten  bleibt.  Sie  ist  identisch  mit  der  Umleguug  einer 
beliebigen  Ebene  in  die  Bildebene  und  ihrer  Aufstellung  aus 
derselben,  und  wie  in  der  Parallelprojection  ist  in  ihr  auch  hier  das 
allgemeine  Mittel  zur  Bestimmung  wahrer  Grössen  und  zur 
Projicirung  aus  denselben  enthalten. 

Wenn  das  Bild  eines  räumlichen  Systems  für  eine  bestimmte  Lage 
des  Centrums  und  der  Bildtafel  gegeben  ist,  so  kann  daraus  das  Bild  des- 
selben Systems  .für  eine  neue  Bildebene  abgeleitet  werden,  die  mit  der  ur- 
sprünglichen einen  bestimmten  Winkel  bildet.  Die  Drehungsgrösse  des 
Letzteren  giebt  die  Grösse  der  Drehung  der  Bildebene,  welche  zur  lieber» 
führung  in  die  neue  Lage  erforderlich  ist,  und  die  Spur  der  neuen  Bild- 
ebene in  der  alten  ist  die  Drehungsaxe.  Man  erhält  das  neue  Bild  des 
Systems,  indem  man  die  Punkte  seines  ursprünglichen  Bildes  als  Punkte 
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der  durch  jene  Spur  und  den  bezeichneten  Neignngswinkel  bestimmten 
Ebene  ansieht  und  mit  dieser  in  die  Ebene  der  Zeichnung  niederlegt.  Man 
hat  im  Voraus  zu  erwarten,  dass  bei  einer  Drehung  nm  90^  Constrnctionen 
sich  ergeben,  welche  mit  denen  übereinstimmen,  die  wir  an  das  Gesets 
der  transformirten  Tafeldistanz  angeschlossen  haben. 

Das  Fundament  für  die  Ausführung  dieser  letztbezeichneten  Operation 
ist  die  Lösung  der  Aufgabe:  Man  soll  den  von  zwei  projicirenden 
Linien  gebildeten  Winkel  aus  den  Durchgangspunkten  f^^  f^ 
derselben  in  wahrer  Grösse  bestimmen  (Fig.  20,  Taf.  IV).  Dazu 
führt  die  Darstellung  des  Dreieckes  Cf^ft  durch  Niederlegnng  in  die  Bild- 
ebene, d.  b.  die  Bestimmung  der  Lage  (C)  des  Centruras  C  am  Ende  dieser 
Bewegung.  Man  fällt  vom  Hauptpunkte  A  auf  die  Gerade  f^ft  die  Nor- 
male Atiy  und  zieht  die  Parallele  Acc^  zu  f^f^  bis  zum  Distanzkreis ,  be* 
schreibt  sodann  aus  n  durch  c  und  C|  den  Kreis,  welcher  in  (C)  jene  Nor- 
male schneidet,  dann  ist  Lt\(ß)ft  der  zu  bestimmende  Winkel. 

Dass  man  durch  diese  Construction  die  wahren  Grössen  der  sämmt- 
liehen  Winkel  einer  ebenflächigen  Figur  —  eines  Vieleckes  zunächst  — 
finden  kann,  ist  ofifenbar.  Sie  sind  durch  die  Fluchtpunkte  /*, ,  /*t,  /*!,  •.., 
fn  der  Seiten  desselben  an  dem  um  die  sie  enthaltende  Gerade,  die  Flucht- 
linie der  Ebene,  gedrehten  und  in  die  Bildebene  niedergelegten  Centrum 
(fi)  bestimmt. 

Man  gelangt  aber  von  da  aus  mit  Leichtigkeit  zur  Bestimmung  der 
wahren  Gestalt  und  Grösse  dos  Vieleckes  selbst,  d.  h.  zu  seiner  Nieder- 
legung in  die  Bildebene;  man  hat  nämlich  nur  zu  beachten,  dass  die 
Durchgangspunkte  d^^  <2k  >  ^s  t  •  *  •  t  ^  der  Seiten  als  in  der  Drehungsaxe 
gelegen,  unverändert  bleiben  und  erkennt  so ,  dass  die  Niederlegung  des 
Vieleckes,  d.  i.  seine  wahre  Gestalt,  entsteht,  wenn  man  durch  d^y  ci,,  ... 
respective  zu  den  Geraden  (C)^,  (C^)A»  ...  Parallelen  zieht  und  die  Durch- 
Schnittspunkte  (^,(e),. . .  der  aufeinanderfolgenden  bestimmt ;  sie  sind  dieEcken 
des  Vieleckes.  Man  kann  die  Rechtfertigung  dieses  Verfahrens  direct  in  der 
Bemerkung  finden,  dass  die  Winkel  unverändert  bleiben  müssen,  welche 
die  Seiten  des  Vieleckes  mit  der  Drehungsaxe  bilden,  und  dass  diese 
Winkel  als  die  von  (C)/i,  (C)/",,  ...  mit  der  durch  (C)  gehenden  Parallelen 
zu  /*  dargestellt  sind,  weil  der  Fluchtpunkt  der  Spur  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt.     (Figur  21,  Tafel  IV.) 

Man  erkennt  dann  leicht  weiter,  dass  die  Niederlegung  jedes  Punk- 
tes vollzogen  Sfrerden  kann,  indem  man  zwei  durch  ihn  gehende  Gerade  in 
der  vorigen  Weise  behandelt,  und  sieht,  dass  es  vortheill\i^t  sein  wird,  für 
alle  Punkte  Gerade  von  gleicher  Bichtung  zu  benutzen,  etwa  vor  allen  die 
Normale  zur  Spur  und  die  unter  45°  gegen  sie  Geneigte,  als  welche  in  n  und 
in  den  Durchschnitten  der  Fluchtlinie  mit  dem  aus  n  durch  o,  c,  beschrie- 
benen Kreise  |C,  |C,  ihre  Fluchtpunkte  haben  (Punkt  f  in  Fig.  21,  Taf.  IV). 

Man  kann  leicht  hieraus  ableiten,  dass  immer  das  Bild  eines  Punktes  a 
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und  seine  Niederlegung  in  die  Bildebene  (a)  anf  einer  und  derselben  dnreh 
(C)  gebenden  Geraden  liegen  müssen.  Die  gegenseitige  Abhängigkeit 
beider  Figuren  ^  des  perspectivischen  Bildes  nnd  der  ümlegung  des  Origi- 
nals in  die  Bildebene,  ist  also  die  der  Collineation  bei  collinearer 
Lage.  Dass  diese  Abhängigkeit  gegenseitig  und  der  Uebergang  von 
jedem  der  beiden  Systeme  zum  anderen  gleich  einfach  nnd  nicht  verschie- 
den ist,  erhellt  sofort.  Man  bezeichnet  [C)  als  ihr  Centrum  und  S  als  ihre 
Axe,  in  jenem  schneiden  sich  die  geraden  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte ,  in  dieser  liegen  die  Dnrchschnittspunkte  entsprechender  Ge- 
raden; sie  sind  zugleich  die  gemeinschaftlichen  Elemente  der  beiden 
Systeme,  wenn  man  sie  als  gleichzeitige  Abbildungen  betrachtet. 

Das  grosse  praktische  Interesse  dieser  Transformation  ist  genügend 
bezeichnet,  wenn  wir  bemerkten,  dass  sie  zur  Darstellung  der  wahren 
Grössen  und  Formen  aus  dem  Bilde  und  zur  Ableitung  des  Bildes  aus 
bekannten  geometrischen  Bestimmungsstttcken  führt;  in  diesem  Betracht 
gehört  sie  zu  den  nothwendigen  Elementen  der  centralprojectivischen  Me- 
thode, ganz  ebenso  wie  die  Constructionen  von  der  Niederlegung  und  Auf- 
stellung der  Ebene  und  ihrer  Systeme  auch  in  der  Parallelprojection  zu 
denselben  Zwecken  schon  vor  der  Einführung  des  allgemeineren  Ge- 
sichtspunktes der  Transformation  entwickelt  werden. 

Hier  mögen  nur  zwei  Aufgaben  eben  in  diesem  letzteren  Sinne  kurz 
erläutert  werden,  welche  zu  dem  tieferen  geometrischen  Interesse  leiten, 
das  sie  darbietet;  der  Name  Collineation  bezeichnet  dasselbe  Demjenigen 
liinreichend ,  der  mit  den  epochemachenden  Schöpfungen  der  Geometrie 
der  Neueren  bekannt  ist.  Die  Transformationen  der  darstellenden  gehen 
hier  über  in  die  der  reinen  Geometrie  und  machen  anschaulich,  wie  diese 
ein  Mittel  zur  Verallgemeinerung  bekannter  und  zur  Entdeckung  neuer 
geometrischer  Wahrheiten  sein  können. 

Man  soll  ein  durch  sein  Bild  und  seine  Ebene  bestimmtes  Viereck  auf 
eine  neue  Bildebene  so  projiciren,  dass  sein  Bild  ein  Parallelogramm  wird. 
Man  beträchtet  die  Verbindungslinie  der  Durchscbnittspunkte  der  Gegenseiten 
des  gegebenen  Bildes  als  Fluchtlinie  der  neuen  Bildebene  in  der  alten  und 
darf  ihre  Spur  in  derselben  willkürlich  als  eine  Parallele  zu  dieser  Ge- 
raden wählen* 

Ebenso  kann,  wenn  auch  nicht  ganz  ohne  Beschränkung,  ein  beliebi- 
ger durch  sein  Bild  und  seine  Ebene  bestimmter  Kegelschnitt  in  einen 
Kreis  projicirt  werden,  der  das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  in  seiner 
Ebene  zum  Centrum  hat;  oder  es  können  zwei  Kegelschnitte  in  derselben 
Ebene  gleichzeitig  in  Kreise  --*  zwei  sich  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte speciell  in  concentrische  Kreise  —  projicirt  werden. 

Jenes  geschieht,  indem  man  die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ge- 
nommene Polare  des  Punktes,  das  Letztere,  indem  man  eine  der  Dnrch- 
schnittssehnen  der  beiden  Kegelschnitte  —  in  dem  speciellen  Falle  ihre 
gemeinschaftliche  Berührungssehne  —  ins  Unendliche  projicirt,  d«  h.  sie 
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2iir  Fluchtlinie  der  nenearLage  der  Bildebene  macht,  wie  sie  in  der  alten 
bestimmt  ist. 

Diese  Fluchtlinie  der  neuen  Bildebene  bestimmt  ihren  Neignngs- 
winke]  gegen  die  alte  und  damit  die  Grösse  der  Drehung ,  welche  toU- 
sogen  werden  muss,  um  jene  in  diese  tlberzuftlhren.  Die  Spur  der  neuen 
Bildebene  wird  die  Drehnngsaze  sein. 


Hier  am  Schiasse  unserer  Entwickelnngen  angekommen,  wollen  wir 
speciell  auf  diejenigen,  welche  der  Centralprojection  gewidmet  sind,  noch 
einmal  zurückblicken.  Man  wird  leicht  finden,  dass  Alles,  was  Ton  ihnen 
aus  gültig  erscheint,  auch  von  den  auf  die  Parallelprojection  besüg- 
liehen  gilt. 

Die  allgemeine  Begründung  der  Centralprojection  weiss 
von  keiner  Beschränkung;  sie  hat  eine  unendlich  ausgedehnte  Bild* 
^bene,  sie  projicirt  alle  Punkte  des  Raumes,  sie  operirt  mit  mathematischen 
Linien  und  keine  Kleinheit  der  Constrnctionstheile,  keine  schleifenden 
Schnitte  etc.  können  sie  in  Verlegenheit  setzen;  sie  ist  eine  geometrische 
Wissenschaft. 

Aber  in  der  Anwendung  finden  sich  diese  allgemeinen 
Voraussetzungen  nicht  erfüllt;  ihr  steht  immer  nur  eine  begrenzte 
Bildebene  zu  Gebote  und  sie  kann  schon  deshalb  nicht  alle  Punkte  des  Rau- 
mes für  ein  und  dasselbe  Centrum  und  die  nämliche  Bildebene  zur  Darstel- 
lung bringen ;  sie  hat  mit  physischen  Linien  zu  operiren  und  bedarf  6iner  ge- 
wissen Grösse  der  Constrnctionstheile,  bedarf  nahe  rechtwinkliger  Schnitte 
etc.,  um  der  Genauigkeit  der  Ergebnisse  sicher  zu  sein.  Alles  das  schafft 
sie  sich  nach  Bedarf  durch  Transformation.  Die  Lehre  von 
den  Transformationen  bildet  daher  das  eigentliche  Mittel- 
glied zwischen  Theorie  und  Praxis.  Wenn  in  der  Abhandlung  über 
„die  Centralprojection  als  geometrische  Wissenschaft^^  der  Nachweis  geführt 
ist,  dass  auf  Grund  der  Bestimmung  einer  geraden  Linie  durch  ihren  Durch- 
gangspunkt —  d.  h.  ihrem  Schnitt  mit  der  Bildebene  —  und  ihren  Flucht- 
punkt —  das  Bild  ihres  unendlich  entfernten  Punktes,  den  Durchgangs- 
punkt der  ihr  parallelen  projicirenden  Linie  —  alle  Constructionen  der 
Geometrie  des  Raumes  centralprojectivisch  ansgeführlt  werden  können,  so 
fügt  dazu  die  gegenwärtige  Abhandlung  den  Nachweis,  dass  die  Ausführ- 
barkeit dieser  Constructionen  auch  unter  den  Beschränkungen  der  Praxis 
bestehen  bleibt;  zweckmässig  gewählte  Transformationen  sichern  sie  unter 
allen  Umständen. 

Dabei  bleibt  immer  noch  die  allgemeine  Bestimmung  zur  Darstellung 
aller  Raum  formen  der  Centralprojection  behalten.  Wenn  sie  durch  be- 
schränkende Voraussetzungen  sich  den  physischen  Bedingungen  des 
Sehens  anbequemt,  so  geht  aus  ihr  endlich  die  Perspective  hervor,  die 
Grundlage  der  malerischen  Darstellung,  ausgerüstet  mit  allen  Hilfsmitteln 
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und  Vortheilen,  deren  sie  ftihig  ist.  Die  AnsfÜhrnng  einer  Perspective  in 
diesem  Geiste  wird  znm  erstenmale  Prof.  Tilscher's  Werk  den  Sachver- 
ständigen und  den  Lernenden  darbieten. 

Ich  übersehe  nicht,  dass  im  Sinne  des  Sjsteroes  die  Dnrchführnng 
der  Transformationen  der  darstellenden  Geometrie  hiermit  nicht  erschöpft 
ist;  aber  ich  darf  dafür  auf  die  schon  Eingangs  erwähnte  Notiz  „Ueber 
das  System  in  der  darstellenden  Geometrie**  verweisen.  Die  allgemeinste 
Quelle  aller  hier  mitgetheilten  Ergebnisse  ist  natürlich  die  Transfor- 
mation des  centralcollinearen  räumlichen  Systemes;  sowie 
alle  Constructionen  der  darstellenden  Geometrie  sich  aus  der  Constniction 
desselben  als  specielle  Fälle  ergeben,  so  fliessen  auch  alle  ihre  Trans- 
formationen aus  seiner  Transformation.  Die  Durchführung  dieses  allge- 
meinen Gesichtspunktes  ist  nicht  ohne  neue  und  schätzbare  Ergebnisse, 
soll  aber  hier  unterbleiben.  Nur  eines  muss  ausgesprochen  werden,  was 
sich  dem  Kenner  der  Geometrie  sofort  ergiebt:  Unter  diesem  Gesichts- 
punkte fliessen  die  Wissenschaften  der  darstellenden  und  der 
sogenannten  neueren  Geometrie  in  eine  Wissenschaft  zu- 
sammen; und  es  wird  nölhig,  auch  in  den  Bereichen,  aufweiche  sich  die 
Entwickelung  der  ersteren  gewöhnlich  beschränkt,  die  Mittel  und  Wege  der 
neueren  Geometrie  sorgfältig  zu  beachten;  sie  bieten  zahlreiche  Hilfsquellen 
und  sind  der  darstellenden  Geometrie  nicht  fremd. 

Ueberhaupt:  Ich  habe  es  nie  für  ein  zufälliges  historisches  Zusammen- 
treffen ansehen  können,  dass  die  Entwickelung  der  darstellenden  Geometrie 
des  Monge  an  der  Schwelle  der  neueren  Epoche  der  geometrischen  Ent- 
deckungen steht;  dass  sie  den  Anstoss  gab  zu  den  Untersuchungen  von 
Poncelet  und  Chasles  ist  bekannt.  Wäre  nicht  die  Perspective  allzu 
ausschliesslich  in  den  Dienst  der  Kunst  getreten,  welcher  der  Geometrie  nicht 
günstig  ist,  so  würde  man  die  darstellende  Geometrie  auch  als  die 
natürliche  Quelle  der  W^issenschaft  Jac.  Steiner's  und  seiner  Nachfolger 
erkannt  haben;  sie  war  schon  immer  die  Wissenschaft  der  Strah- 
lenbüschel und  Ebenenbüschel  und  das  Gesetz  der  Doppel- 
schnittverhäitnissgleichheit  ist  ihr  allgemeines  Grundge- 
setz. Unter  diesem  Gesichtspunkte  bildet  die  neuere  analytische  Geometrie 
und  Algebra  die  eine,  die  darstellende  und  die  neuere  reine  Geometrie  die 
andere  Seite  der  Entwickelang  desselben  Gedankens.  Die  neuere  Algebra 
und  die  reine  Geometrie  sind  aber  dann  ihrer  Natur  gemäss  zu  Erweiterungen 
geschritten,  die  der  darstellenden  Geometrie  nicht  mehr  ang<'hören. 

Aber  ausserdem:  Dies  ist  dieStelle,  wo  die  neuere  Geo- 
metrie sich  an  die  wissenschaftliche  Sphäre  der  technischen 
Lehranstalten  anschliesst,  der  die  darstellende  von  jeher 
angehört.  Dass  sie  den  Ingenieur- Wissenschaften  manich faltige  nocl» 
unvorhergesehene  Dienste  leisten  wird,  ist  zuversichtlich  zu  erwarten.  Aber 
auch  jene  hier  angedeutete  Verbindung  allein  masa  durch  die  Erweiterung 
des  Gesichtskreises,  die  sie  schafft,  diesen  Stadien  höchst  förderlich  sein. 
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Aaxh.     ITeber   ein   paar   dnreli   Oammafimotionen   anidrüokbare 
Integrale. 

Bekanntlich  gilt  die  Formel 

0' 

nicht  nur  für  ein  reelles  positives  k  sondern  auch  für  ein  complezes  Ar,  so- 
bald dessen  reeller  Bestandtheil  positiv  und  von  Null  verschieden  ist« 
Auch  in  dem  Falle,  wo  dieser  reelle  Theil  verschwindet,  bleibt  die  Formel 
noch  richtig,  wenn  /u  auf  positive  echt  gebrochene  Werthe  eingeschränkt 
wird.     Zufolge  dieser  Bemerkung  hat  man 


//' 


0       0 

00  00 

J  J  aP        b^ 

0  0 

wobei  hinsichtlich  des  a  und  j9,  sowie  in  Betreff  von  b  und  q  dieselben  Be- 
dingungen gelten  wie  oben  für  k  und  fi.     Mit  Hülfe  der  Substitution*) 

«  =  S(1  — 1?),     y  =  Si?>     dxdy^^d^dfi 
Ittsst  sich  das  obige  Doppelintegral  in  das  folgende  verwandeln 

00        1 

0       0 
und  wenn  man  hier  die  auf  |  bezügliche  Integration  ausführt,  so  bleibt 

np  +  q)J  [«(l_^)^.^^]p+i• 
0 
Der  Vergleich  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Werthe 
des  Doppelintegrales  giebt 

*)  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Substitution  findet  man  erörtert  in  des 
Verf.  Compendium  der  höheren  A&alysis,  2.  Aufl.,  S.  4(H). 
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1 


/i 


(i_^)i^i,yg-irf^  ^  r{p)r{q)      1 

0 

oder  für  1  —  1?  =  d 
1 

/>  »i>-io^»)f->rf^  _  r(p)  r{q)      1 

Zu  derselben  Formel  gelangt  Abel  in  Crelle^s  Jonrnal,  Bd*  2,  S.  22,  ohne 
jedoch  die  Bedingangen  ihrer  Gültigkeit  näher  zu  bezeichnen.  Setzt 
man  noch 

=  C,  aUo  d'  =  - 


80  geht  die  obige  Gleichunic  in  die  folgende  über 

Diese  lässt  sich  aaf  eigenthümliche  Weise  umgestalten,  wenn  man 

a  =  C08ß  +  isinßy     b  =  cosa  +  isin  u 
substituirt   und   den   complexen  Ausdruck   a  {;  +  ^   auf  die   Normalform 
bringt,  nämlich 

aJi+b=^cosa  +  ^cosß  +  i{sina  +  tsinß) 
=  q  {cos  CD  +  isin  «) , 
woraus  folgt 

3)  9  =  yi  +  2icos(ß^a)+t\ 

..  ^  sina+isinß 

4)  ton©  = -4 — ^-• 

'  cosa  +  icosß 

Durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Bestandtheile  von  No.  2) 
erhält  man  zunächst 

0 

n'-'sinip  +  q)»  ..        r(p)  r{q) 

J  ^ äi^-fij:^r^Mpß  +  9'')' 

0 
Weit  eleganter  werden  diese  Formeln,  wenn  man  m  als  nene  Variabele 
nimmt  and  demgemäss  i  und  ^  durch  w  ausdrückt.     Nun  giebt  No.  4) 
«•«(«>— tt)  sm(ß—t,) 

mittelst  dieses  Werthes  von  (  und  unter  Anwendung  der  Formel 
sin*A+2sinAsinBcos(A+B)  +  ^'^»«^(^^  +  B) 
erhält  man  ferner  aus  No«  3) 
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sin{ß — a) 

endlich  zeigt  die  Gleichung  4),  dass  den  Grenzen  ( 3=7  0  und  i;=QO  die 
Grenzen  <o  =  cc  und  m^=ß  entsprechen.  Nach  diesen  Bemerkangen  findet 
man 

,/ 

*fwP-*((o — a)  sin^-^iß — »)  cos(p+q)wdm 
u 

ß 

a 

=  ^?^^  «'»'+'-'(/»-«)««(P /»+?«). 

Werden  hier  a  und  ß  zwischen  ~\n  und  +4^  gewählt,  so  gelten  diese 
Formeln  für  alle  positiven  p  und  g;  nimmt  man  aber  ß=^n^  so  darf  p  nur 
echt  gebrochene  positive  Werthe  bekommen. ' 

Für  a=0  und  ß  =  \n  erhält  man  zwei  specielle  Formeln,  welche 
auf  anderem  Wege  von  Kummer  in  Crelle^s  Journal,  Bd.  17,  S.  215,  ent- 
wickelt worden  sind.  Schlömilch. 


/' 


f 


XXXm  Heber  eine  Transfonnation  einer  homogenen  Function 
iweiten  Grades.     Von  Dr.  A.  Eniieper. 

Im  Journal  de  Malhem.  {(,  XU)  hat  Borchardt  ein  Theorem  über  die 
Bealität  der  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  aufgestellt,  welches 
für  die  Theorie  der  Gleichungen  von  der  grössten  Bedeutung  ist.  Einen 
sehr  einfachen  Beweis  seines  schönen  Satzes  hat  Borchardt  nach  den 
hinterlassenen  Arbeiten  Jacob i*8  im  Journ.  für  Mathematik  (t.  53)  mitgO" 
theilt.  Dieser  Beweis  basirt  auf  der  Invariabilität  der  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Quadrate  einer  homogenen  Function  zweiten 
Grades  für  eine  beliebige  lineare  Transformation  derselben  in  eine  Summe 
von  Quadraten,  und  eine  besondere  Transformation  einer  homogenen 
Function  zweiten  Grades.  Da  diese  Transformation  von  Wichtigkeit  ist, 
so  ist  versucht,  im  Folgenden  eine  möglichst  einfache  und  directe  Ablei- 
tung derselben  zu  geben. 

Sind  die  2/i  Yariabelen^i,  ...  y»;  ^p  •••^n  durch  die  n-Gleicbungen : 

Vi  =  ^1 ,1^1  +  *i  »t^»  + +  ^  »«a?«, 

jv  yt==  ^t>«a:,  + +  ^t,«ir,, 

^11=  ^•,««11. 
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mit  einander  verbunden,  so  findet  für  eine  beliebige  Function  V  von  ^i  • .  .^n 
die  Gleibhung  statt : 


2) 


dy^dVt 


d*r 


(^1 ,  1  .ftj ,  t  •  •  •  •  ^mym)  


dxmd^i         dx„ 


wo  m^n  ist.     Schreibt  man  die  links  stehende  Determinante  auf  folgende 
Weise; 


a«r 

0 
0 


dy„^ 
0         0         1 
0         0         0 


dym^yn 

0 

1 


so  dass  dieselbe  eine  Determinante  n^^"  Grades  ist,  multiplicirt  dieselbe  mit; 


so  folgt: 


dyj 

dx^ 

dxi. 


dyi' 

dyj 

dyidx^ 

dymdXi 
0 
0 


dxi 
£yn 

dXn 

a»r 


=  *m  *t>f 


dyi^ym 
dy„' 


dyidx^ 

dymdxm 
0 
0 


*H1   *t 


a*r 


.frll,«  = 


a*F 

0 


ar 

ay.aa:. 

a'r 

^ymdXu 


Nach  einer  einfachen  Rednction  folgt  hieraus: 


3) 


dyt' 
a*r 


a*F 


dyidym 

a^ 

^Vmdyi         dy^ 


^l»t  •  •  •  ^w 


a*r 

dy^dx^ 

yr        

dymdxy         dymdx^ 


2CV 
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•w•*•«'V<•,/^>^/»>w<v^^^r^-^,^>•,^./^i^^^ 


Aaf  gans  analoge  Weise  folgt: 

a*  r  a"  r 


dyxdxn^ 


dymdx^ 


h. 


-  •  h^m  = 


a'F  8*F 

a«i*  dXidXtm 


d  x^  dXf  d  Xg^ 


Maltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  3),  so   ergiebt  sich  unmittelbar  die 
Gleichung  2). 

Die  Function: 
4)  F  =  Ay,'  +  A,y,^  +  ....  +  Anyn^ 

gehe  durch  die  Substitution  1)  über  in : 


5) 


V^=^Zar,,  XrX, 


Für  diese  Werthe  tou  V  giebt  die  Gleichung  2): 

«in        «1« 

^1  ^1 .  •  •  •  ^ni  (0|,|  •  •  •  0|BB,jnj    ^ 


oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

Olli         «1 
6)  P«  = 


ö«i»t 


•iii 


«Mit  «^mim 


i>l  =  fll»l, 


' )  .  ^j  ^2  •  .  .  .  ^jM  •  C^til  •  •  •  •  ^Mtm)   =  Pm» 

Setzt  man  m  —  1  statt  m ,  so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung  durch 
Division: 

Pm      • 


8) 


^m  ^m  im  — — 


Pm^l 


Substituirt   man  in  4)  für'  y, ,  . .  •  ^t  ^^^^  Werthe  aus  1) ,  so  giebt  diese 
Gleichung  in  Verbindung  mit  5) : 

9)  At  6„r  fri«  +  Jt  *t>r  *ti*  +....  +  -^r  ^r,r  ^r>*  =  «r,*- 

In  dem  Product  der  beiden  Gleichungen : 

6„i  0  0  0 

^1  >1  *t»t  •  •  •  •  ^mjm  = 

AfAf,,,,  Am  0|,|  Ot,2  •  •  •  •  ^lü— l>»i— 1  •  ^«»«H-r  ==^ 
At  6j,|  0  0  0 

ist  die  linke  Seite  gleich  ^i^t«.-^»i(^)i«-«*«»»)*-r^^^f    o^er    nach   7) 


p» 


'  ft-,* 


-•    In  dem  Product  der  rechtsstehenden  Determinanten  lassen 
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sich  alle  Elemente  mittelst  der  Gleichung  0)  durch  a^,,  ausdrücken  für 
r=l,  2,....m,  5=sl,  2,  ....  m — 1,  m  +  r.  Man  erhält  so  folgende 
Gleichung : 


19) 


PM^mim+r  =  ^niifl 


öf,i       Out 


Aus  der  Gleichung  5)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

.  _L  IdV       ^  _L         ^  ^ 


A    CXfff 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 
geben  durch  Elimination  von  j?|,  ....  Xgn' 

«tu     «iit      «ii»    Ya^ — wi»-hi^i»+i +••••+ «n««^«) 

«m»!        «m.»  a„,M      —  5 (^m>»-hl^m-fl+«-««  +  öiitm*«J 

2  «?a:«, 

<>  0  6,«,^  y^      — (ftfn,m+l^ii*+l+---+*m,iia?«) 

Zerlegt   man   die   vorstehende  Determinante  in  n  —  m  +  1  Determinanten, 
80  ist  der  Factor  von  x„^ry  abgesehen  vom  Vorzeichen: 


H) 


=  0. 


«iti  fli»t 


«lim  «iim+r 


^fli>i 


Omtm+r 


Zu  Folge  der  Gleichungen  6)  und  10)  verschwindet  dieser  Ausdruck,  die 
Gleichung  11)  reducirt  sich  einfach  auf: 


1  dV 
2,dxi 


^H 


1  dV 


0         0         b^,^ 

ZelUchriftf.  Mathematik  a.  Phyalk.  IX,  5. 


=  0, 


23 
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oder,  wenn  man  zur  Abkttrzung  setzt: 

1   dV 


12) 


«in»m— l 


1  dV 

2  dxn 


-^-  ■  ii^=^.. 


so  folgt: 

Pm  Vm  =  ^m  ^m^m- 

Diese  Gleichung  quadrirt,  mit  A„^  maltiplicirt,  giebt: 

Pm   ^m  Vm    =  t'm   ^m  jm  •  ^m  > 

d.  i.  nach  8): 

-^mVin  ^^z         IT"» 
Pm—i  Pm 

WO  Po=l  und  pi  =  a|,|.     Die  vorstehende  Gleichung  in  Verbindung  mit 
4)  und  5)  giebt: 

13)    2a.,.a:r:c.=  ^  +  ^  +  ...  +  -^  +  ...+  -^, 

Pl        PiPt  Pm-lP«  Pu'-iPn 

wo: 


14) 

15)    U^== 


^i  =  «111^1+ «itt^t+. ..+öim^»« 

l   d  V  \    d  V 

Die  Gleichung  15)  folgt  aus  12)  durch  Substitution  von  —  - — , —  ^-^ 

aus  5)  und  eine  einfache  Reduction. 


«1)1           «um 

Pm~ 

ömit            «m»« 

,      pj  =  a,„ 

*ij|           ö„»,_i       an«»^m  +  <ii)m+l^iii+l+-...+  «Mn^« 

a«,l         «m, 

m-1       f^mtm^m'V 

^m»m^-]  ^m+1+....-l-flmm^« 

XXXiy.  Verallgemeinerang  einet  geometrischen  Satses.  Berührt 
eine  Ellipse  mit  constanten  Axen  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels,  so 
liegt  ihr  Mittelpunkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreises.  Die  Gleichung 
dieses  Kreises  ergiebt  sich  einfach  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen, 
welche  ausdrücken,  daas  die  Ellipse  in  einer  ihrer  Lagen  jede  Seite  des 
rechten  Winkels  berührt.  Zu  einem  analogen  Resultate  führt  ein  Ellipsoid 
mit  constanten  Axen,  welches  die  Ebenen  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
systemes  im  Kaume  berührt,  -der  Mittelpunkt  liegt  in  diesem  Falle  auf 
einer  Kugelfläche.  Diese  Resultate  lassen  sich  dahin  erweitern ,  dass  eine 
Function  von  n-Variabelen  ähnlichen  Bedingungen  unterworfen  wird,  wie 
die  obigen  Functionen  von  respective  zwei  und  drei  Variabelen.  Zwischen 
den  n'-Quantitäten : 
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V^v^'^^^»^^>^^*^^w^^^^'N*>^^^^^'<^^»^^>^^»^^^^»«^^^*v<^<^>^^^^s^\^^^^»/^^^^'*^<w^»^rf 


*1»4 


mögen  die Bedingungen  stattfinden : 


«1 
«11,1 


1) 

oder: 

OrA  +  «At  +  . . .  •       +  ar*„  =  1. 

Es  seien J9|,j9t,  •.••  Pn  ▼on  Null  verschiedene  Quantitäten  und: 


3) 


fl«»r  a» 


p.' 


+  ....- 


also  €irjs=  tt«ir*     Setzt  man: 


4) 


««»t 


«im 


^J, 


80  ist  J  das  Quadrat  von : 
Pt         Pt 


5) 


Pn 


^im       ^im       ön,n 


PiPf'Pn 


«im 


<>nii 


^m 


Pi  P»         Pn 

d.  h.  zu  Folge  der  Gleichungen  1)  und  2) 

6)  ^==  ^ 


(P»Pt..-Pn)' 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  5)  mit  der  folgenden : 


P 

Pl 

Pl 

fim 


Pn 

Pn^r^n 


PiPi'"Pn 


P« 

«•m 

P» 

«in 

«itii 

«l»r-l 

«•m-l 

Pl'önr 

# 

>«'ö«,r 

«i>H-l 

Omr+l 

«iin 

««,« 

25' 
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so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  1),  2)  und  3) : 


0 


«lir-l 


«Ur+1 


0  1  0 


10      0 

0     10 


0 


(PiPf.-Pii)* 


0     0        2p,^a,,\ 


0     0 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichang  ist  ^ ,  die  rechte  Seite  gleich : 

1 


folglich : 


(PiPf-i?«)' 


^  Zp?at,  r=-^(Pi*ai',r+  Pi' V,  r  +  .  •  •  .  +/>fi*«ii*»r)  , 


1  a^ 


i^a«^,r 


=i'l*«lVH-  P»*öt',r  + . . . .  +  PnOn^r- 


Setzt  man  hierin  r=  1,  2,  ....n,  addirt  alle  Gleichangen,  so  folgt  nach  2): 


7) 


Ans  den  Gleichungen 


^(Pi*  +  />«'+. ...+;>«•). 


aa»„ 


««  =  fi»  +  fli,«yi  + 


+  a»i«y«» 


folgt: 

Für  diesen  Werth  von  t/r  geht  die  Gleichung: 


(^)+(ö"+--ei)=' 


über  in : 

8)  -2:(ar^-{r)(a:.— J,)«rM  =  l, 

wo  «n«  dieselbe  Bedeutung  wie  in  3)  hat  und  r  und  s  alle  Werthe  Ton  l 
bis  n  annehmen.  Sieht  man  die  Gleichung  8)  als  die  einer  Fläche  von 
n- Dimensionen  an,  bezeichnet  die  linke  Seite  durch  F,  so  ist: 


oder : 


BV  dV  dV 
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die  OleicbQDg  der  berührenden  Ebene.  Soll  diese  Ebene  mit  derjenigen 
■asammenfallen,  für  welche  Xr  =  0  ist,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

O  Xr 

für  a:r  =  0.     Diese  Gleichungen  entwickelt  geben: 

(^1  —  Si)«i»i  +  ....  —  fir«j,r  + +  (^«— Jji)aim  =  0 

(^1  —  l\)  ai,r-l  + . .  • .  — 5r  «r-l,r  + +  («n  —  Sn)  ar-lm  =  0  , 

(a^i— Si)ai»r  +  .•.  •  — Jrar,r+  ....  +  (ar«  —  J») of ^m = —  Y" » 
(^1  — ll)  «nr+l  +  •  •  •  •  — |r«r4.t,r  +....+  (ä«  —  |»)  OTr+lm  =0, 

(X,  —  lOo^Dik  •••• — £rar»«  •••-  +  (ar»  —  £tt)<'mtt  =  0. 

Eliminirt  mun  x^  —  Ji,  .•-•  ^tv-i  —  {r-i,  arr+i —  {r+i  ....  a:„  —  |«  zwischen 
diesen  Gleichungen,  so  erscheint  das  Resultat  der  Elimination  in  Form 
einer  Determinante,  welche  verschwindet.     Diese  Determinante  wird  aus 

J  erhalten,  wenn  ctr^r  ersetzt  wird'  durch  «nr  —  ri*    ^**  Resultat  der  be- 

merkten  Elimination  ist  also: 

Mittelst  dieser  Gleichung  geht  die  Gleichung  7)  über  in: 

I.'  +  !.•  +  ... .  +  U'^Pi'  +V  +  ....  +P«*. 
Für  n  =  2  und  n  =  3  erhält  man  hieraus  die  beiden  sn  Anfang  bemerkten 
Sätze.  Dr.  A.  Ennbper. 


XXXV.  Heber  Enler's  Sati  von  den  Polyedern.  Die  im  8.  Jahr- 
gange  dieser  Zeitschrift,  S.  449,  gemachte  interessante  Bemerkung  dos 
Herrn  Dr.  Matthiessen  über  den  Euler'schen  Satz  von  den  Polyedern 
giebt  mir  Veranlassung,  auf  eine  von  mir  vor  längerer  Zeit*)  entwickelte 
Formel  für  die  Polyeder  noch  einmal  zurückzukommen. 

Eine  lückenlose  Zusammenstellung  ebener  Vielecke,  wobei  jedes  neu 
hinzukommende  Vieleck  immer  nur  benachbarte  Seiten  mit  dem  Umfang 
des  schon  vorhandenen  Figurencomplexes  gemein  hat,  heisst  Vielecksnetz 
und  es  gilt  für  ein  solches,  wenn  seine  Grenzfiguren  noch  keine  voll- 
ständige Polyederoberfläche  umschliessen,  bekanntlich  das  Gesetz:**) 


*)  Lehrbuch  der  Stereometrie.    Leipzig,  F.  A.  Brockhaas.     I8Ö7. 
**)  Crelle's  Journal,  I,  8.  2^8. 
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Um  nun  die  Orttnde  für  die  Ausnahmen  des  Enler^schen  Satzes 
(0  4-/*s=Ar  +  2)*)  klar  zu  übersehen  nnd  zugleich  den  Vortheil  zu  er* 
reichen )  ihn  unter  allgemeinerer  Form  zu  erhalten,  erscheint  es  zweck* 
massig,  diesen  Satz  in  folgender  Weise  herzuleiten. 

Zwei  Vielecksnetze,  welche  mit  den  Umfangen  ihrer  Oeffnungen  ge- 
nau an  einander  passen,  geben,  mit  diesen  ümfftngen  zusammengesetzt, 
ein  Polyeder.     Für  das  erste  Netz  gilt 

ea  +  fa  =  k^  +  iy 
für  das  zweite 

e^  +  fk^k^+l. 
Addirt  kommt: 

ea  +  ei  +  f^  +  f^  =  k^  +  k^  +  2. 

Dies  würde  eine  für  das  aus  beiden  Netzen  resultirende  Polyeder  statt- 
findende Gleichung- sein ,  wenn  nicht  nach  der  Zusammenstellung  beider 
Gestalten  die  Ecken  und  Kanten  im  Umfang  der  Oeinung  beider  Netze 
einmal  zu  viel  gerechnet  wären.  Ziehen  wir  links  diese  überflüssigen 
Ecken  und  rechts  diese  überflüssigen  Kanten  ab,  so  bleibt,  da  im  Umfange 
der  Netzöffnungen,  Eckenzahl  und  Kantenzahl  gleich  sind,  immer  noch 
eine  Gleichung  stehen.  Es  wird  e«-{-^»  nach  erwähntem  Abzug  zur 
Eckenzahl  e  des  Polyeders  und  aus  /r«  +  k^  folgt  nach  der  betreffenden 
Verminderung  die  Kantenzahl  k  des  Polyeders,  fa  +  fb  stellt  die  Flächen- 
zahl f  dea  Polyeders  vor  nnd  wir  haben  somit: 

e  +  f=k  +  2. 

Ein  aus  der  Combination  zweier  Figurennetze  resultirendes  Polyeder 
können  wir  nun  mit  einem  oder  mehreren  Figurennetzen,  oder  auch  mit 
neuen  Gestalten  seines  Gleichen  oombiniren. 

Damit  die  Combination  vom  Vielecksnetz  und  Polyeder  Neues  bringe, 
mögen  die  Oeffnungen  der  anzusetzenden  Netze  zunächst  den  Umfang 
ebener  Vielecke  darstellen  und  Grenzflächen  des  Polyeders  ringförmig 
ausschneiden ;  dann  aber  folgt  ans  dem  Gesetz  ep  +  fpz=zkp  +  2  des  Polye- 
ders und  aus  den  für  das  erste,  zweite,  ....r^^  Netz  geltenden  Formeln: 

et  +  fn  =  k,+  i 


er  +  fr^kr  +  l 

ohne  Weiteres,  dass  ein  Körper  mit  r  ringförmig  durchbrochenen  Grenz,- 
flächen  unter  dem  Gesetze 

e  +  f=k  +  2  +  r 
steht. 


*)  Petersburp^er  Comment.  (1758);  S.  119.  .,/w  omni  soKdo  hedris  planis  mctuso 
aggregatxun  ex  mimero  anguiontm  soUdorwn  et  ex  numero  kedrarum  bimtrio  excedü  manerum 
aciertan**. 
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Bei  Combination  zweier  durch  Zusammenstellen  von  Figurennetzen 
entstandener  Polyeder  sind  folgende  Fälle  beachtenswerth :  Es  halten  sich 
entweder  die  Oberflächen  der  Polyeder  getrennt  von  einander,  oder  sie 
haben  einzelne  Ecken,  oder  einzelne  Kanten,  oder  einzelne  Flächen  ge- 
mein. Im  letzteren  Falle  müssen,  wenn,  durch  Combination  neue  Ge- 
stalten resnltiren  sollen,  die  combinirten  Enler'schen  Polyeder  in  getrenn- 
ten Stellen  ihrer  Oberflächen  zusammenfallen,  welche  dann  durch  ihren 
Wegfall  ein  canalartig  durchbrochenes  Polyeder  geben,  oder  es  kann  end- 
lich auch  hierbei  der  Fall  einer  ringförmigen  Durchbrechung  von  Grenz- 
flächen des  Polyeders  vorkommen,  welcher  Fall  schon  Erledigung  ge- 
funden hat. 

Halten  sich  p  combinirte  Polyeder  getrennt  von  einander,  so  dass 
eines,  welches  die  übrigen  umfasst,  (p  —  1)  Höhlungen  durch  die  übrigen 
bekommt,  so  gilt  für  den  Gesammtkörper  der  Satz 

e  +  f=k  +  2p 
und  wenn  noch  r-Grenzflächen  ringförmig  durchbrochen  sein  sollten : 

e  +  f=k  +  2p  +  r. 

Bilden  bei  einem  Polyeder  oder  bei  p  combinirten  Polyedern  einige 
der  ^-Ecken,  von  denen  jede  durch  ein  pyramidales  Vielkant  bedingt  ist, 
zugleich  die  Eckpunkte  von  (zusammengenommen)  e  anderen  pyrami- 
dalen Vielkanten,  so  ist  zu  setzen 

e  +  f^k  +  2p  — e'+r. 
Und  wenn  einige  der  Ar-Kanten,  von  denen  jede  einem  Flächenwinkel  an- 
gehört, zugleich  für  (zusammen)  k^  andere  Flächenwinkel  Scheitelaxen 
sind,    so  hat  man    in  der  vorigen  Formel  rechts  noch  A:'  hinzuzufügen, 
so  dass 

e  +  f=k  +  2p  —  e+k'  +  r. 

Bei  Figur  22,  Tafel  IV,  ist  c  =  13;  /'=16;  Ar=27;  p  =  2,  und  weil  von 
0,  ausser  dem  Dreikant  OABCy  noch  drei  andere  {0 Ä  ff  C'\  Oahc\  Oab'c) 
auslaufen,  so  ist  ^'=3;  das  Dreikant  Oab' c  veranlasst  eine  ringförmige 
Durchbrechung  der  Grenzfläche  ahc^  deshalb  ist  r  =  1. 

Figur  23,  Tafel  IV,  bringt  e=12;  /•=14;  Ar  =  24;  i>=2;  «'=4;  k''—2\ 
r  =  0. 

Wenn  endlich  mehrere  combinirte  Euler'sche  Polyeder  getrennte 
Stellen  ihrer  Oberflächen  gemein  haben  und  man  lässt  diesen  dann  hinweg, 
so  entsteht,  wie  schon  erwähnt,  ein  canalartig  durchbrochenes  Polyeder. 

Wir  gehen  von  einem  Polyeder  aus,  für  welches  der  Euler'sche  Satz 
gilt  und  fügen  d  neue  Euler'sche  Polyeder  hinzu,  von  denen  jedes  zwei 
getrennte  Stellen  seiner  Oberfläche,  entweder  mit  dem  ursprünglichen 
Polyeder,  oder  mit  einer  bereits  geschehenen  Combination  gemein  hat. 
Für  diese  (f  -^  1  combinirten  Polyeder  gilt 

^p  +  /i»  =  ^r  +  2  +  2(f. 
Und  nun  müssen  2d  Netze,  von  denen  jedes  doppelt  vorkommt,  weggo- 
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nommen  werden,  d.  h.  es  ist  von  der  letzten  Qleichnng  sa  sabtraliiren 

2en+2fn  =  2kn  +  4d, 
80  dass  also : 

ej,-  2en  +  fj,  —  2fn=^kj,  —  2kn  +  2  +  2d—4d. 
Werden  nnn  die  zweimal  weggenommenen  Ecken  e^  nnd  Kanten  km  im 
Umfang    der   OefiPnnngen    sämmtlicher   gemeinschaftlicher    Netze    einmal 
wieder  hinzugefügt,  so  kommt,  weil  et,=zkuy 

ep—2en+eu+rp-2rn^kj,  —  2kn+ku  +  2  —  2d, 
oder  kurz : 

e  +  f=k  +  2~2d. 
Sollten  noch  r  ringförmig  durchbrochene  Grenzflächen  und  ^-Höhlnn- 
gen  vorkommen  und  sollten  die  e  -  Ecken  ausser  den  noth wendig  ihnen  zu- 
gehörenden e  pyramidalen  Vielkanten  auch  noch  fttr  e  andere  Yielkante 
die  Eckpunkte  sein,  und  wäre  ausser  k  auch  noch  das  obige  k'  zu  berück- 
sichtigen ,  so  würde  von  einem  solchen  caualartig  durchbrochenen  Polye- 
der dio  Gleichung  gelten: 

I)  €+f=k+2''2d+r+2q-€+k' 

In  Fig.  24,  Taf.  IV,  ist  e=10;  /'=9;  Ar  =  185  d==l;  r=l;  ^=e'=Ä:'=0; 
es  bildet  hier  aÄ ßB'yC'C*  dio  Durchbrechung  des  Polyeders 

ÄÄBB'CC'C". 

Bei  Fig.  25,  Tafel  IV,  giebt  es  zwei  Canäle,  von  denen  der  eine  seine 
Oeffnungen  an  AB  CD  und  an  Ä  B'  C  D*  hat,  der  andere  in  aaö'B  und 
aad'd]  es  ist  hier  c=r205  /'=19;  A:=40;  rf=2;  r  =  l;  q=zes=^k'=zO. 
Wir  betrachten  dieses  zweimal  canalartig  durchbrochene  Polyeder  hier 
als  eine  Combination  von  3  Eiiler^schen  Polyedern,  d.  h.  wir  setzen  //  =  2; 
es  ist  AÄ  B  B'CC BD'  verbunden  mit  ABCD  aßy6  a  ^ y  f  A^ B' C D'  und 
beide  haben  die  Stellen  ABCD  und  Ä Et C  D'  ihrer  Oberflächen  gemein- 
schaftlich; zu  dieser  Combination  gesellt  sich  dann  noch  der  vierseitige 
Obelisk  aaa  a  d* 6' d6  und  hat  mit  der  Combination  die  Flächen  ad i d 
und  ad 6* 6  gemeinschaftlich. 

Es  ist  hier  auch  noch  eine  andere  Anffassung  zulässig.  Man  kann 
nämlich  das  zweimal  canalartig  durchbrochene  Polyeder  auch  als  Combi- 
nation des  Würfels  und  des  Körpers  ABCDa^yhad ä dd ^ y  S Jl ff C  ff 
betrachten;  beide  Körper  haben  drei  getrennte  Stellen  ihrer  Oberflächen 
gemeinschaftlich,  durch  deren  Beseitigung  die  beiden  schon  erwähnten 
Canäle  sich  öfiPnen.  Bei  solcher  Auffassung  würde  dann  der  sich  leicht 
^ergebende  Satz  in  Anwendnng  kommen: 

Ein  aus  p  combinirten  Euler^schcn  Polyedern  resnltirender  Körper, 
welcher  an  (/'-Stellen  seiner  Oberfläche  canalartige  Durchdringungen  be- 
sitzt, wird  durch  die  Formel 

II)  ^-f/'=^+2p-2ff'+r  — c'+/:' 

beherrscht,  in  welcher  r,  e\  k'  die  frühere  Bedeutung  haben  und  wobei  der 
Theil  2p  zugleich  den  Theil  2q  der  Formel  I)  mit  vertritt. 
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In  Fig.  25,  Taf.  IV,  ist  bei  Benatzung  yon  Formel  II)  wieder  €==20; 
f=l9]  Ar  =  40;  r  =  l;  e=*'=0,  aberp  =  2;  tt^==Z. 

In  Figur  26,  Tafel  IV,  ist  e=29]  /'=1Ö;  A:=455  r==3;  e  =  k'=0, 
und  wenn  wir  Formel  I)  benutzen,  d=2;  ^=^1  (das  Tetraeder  bildet  eine 
Höhlung).  Soll  aber  Formel  II)  in  Anwendung  kommen,  dann  ist  p  =  3; 
rf'=3.  — 

Für  die  Summe  der  ebenen  Winkel  an  den  Polyedern,  auf  welche 
sich  die  beiden  Formeln  I)  und  II)  beziehen,  erhalten  wir: 

4(Ar  +  ^'-/'+r)Ä, 
oder  vermittelst  Formel  I) 

4(«  — 2  +  2d—  2q  +  e)R 
und  bei  Berücksichtigung  der  Formel  II) 

4(6  —  2p  +  2(f  +  e)R. 

Figur  22,  Tafel  IV,  bringt  48  Ä,  ebensoviel  Figur  23,  und  in  Figur  24 
betrftgt  die  Summe  der  ebenen  Winkel  40/?,  in  Figur  25  giebt  es  88 J?  und 
in  Figur  26  endlieh  IIÖÄ. 

Die  beiden  letzten  Ausdrücke  gehen  für  rf=l,  ^  =  c'=0,  p  =  l  und 
^=1  über  in  den  höchst  einfachen  AeR. 

Dr.  H.  SCHABFFER,  • 
Prof.  a.  d.  Universität  Jena. 


XZXVI.  TTebor  eine  geometrisohe  Ersengung  von  oonfoealen  CnrreiL 
vierten  Oradet.     Von  Theodor  Berner,  stud.  math.  in  Berlin. 

Die  folgenden  Constructionen  stützen  sich  auf  einen  Satz,  von  dem 
ich  einen  speciellen  Fall  bereits  im  6.  Hefte  des  8.  Jahrganges  dieser  Zeit- 
sehrift  mitgetheilt  habe. 

Es  sei  mir  zunächst  verstattet,  denselben  in  seiner  allgemeinen  Form 
auszusprechen  zugleich  mit  einer  Ergänzung,  welche  dort  fortgeblieben  ist. 

Versteht  mau  unter  einem  Brennpunkte  irgend  einer  Curve  einen 
unendlich  kleinen  Kreis,  welcher  dieselbe  in  2  (im  Allgemeinen  imagi- 
nären) Punkten  berührt,  und  unter  der  zugehörigen  Directrix  diejenige 
Gerade,  welche  durch  jene  beiden  Punkte  geht,  so  gilt  folgender  Satz: 

Schneidet  man  die  Umfaüllungsfläche  einer  einfachen 
Kugelschaar  durch  eine  Ebene  A^  so  berühren  alle  Kugeln 
der  Schaar,  welche  diese  Ebene  überhaupt  berühren,  die- 
selbe in  Brennpunkten  der  entstehenden  Schnittcurve,  und 
die  Ebenen  der  Kreise,  in  welchen  diese  Kugeln  die  Enve- 
loppe  selbst  berühren,  schneiden  die  Ebene  A  in  den  zuge- 
hörigen Directrices  der  Schnittcurve. 

Dieser  Satz  ist  eigentlich  nur  eine  geometrische  Interpretation  der 
oben  aufgestellten  Definitionen. 

Mit  Hülfe  desselben  gelangt  man  zunächst  zu  einer  speciellen  Sorte 
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von  confocalen  Gurren  4.  Grades,  welche  bereits  Siebeck  im  57.  Bande 
von  Crelle's  Journal  analytisch  behandelt  hat.  Sieb  eck  unterscheidet 
3  Gattungen ,  von  denen  die  dritte  nur  ein  Grenzfall  ist.  Es  wird  an  ge- 
nannter Stelle  gezeigt,  dass  der  Ausdruck  sinam^u-^-vi)  Curvenschaaren 
erster  Gattung  darstellt,  während  cosam{u+vi),  Jatn{u+vi)  Curven- 
schaaren  zweiter  Gattung  repräsentiren. 

1.  Sei  (Fig.  27,  Tafel  lY)  0A=  OD,  OB ^  OC.  Man  lege  durch  die 
vier  Punkte  A,  B,  C,  D  vier  gleiche ,  die  Ebene  der  Zeichnung  berührende 
Kngeln  mit  willkürlichem  Radius  r,  von  denen  die  in  A  und  D  berührenden 
oberhalb,  die  anderen  unterhalb  der  Ebene  der  Zeichnung  liegen. 

Dann  lässt  sich  an  diese  4  Kugeln  stets  ein  Kreisring  legen ,  welcher 
alle  4  in  Kreisen  berührt.  Dieser  schneidet  aus  der  Ebene  der  Zeichnung 
eine  Siebeck'sche  Curve  erster  Gattung  aus,  deren  4  reelle  Brennpunkte 
A,  By  C,  B  sind.  Lässt  man  nun  r  variiren,  so  erhält  man  eine  Schaar 
von  Bingen  und  eine  Schaar  oonfocaler  Curven  erster  Gattung 

2.  Sei  (Figur  28,  Tafel  IV)  OA=OB,  OB  =  OC,  AOB  =  ^. 

In  den  Punkten  A,  B,  C,  B  lege  man  an  die  Ebene  der  Zeichnung  4 
dieselbe  berührende  Kugeln,  welche  alle  oberhalb  dieser  Ebene  liegen  und 
einander  paarweise  berühren ,  so  dass  die  durch  B  und  C  gehenden  einer- 
seits von  der  durch  A  gehenden,  andererseits  von  der  durch  B  gehenden 
berührt  werden.  Nimmt  man  nun  die  Badien  der  durch  A  und  B  gehen- 
den Kugeln  gleich  gross  und  =r  an,  so  werden  auch  die  Badien  der  an- 
deren beiden  Kugeln  gleich  gross.  Es  lat^sen  sich  dann  an  diese  4  Kugeln 
stets  2  Kreisringe  legen,  welche  alle  4  in  Kreisen  berühren.  Diese  beiden 
Kreisringe  schneiden  aus  der  Ebene  des  Papiers  2  Siebeck^sche  Curven 
2.  Gattung  aus,  deren  reelle  Brennpunkte  A,  B,  (7,  B  sind.  Lässt  man  r 
variiren,  so   erhält  man  eine  Schaar  von  Ringen  und  eine  Schaar  con- 

focaler  Curven    zweiter  Gattung  [co*am(M+»i),  ^öiwCM-f-«'«)]« 

3.  Lässt  man  in  No.  27  oder  in  No.  28  A  und  B  zusammenfallen ,  so 
erhält  man  eine  Schaar  confocaler  Curven  8.  Gattung.  Diese  letzteren 
sind  nichts  Anderes  als  die  Reciproken  einer  Schaar  confocaler  Kegel- 
schnitte vom  Mittelpunkte  aus  genommen. 


Sieb  eck  hat  gezeigt,  dass  die  Curven  Einer  Schaar  sich  orthogonal 
durchschneiden  und  ausser  den  4  reellen  Brennpunkten  noch  4  imaginäre 
gemeinschaftlich  haben. 

Wir  wollen   nun   eine  Transformation   anwenden,   durch  welche   wir. 
allgemeinere  confocale  Curven  4.  Grades  erhalten,    nämlich   die  Trans- 
formation durch  reciproke  Radii  Vectoren.     Man  findet  die  Principien  der- 
selben dargestellt  im  12.  Bande  von  Liouville's  Journal. 
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Legt  man  den  Pol  der  Transformation  anf  die  Ebene  der  Zeichnung, 
80  wird  diese  Ebene  durch  die  Transformation  nicht  verändert. 

Alle  Kugeln  bleiben  Kugeln,  die  Brennpunkte  erhalten  sich  also 
ebenfalls,  die  Kreisringe  verwandeln  sich  in  Dupin'sche  Cjcliden, 
(Flächen  4.  Grades,  von  denen  der  Kreisring  ein  speci eller  Fall  ist,  und 
welche  durch  diese  Transformation  ihren  Character  nicht  verlieren),  die 
transformirten  Cnrven  schneiden  sich  noch  orthogonal  und  sind  aach  noch 
vom  4.  Grade,  denn  sie  sie  sind  ebene  Schnitte  von  Cjcliden.  Ferner 
kann  man  durch  Anwendung  dieses  Principes  die  4  Punkte  ^,  ^,  C,  i>, 
welche  bisher  sehr  beschränkenden  Bedingungen  unterworfen  waren,  in 
eine  vollkommen  willkürliche  Lage  bringen. 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  kann  man  Folgendes  aussprechen : 

Wenn  4  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  angenommen 
werden,  so  existirt  eine  Schaar  von  confocalen  Curven 
4.  Grades,  welche  diese  4  Punkte  zu  Brennpunkten  und 
ausserdem  noch  4  gemeinschaftliche  imaginäre  Brennpunkte 
hat.  Diese  Schaar  wird  aus  der  Ebene  durch  eine  Schaar 
von  Cycliden  ausgeschnitten,  und  die  Curven  einer  solchen 
Schaar  schneiden  einander  orthogonal. 


XXXVn.  Construotive  Ermittelung  der  Oleiobgewichtslagen  schwim- 
mender Körper  und  ihrer  Stabilität.  Von  Dr.  ß.  Hoppe,  Docent  an  der 
Universität  Berlin. 

Die  Bestimmung  der  Gleichgewichtslagen  schwimmender  Körper  führt 
auf  Gleichungen,  welche  nur  in  wenigen  Fällen  auflösbar  sind.  Die  leichte 
Uebersicht  über  dieselben,  welche  sich  demnach  aus  der  Rechnung  nicht 
gewinnen  lässt,  kann  man  aber  durch  eine  geometrische  Kednction  der 
Aufgabe  erreichen,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will. 

Ein  Körper  sei  so  weit  in  das  Wasser  eingetaucht,  dass  das  Gewicht 
des  verdrängten  Wassers  seinem  eigenen  Gewicht  gleich  wird.  Er  erleide 
eine  unendlich  kleine  Drehung,  so  dass  das  getauchte  Volum  v  constant 
bleibt.  Das  System  der  xyz  sei  am  Körper  fest,  das  anfängliche  Niveau 
Ebene  dero:^,  ihre  Darchschnittslinie  mit  dem  veränderten  Niveau, 
welches  mit  dem  ersten  den  Winkel  dq>  macht,  Axe  der  ^,  der  Schwer- 
punkt von  V  sei  Xiy^Zi.  Dann  sind  die  Incremente,  welche  die  statischen 
Momente  von  v  bei  der  Drehung  erhalten, 

xdtp 

vdx^-=^l   I  xdxdy  j  dz=^dq>  I  I  X*  dx  dy 

1)  ^  0 

i  xdtp 

[      vdzi^ij   I  dxdy  j  zdz  =  ^dq>*  j   jx^dxdy 
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folglich: 

da:,         2     ^ 

Wir  denken  nan  den  Körper  als  ruhend,  das  Niveau  als  eine  variirende 
Ebene,  welche  von  ihm  das  constante  Volum  v  abschneidet.  Der  Schwer- 
punkt von  V  beschreibt  dabei  eine  Fläche,  welche  die  Schwerpunktsfläche 
heissen  mag.  £s  hat  sich  ergeben,  dass  jede  Tangente,  mithin  auch  jede 
Berührungsebene  der  Schwerpunktsfläche,  dem  dem  Berührungspunkte 
entsprechenden  Niveau  parallel  ist.  Die  Normale  in  demselben  Punkte 
bezeichnet  demnach  jederzeit  die  Richtung  der  Schwerkraft.  Da  nun  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  der  Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem  des 
getauchten  Volums  auf  einer  Verticale  liegt,  so  erhält  man  sämmtliche 
Gleichgewichtslagen,  indem  man  vom  Schwerpunkt  des  Körpers  alle  mög- 
lichen Normalen  zur  Schwerpunktsfläche  zieht  und  einzeln  in  verticale 
Stellung  bringt. 

Liegt  ferner  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  dessen  Gewicht  =p  sei, 
in  einer  Entfernung  von  s=r  von  der  Normale  der  Schwerpunktsfläche,  so 
entsteht  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  =pr  ist,  und  welches  den  Kör- 
per von  der  Normale  an  gerechnet  nach  derjenigen  Seite  hin  zu  drehen 
strebt,  auf  welcher  sein  Schwerpunkt  liegt.  Erleidet  nun  der  Körper  aus 
einer  Gleichgewichtslage  eine  unendlich  kleine  Drehung,  so'dass  der  Schwer- 
punkt des  getauchten  Volums  von  P  nach  Q  rückt,  so  ergiebt  eine  leichte 
Betrachtung,  dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  M  mit  P  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Normale  in  Q  liegt,  je  nachdem 
MP^  oder  '^MQ  ist.  Im  ersteren  Falle  strebt  das  entstandene  Paar, 
den  Körper  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückzuführen,  im  letzteren  ihn 
weiter  daraus  zu  entfernen;  und  man  hat  folgendes  Kriterium  der 
Stabilität: 

Diejenigen  vom  Schwerpunkt  des  Körpers  nach  der 
Schwerpunkts  fläche  gezogenenen  Normalen,  welche  Minima 
des  Abstandes  sind,  entsprechen  stabilen,  alle  anderen  nicht 
stabilen  Gleichgewichtslagen. 

Ein  Körper,  welcher,  im  Gleichgewicht  mit  einem  von  Null  an 
wachsenden  äusseren  Kräftepaar,  sich  allmälig  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage entfernt,  fällt  um,  sobald  das  entgegenstehende  Moment  seiner 
Schwere  sein  Maximum  erreicht.  Das  letztere  war  im  gegenwärtigen 
Falle  =pr,  und  zwar  der  erste  Factor  constant.  Um  daher  das  Kräfte- 
paar zu  finden,  welches  einen  im  stabilen  Gleichgewicht  schwimmenden 
Körper  umzuwerfen  vermag,  hat  man  den  kleinsten  Werth  von  r  zu 
suchen,  welcher  der  Gleichung 

dr  —  0 
entspricht,  und  auf  irgend  einem  Wege  von  der  ursprünglichen  Lage  ans 
in  beständigem  Wachsen  hervorgehen  kann.     Betrachtet  man  nämlich  r 
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als  Fanction  ssweier  Coordinaten  o:,  y  eines  Punktes  der  Schwerpunkt- 
fläche,  so  ist  im  Punkte  des  stabilen  Gleichgewichtes  r  =  0,  in  der  näch- 
sten Umgebung  r>0.     Daher  drückt  die  Gleichung 

r=C 
fttr  ein  hinreichend  kleines  positives  C  eine  geschlossene  Gurve  aus,  welche 
den   Punkt  r  =  0  umgiebt.     Lässt  man  c  stetig  wachsen,   so   muss   fttr 
irgend  einen  Werth  in  einem  Punkte,  welcher  durch  die  Gleichungen 

dr dr^ 

dx  '  dy 

bestimmt  ist ,  eiqe  Oeffnung  der  Cnrve  entstehen.  Dieser  Punkt  drückt 
die  Lage  des  Körpers  im  Augenblick  des  Umfallens  aus,  wenn  es  durch 
die  mindest  mögliche  Kraft  erfolgt.  In  speciellen  Fällen  kann  es  natürlich 
statt  eines  Punktes  mehrere,  auch  wohl  eine  Linie  geben.  Kein  solcher 
Punkt  kann  aber  die  Bedingung  eines  absoluten  Maximums  d^r  <  0 
erfüllen. 

Nachdem  jetzt  die  Aufgabe  auf  die  rein  geometrische  Untersuchung 
der  Schwerpunktsfläche  reducirt  ist,  füge  ich  noch  Einiges  über  deren 
Eigenschaften  hinzu.  Ein  Punkt  der  Schwerpunktsfläche  sei  Anfangs- 
punkt der  xyz^  die  Berührungsebene  Ebene  der  xy.  Durch  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  des  Niveaus  um  eine  dery-Axe  parallele  Gerade 
rückt  der  Schwerpunkt  des  getauchten  Volums  ein  Stück  in  der  Richtung 
der  X  fort.  Der  veränderte  Werth  von  z^  bis  zu  zweiter  Potenz  von  x 
entwickelt, 

^dz         \  d^z    , 


dz 
ist,  da  z  und  --—  verschwinden, 
dx 


2  da^ 


Ist  nun  M  das  Trägheitsmoment  der  Schnittfigur,  welche  das  Niveau  im 
Körper  bildet,  in  Bezog  auf  dessen  Drehungsaxe,  also 

^dxdy^ 


M==JJa,. 


80  hat  man  nach  den  Gleichungen  1) : 

X  = M : — -=:  X'  = Jri , 

V       ^      2  da^  2v 

worans: 

d*z  _  V 

dx*  ~  M 
oder,  wenn  ^  den  Krümmungsradius  der  Fläche  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung bezeichnet: 

M 
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Da  demnach  ^  and  M  gleichzeitig  ihr  Maxirnnm  and  Minimum  erreichen 
müssen,  so  ergiebt  sich  der  Satz : 

Die  Haiiptkrümmangsrichtangen  der  Schwerpunkts- 
fläche sind  den  Hauptaxen  des  Niveauschnittes  parallel, 
nnd  zwar  entspricht  die  kleinste  Krümmung  dem  grössten 
Trägheitsmoment. 

Da  der  Ausdruck  von  q  zwischen  positiven  endlichen  Grenzen  varürt^ 
so  erkennt  man,  dass  alle  Schwerpunktsflächen  allseitig  convex  sind. 
Jede  solche  Fläche  schliesst  einen  Raum  von  allen  Seiten  ein ,  in  welchem 
jederzeit  auch  der  Schwerpunkt  des  Volums  des  ganzen  Körpers  liegt. 
Lässt  man  das  speciflsche  Gewicht  des  Körpers  von  0  bis  1  wachsen,  so 
fällt  im  Anfang  die  Schwerpunktsfläche  mit  der  Oberfläche  zusammen, 
jede  folgende  liegt  ganz  im  inneren  Räume  der  vorhergehenden,  bis  sie  zu- 
letzt in  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Volums  übergeht. 

Da  ferner  bei  stetigem  Variiren  des  Niveaus  nicht  nur  der  ent- 
sprechende Punkt  der  Schwerpunktsfläche,  sondern  auch  die  Berühr uugs- 
ebene  stetig  variirt,  so  kann  die  Fläche  weder  Kanten  noch  £cken  haben ; 
UnStetigkeiten  sind  also  nur  in  zweiter  Ordnung  möglich,  doch  auch  diese 
nur  in  ganz  speciellen  Fällen.  Eine  plötzliche  Aenderung  von  M  tritt  nur 
ein,  wenn  das  Niveau  mit  einem  ebenen  Theile  der  Oberfläche  zusammen- 
fällt. Hat  also  die  Oberfläche  kein  ebenes  Stück,  dessen  Verlängerung 
vom  Körper  ein  Volum  s=:r  abschneidet,  so  variirt  auch  q  stetig,  und  es 
können  nur  Unstetigkeiten  in  dritter  Ordnung  stattfinden.  Eine  leichte 
Betrachtung  ergiebt,  dass  diese  durch  Ecken  der  Oberfläche  bedingt  sind, 
als  Folge  von  Kanten  derselben  nur  in  speciellem  Falle  auftreten. 

Die  Beziehung  zwischen  ^  und  M  zeigt,  dass  die  Gestalt  jedes  Theiles 
der  Schwerpunktsfläche  nur  von  demjenigen  Theile  der  Oberfläche  ab- 
hängt, welcher  vom  Niveau  bei  seinen  entsprechenden  Veränderungen  ge- 
troffen wird.  Es  fragt  sich  demnach,  welchen  Einfluss  die  Aenderung 
eines  beständig  getauchten  Theiles  der  Oberfläche  hat.  Zerlegt  man  v  in 
zwei  Theile  v^  und  v, ,  deren  letzterer  bei  einer  gewissen  begrenzten  Ver- 
änderung des  Niveaus  beständig  unter  Wasser  bleibt,  und  bezeichnet 
durch  x^  o?!,  x,  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  von  v,  t^|,  t^,  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Axe,  durch  £,  |,  die  veränderten  Werthe  von  x^  x%  bei.ver- 
änderter  Gestalt  von  v,»  so  ist 

woraus: 

i=^+-7(fi.-^.). 

Das  Increment,  welches  x  erhalten  hat,  ist  von  der  Lage  des  Niveaus  un- 
abhängig; demnach  hat  der  begrenzte  Theil  der  Schwerpunktsfläche  nur 
eine  parallele  Verrückung  erfahren. 

Variirt  das  Volum,  während   der  vom  Niveau  berührte  Theil  der 
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Oberflüche  ungeändert  bleibt,  und  geht  z.  B.  aus  Vj  in  v  ttber,  so  hat  man 
nach  obiger  Gieichang : 

_»i        ^v  —  Vi 

OC  —  "~~  %X,t  "^  •!>•• 

V  V 

Ausser  der  parallelen  Verrückung  der  Schwerpunktsfläche  haben  sich  die 
Dimensionen  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Volumina  geändert. 

Untersucht  man  die  Bchwerpunktsflächen  für  specielle  Oberflächen» 
60  findet  man  besonders  einfache  Kesultate  bei  Flächen  zweiten  Grades, 
bei  prismatischen  Flächen  und  bei  einer  dreiseitigen  Pyramidalfläche.  Die 
Flächen  zweiten  Grades,  soweit  sie  vom  Niveau  in  Ellipsen  geschnitten 
werden,  ergeben  eben  solche  Flächen  von  gleichem  Axenverhältniss  und 
gleicher  Axenrichtung ,  das  Ellipsoid  ein  Ellipsoid,  beide  Arten  Hyper- 
boloide und  der  Kegel  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  das  elliptische 
Paraboloid  ein  congrnentes  Paraboloid,  prismatische  Flächen  von  beliebi- 
ger Basis  ein  Paraboloid,  dessen  Gestalt  von  den  Hauptträgheitsmomenten 
der  Basis  abhängt,  die  dreiseitige  Pyramide  eine  Fläche,  welche  auf  die 
drei  Kanten  als  Coordinatenaxen  bezogen,  durch  ein  constantes  Product 
der  drei  Coordinaten  bestimmt  ist. 


jLSJLYAii.  Ueber  den  Binfloss  der  Schwere  auf  die  Bewegungen 
der  Oatmoleküle.    Von  H.  Glausius. 

Im  dritten  diesjährigen  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  218,  befindet  sieh 
•in  Aufsatz  von  Robida  „zur  Theorie  der  Gase^S  worin  die  Hypothese, 
dass  die  Moleküle  gasförmiger  Körper  nicht  blos  um  Gleichgewichtslagen 
schwingen,  sondern  in  ausgedehnteren  fortschreitenden  Bewegungen  be- 
griffen sind,  besprochen  wird.  £s  kommt  darin  folgender  Ausspruch  vor. 
„KrÖuig  bestimmt  zwar  die  Einwirkung  der  Schwere  auf  ein  vertikal 
aufwärts  fliegendes  Gasatom,  allein  Glausius  formulirt  seine  und  des 
Krön  ig  Ansicht  dahin,  dass  sich  Gasmolekel  in  gerader  Linie  und  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen«  Diese  angenommene  Bewe- 
gungsart,  sowie  den  gleichen  aus  den  Molekelstössen  abgeleiteten  Druck 
des  Gases  auf  alle  Gefässwände  kann  ich  mit  der  Wirkung  der  Schwere 
nicht  in  Einklang  bringen**. 

Hiernach  könnte  es  scheinen,  als  ob  ich  den  Einfluss  der  Schwere  auf 
die  in  Bewegung  befindlichen  Gasmoleküle  geleugnet  hätte.  Diesen  Ein- 
fluss leugnen,  würde  heissen.  Überhaupt  die  Schwere  des  Gases  leugnen, 
und  es  würde  daraus  weiter  folgen,  dass  keine  Erdatmosphäre  bestehen 
könnte,  sondern  jede  Luftmenge,  die  nicht  in  einem  Gefässe  eingeschlossen 
wäre,  sich  sofort  durch  den  ganzen  Weltenraum  verbreiten  müsste. 

Eine  solche  A^^sicht  würde  mir,  wie  ich  denke,  selbst  dann  Keiner  im 
Ernste  zuschreiben  können,  wenn  ich  niemals  das  Wort  Schwere  in  Bezug 
auf  die  Gasmoleküle  ausgesprochen  hätte.     Zum  Ueberflusse   habe  ich 
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aber  die  Schwere  an  einigen  Stellen  ausdrücklich  erwähnt.  So  findet  man 
in  Poggendorfs  Annalen  Bd.  CV,  S.  253,  in  Bezug  anf  einen  von  Buy 8* 
Ballot  gegen  meine  Auseinandersetzungen  erhobenen  Einwand  folgende 
Stelle.  „Wenn  er  sagt,  dass  nach  dieser  Hypothese  unsere  Atmosphäre 
keine  Grenze  haben  könnte,  so  kann  ich  den  Grund  davon  nicht  einsehen« 
Was  zunächst  die  allmälige  Abnahme  der  Dichtigkeit  mit  der  Höhe  be* 
trifft,  so  lässt  sich  aus  jener  Hypothese  nichts  Anderes  schliessen ,  als  was 
man  auch  ohne  dieselbe  unter  Annahme  des  Mariotte*schen  und  Gay- 
Lnssac^schen  Gesetzes  schliessen  kann,  und  wenn  man  die  äussersten 
Luftmoleküle  der  Atmosphäre  betrachtet,  welche,  wenn  sie  noch  höher 
fliegen,  im  Allgemeinen  gegen  kein  Molekül  mehr  stossen,  und  annimmt, 
dass  eins  derselben  in  dieser  Höhe  noch  einen  Stoss  erhält«  der  es  mit  der 
Geschwindigkeit  von  einigen  hundert  Metern  aufwärts  treibt,  so  ist  leicht 
zu  sehen,  dass  es  darum  doch  noch  nicht  ganz  von  der  Erde  fortfliegen 
kann,  sondern  vielmehr  durch  den  Einflnss  der  Schwere  allmälig  seine 
Geschwindigkeit  verlieren,  und  zuletzt  umkehren  und  wieder  der  Erde 
zufliegen  muss'S 

Der  Grund,  weshalb  ich  für  gewöhnlich  den  Einfluss  der  Schwere  auf 
die  Bewegungen  der  Gasmoleküle  unerwähnt  gelassen  habe,  liegt  nur 
darin,  dass  wegen  der  Kleinheit  des  Weges,  welchen  ein  Molekül  einer 
Gasmasse  von  massiger  Dichtigkeit  meiner  Ansicht  nach  von  einem  Zu- 
sammenstosse  bis  zum  nächsten  zurückzulegen  hat^  und  wegen  der  grossen 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  diesen  Weg  zurücklegt,  die  während  der 
kurzen  Bewegungszeit  von  der  Schwere  verursachte  Geschwindigkeits- 
und Richtungsveränderung  so  gering  ist,  dass  sie  in  den  meisten  Fällen 
vernachlässigt  werden  kann.  Eine  solche  Vernachlässigung  ist  aber  na* 
türlich  immer  nur  mit  einer  gewissen  Beschränkung  anzuwenden.  In 
solchen  Fällen,  wo  es  sich  um  absolute  Genauigkeit  handelt,  oder  in 
solchen  Fällen,  wo  man  sich  eine  sehr  hohe  Gassäule  denkt,  und  deren 
Molekularbewegungen  im  Ganzen  betrachtet,  darf  man  offenbar  die  Wir- 
kung der  Schwere  nicht  ausser  Acht  lassen.  Diese  Beschränkung  habe 
ich  für  so  von  selbst  verständlich  gehalten ,  dass  es  mir  nnnöthig  schien, 
davon  noch  erst  besonders  zu  sprechen. 

Zürich,  den  10.  Juli  1864. 


XIV. 

AnaljrtiBch-geometriBche  Untersuchungen. 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 
(PortsetEang  der  Abhandlang  p.  96.  T.  IX  dieser  Zeitschrift.) 


IV. 

Die  windschiefen  Flächen  nnd  ihre  gegenseitige  Ab- 
wickelnng  auf  einander. 

§.1. 

Nimmt  man  anf  einer  windschiefen  Fläche  eine  feste  Curve  an ,  ist 
(Si  Vy  ö  ^^^  Pnnkt  dieser  Curve,  welcher  mit  dem  Punkte  (.r,  y,  z)  auf  der- 
selben Generatrix  liegt,  bezeichnet  man  durch  n;  die  yariabele  Distanz  der 
beiden  Punkte  (5,  i^i  J),  (a?i  y,  z)  nnd  durch  JT,  F,  Z  die  Winkel ,  welche 
die  Generatrix  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  finden  folgende  Glei- 
chungen statt: 

o;  ==  I  +  w .  cos  X, 
1)  y  ^=  ti  +  w.cos  ¥, 

z  =  f  +  w .cos  Z. 
In  den  vorstehenden  Gleichungen  werden  |,  17,  t;  ^t  F,  Z  als  Functionen 
einer  Variabein  s  angesehen.  Nennt  man ,  wie  gewöhnlich ,  Strictionslinie 
die  Folgereihe  von  Punkten  auf  der  Fläche,  in  denen  die  snccessiven  Gene- 
ratricen  sich  am  nächsten  kommen,  so  hat  man  für  den  Punkt  (^,  170,  ^) 
dieser  Curve,  welcher  mit  dem  Punkte  (|,  1/,  £)  auf  derselben  Generatrix 
liegt,  folgende  Gleichungen: 

aj  dcosX  dft  dcosY  di  dcosZ 
g— lo _  fj—fio  _  g— fo  ^  'd£  ds  '^Fs  ds  ^  ds  as_ 
cosX        cos  Y         cosZ    "    /dcosAy      fd  cos  YV      fdcosZ^  ' 

Zuilschrift  f.  Mitthcmatik  11.  Physik.  IX,  6.  20 
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Sind  dio  beiden  Funkte  (J,  rj,  £)  nnd  (^oi  >?0i  fo)  identisch,  so  folgt: 

di  d  cosZ 
Js 


2) 


dl  ~dV  ■     Ts      ds     '^ 


ds 


=  0. 


Die  vorstehende  Gleichung  enthält  die  Bedingung,  damit  (£,  17,  ^)  ein  Punkt 
der  Strictionslinie  sei.  Bezeichnet  man  durch  6  den  Winkel,  welchen  die 
Strictionslinie  im  Punkte  (£,  97,  t^  mit  der  Oeneratrix  bildet,  so  ist: 

ilc..+|5».r.||.„.  =  /[(|l)-+(|^)V(|D>...»e. 

Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Entwickelungen  sei  «so  gewählt,  dass 
ds  =/[(^S)*+  {driY+  {dty\  das  Bogenelement  der  Strictionslinie  bedeutet. 
Man  hat  dann  folgende  Gleichnngen: 


3) 


(l-!)v©v(|!)=.. 

-;r-,COSX+  -^  COS  Y  +  -^  COS  Z  =z  COS  6, 

OS  CS  OS 


cos  *Ä+  cos*Y  +  cos  «2  =  1. 
Für   eine   orthogonale  Trajectorie  der  Generatricen  findet  die  Gleichung 
statt : 

^cosX  +  ^-^cosY+  ^cosZ=:0. 

OS  OS  OS 

Substituirt  man  hierin  für  x,  y,  z  ihre  Werthe  aus  1)  und  bezeichnet  durch 
q  den  Werth  von  w,  welcher  einer  orthogonalen  Trajectorie  entspricht,  so 
folgt  für  q  die  Gleichung : 


4) 


dl 
ds 


+  cose 


=  0,^  =  Ä:— J  ( 


cosSds^ 


wo  k  eine  Gonstante  bedeutet.  Bestimmt  man  einen  Punkt  (or,  y,  z)  der 
Fläche  durch  seine  Distanz  v  von  einem  Punkte  einer  orthogonalen  Tra- 
jectorie, so  hat  man  in  den  Gleichungen  l)  w  =  v  —  9  zu  setzen.  Nimmt 
man  diese  Bestimmungsweise,  so  geben  die  Gleichungen  1): 

o;  =  I  +  (p  —  ^)  cosX, 
5)  y=ri+  (v  —  q)cosY, 

z  =  £  +  (»  —  q)  cos  Z. 
Für  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Generatricen  hat  man  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  v  constant  zu  nehmen. 
Zur  Abkürzung  werde  gesetzt : 

C^r^+C^O  +  ^T^". 

cosA'     cos  Y     cosZ 
d  cos  X  d  cos  Y  d  cos  Z 

ds  ds         ds        =p^J. 

d^rosA'  d*cns  Y  d^rosZ 

ds^  ds^        ds* 


6) 


■) 
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Durch  Differentiation  der  Oleichnngen  5)  findet  man: 
ds       ds 


ds     'du 
dz       dt  ö        »  .   /  N  ^co'2     dz 

Ts==rs-'''^'''^+^''-''^-d-s-'rv^""^- 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2),  3)  und  6)  folgt: 


dx  dx       dy  dy       dz  dz 

TsYv'^'dsdv^  'd8'dv~^' 


Sei: 


10) 


C  = 


H         ^         dt 

ds  ds         ds 

cosX    cosY    cosZ 

dcosX  dcosY  dcosZ 


=  (p««e)*, 


ds         ds         ds 

Das  Quadrat  dieser  Gleichung  giebt,  wegen  2),  3)  und  6) : 

1       cos^'  0 

11)  C*=     cosS       1        0 

0  0       p* 

d  jc         u  cos  X 
folglich  C=  +  p  sin  S.    Nach  den  Gleichungen  3)  ist  ^    ^  ■  =  —  - — ,  also 

ovcs  CS 

^^       ^i  ^dx  .    ,  ,    a*a:  ,         ^,  .  u  V        .  . 

r~  =  ^ cos  ^  ^—  +  (»  —  g)  - — -— ,    analoge  Gleichungen  ergeben  sich 

V  S  OS  cv  OVuS 

für  ~  und  — .   Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man  leicht: 

d^x    av    dh 


12) 


dv  ds  dv  ds  dv  ds 
dx  dy  dz 
Ys  Ys  Vs 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 
Differentiirt  man  die  Gleichung: 

d  cos  X  ,.  a  cos  Y 


cosX 


ds 


4-  cos  Y 


ds 


+  cosZ 


dcosZ 


ds 


=  0, 


nach  *,  so  folgt,  wegen  0): 

^/d'cosX  ^  ^d'cosY  ^  ^d^cosZ' 

cosX  — —^  -  +  ro5  r  — ^-^j—  +  cos  Z     ,^  ^     =  — />». 


ds' 


ds' 


ds' 


20* 
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Die  Gleichungen  2)  und  6)  nach  s  Hifferentiirt  geben : 

djosX  d^cosX      dcosY  d^cosY      dcosZ  d^cosZ 


dp 


ds^      ~^d8' 


di^cosÄdri  d^cosY       dj  d^cosZ 

ds    ds*   '^  ds    d^    "*"  ds    d^ 


dcosX      a'i?  dcosY  ,  d^tdcosZ 


a^  aco5^\ 
*'air*    ds  /• 


a*       a^«    a« 

Bildet  man  das  Froduct  der  Gleichungen  7)  und  10),  so  folgt: 


Cp*J= 


^     ^     ai  d^cosX  ,   dn  d'cosY       dt  d^cosZ 
cos  ß    0     —^ .  -4-  — -  

ds     ds"    ^  ds    ds^    ^  ds    ds'' 


0 


^  ds 


oder: 
13) 


ai   d*co$X      dri  d*cos  Y      aj;  d'^cosZ 
Ts      ds'  ds      8s*     "^  ds     dJ~ 


=      Cd  —  p*cosS, 


dH  dcosX 

ds* 


a^  dcosT^d't  dcosZ 

ds'    ' 


+  '^-^E^+A  '-^^=-cj  +  p'cose. 


ds       •  ds'     ds      '  ds*      ds 
Die  zweite  Gleichung  3)  nach  s  differentiirt  giebt,  wegen  2) 
^«.-.^  .  ^V^..^^  d'i     „  .  ^de 


14) 


—  cosX  +  j-  cosY  -k-  j^cosZ^  —  sine-^ 


8  s* 


ds' 


ds' 


ds 


Ans  den  Gleichungen  8)  erhält  man : 


d7=d?-^""^-dr^''"^Ts""^+^''-''^-d-?-^ 


und  zwei  analoge  Gleichungen  für  —r  ,  ^r-z.    Mit  Hülfe  der  Gleichungen 

OS*     os^ 

2),  3),  0),  8),  13)  und  14)  ergiebt  sich  folgendes  System  von  Gleichungen: 


j^cosX+jpMosF-i-^cosZ  =  —  p'(v  —  g), 


d'x  dcosX      8^  dcosV     8*  tdcosZ 


dp 


df 


ds 


S^-^s (.^C+p'cose)  +  {v-q)p  j-^. 


drdi      dydj,      d_zH._^..^ 


dx 


8». 


dt 


lb)'jjCosX+^^cosY+-cosZ^O, 
dx  dcosX      dy  dcosY      dz  dcosZ 


ds 


ds     ds 


da:    d^       dy  dri       dz  af 

at^  a^      dv  ds       ov  ds 

---COSA  +  -;r^COSY  +  -- COS Z  =  1  , 

dv  o  V  ov 

d  X  dcos X      dy  dcos  Y      dz  dcosZ 

dv      ds  dv      ds  dv      ds 
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16) 


A  = 


SeUt  man : 

d*x  y.y  dU 

a*«  di^  ds* 

dx    dy  dz 

ds     ds  ds 

dx    dy  dz 

dv    dv  dv 

tnultiplicirt  diese  Gleichung    mit  10),  so    folgt,    mit  Rücksiclit    auf    die 
GleiehuDgen  15): 

A  C  =  —  [$in*e  +p^  (v  ^  qYJJ.C 

+p$in  S    5iV  Siv—q) —^  —  p  sin S  cos 6   . 

L  ds  stnO  J 

Bezeichnet  man  durch  r  und  r '  die  Hauptkriimmungshalbmesser  im  Punkte 
(o:,  y,  z)  der  Fläche,  so  ist,  wegen  9),  12)  und  10): 

folglich: 

l    r  psinS  1 

77'~     [«■»•«+?'(«'— ?)*J' 

WO  nach  10)  — - —  =  +  1.      Das   doppelte  Vorzeichen  bezieht  sich   auf 
zwei  aequldistanto  Punkte  von  der  Strictionslinie. 


§.2. 

Die  vorstehenden  £ntwickelungen  werden  einfacher,  wenn  statt  der 
Quantitäten  p  und  J  die  Elemente  der  Strictionslinie  eingeführt  werden. 
Die  Winkel,  welche  die  Tangente,  Uauptnormale  und  Binormale  (Normale 
zur  Krümmungsebene)  im  Punkte  (^,  77,  {;)  der  Strictionslinie  mit  den  Axen 
bilden,  seien  respective  0,  j?,  y;  A,  fi,  v;  /,  m,  n;  durch  q  werde  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  durch  r  der  Torsionsradius  bezeichnet.  Man  hat 
dann  die  Gleichungen: 

d^                d  cos  et      cosX   dcasX 
—  =:cosa,-j--= »— öT— ■ 

OS  OS  (f  OS  \     Q 

und  weitere  acht  analoge  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  von 

1},  i Bezeichnet  <p  einen  näher  zu  bestimmenden  Winkel,   so  kann 

man  setzen: 


(cos a      cos  t\   dcosl  _  cos X 
~Q~^~7')'~ds~^'~' 
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cos -Y= cos a,cosS  +  cos k  sin  0cos<p  +  cos l sin B sin qp, 
18)       cos  F=- cos ß.cosS  +  cos ^,sin0  cos <p  +  C09 m . sin 0  sin (p, 
\  cos Z=^ cos y , cos 0  -+•  cos V , sin  0cosg>  +  cosn,sin0,sin<p. 

Die  Gleichung  2)  giebt,  durch  Substitution  dieser  Werthe  von  cosX^  cos  7, 
)0  ,  cos(p\ 


cosZ\s\n0\  ^r— -1 ^1  =  0, 

\0S  Q     / 


19) 


also : 
3  0  ^^  cos  q) 


—  0. 


ds  Q 

Die  Annahme  6  =  0  ist  offenbar  in  der  Gleichung  19)   für  6  =  0  und 

9  =  —  enthalten ,  so  dass  die  Gleichnng  19)  die  allgemeinste  Relation  giebt, 

welche  zwischen  den  Winkeln  0  und  <p  der  Gleichungen  18)  stattfinden 

muss.    Die  Gleichungen  18)  nach  s  differentiirt  geben ,  wegen  19) : 

dcosX  /       ,      .  ,  N 

=p  {cosA.smq) — coslcosqi)y 


20) 

wo: 
21) 


ds 
dcos  T 


= p  {cos fi.sintp  —  cos m cos tp)^ 


ds 

dcosZ  ,  .  ,       ^ 

— =  p  {cosv.stnfp  —  cosncosip)^ 

OS 


p  — 


cos  0  sin  g> 


+  ^e(i-||), 


durch  welche  Gleichung  p  bestimmt  ist.    Aus  den  Gleichungen  20)  folgt:, 
d*cosX  psim 


22) 


ds* 


d^cosY 

ds"    '' 


d^cosZ 


-^  cosa  +  \—stng>—p{ T^jcosg)  Icosk 


pstmp 


cosß  + 


djp 

ds 

dp    . 
-^  stnq> 

OS 


sm<p 
eostp 


psttttp 


a«» 


cosl^ 

COSIA 

cosniy 

cosv 

cosn. 


0  V  O  O  > 

getzt  man  in  10)  -i  =  co^a,  -^  =  cosß,  —  =  cos  y   und    für   cos  X, 

OS.  CS  OS 


dcosX 
10)  mit: 


23) 


ihre  Werthe  aus  18)  und  20),  multiplicirt  ferner  die  Gleichung 


+  1  = 


costt  cosß  COSy 
cosl  costn  cosn 

COSX  COSft  cosv 
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80  folgt: 

p  stfi  S       — ^ 

Setzt  man  m  die  Gleichung  7)  für  cosX^  —  — '~";i~t — '*"'®   Werthe 

aus   18),  20)   und   22),  multiplicirt   die    so    erhaltene    Gleichung    mit    der 

Gleichung  23),  so  folgt: 

A-v  ^        sinSsinq>  _./!         dq>\ 

24)  +^-=—^ '^"'«U-äfj- 

Die  zweite  Gleichung  17)  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  schreibeu : 

+  5tVi*8(»  —  flr) 7—-  —  psinOcosS. 

^        ^  ds  smS 

Mittelst  der  Gleichungen   19),  21)  und  24)  lassen  sich  umgekehrt  ^  und  r 
leicht  in  Function  vonp  und  J  darstellen.     Aus  21)  und  24)  folgt: 

^ .    ^       sinw 

pcosS  +  d  stnß^=-—-^^ 

9 

1        dw 

psinß  +  Jcos&^=^ -T— • 

-^  r        ds 

Diese  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit  —  + =  0  geben : 


Q*  \ds) 


tangfp^=Z' 


+  p  (cos  e  +  ^  sin  e)* 
pco8B'+  /t  sin  S 


de 

26)  ds 

l  da> 

^^=zpsinS  +  JcosS  +  -5-, 

r  —  OS 

1              .    ^    .              ^         d                 p  cosSl^  J  .sinS 
--z^psmO  +  Jcosß  —  -^  arc lang ^-^ . 

a7 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  direct  aus  Formeln  des  §.  1  ableiten, 
indessen  ist  dann  ihre  Herleitang  mit  ziemlich  weitläufigen  Rechnungen 
IrerbundoD. 

Aus  der  Gleichung  7)  and  den  beiden  folgenden : 

^d'cosX  ■  ^d'cosY  ^         ^d'cosZ  , 

d cos X  d* cos X      dcosY  d^cos  Y  ,    dcosZ  d*cosZ dp 

"dl         ä7~  "*"  ^~ds         ä7~       ~Js        ds^  ~^Js' 
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findet  man : 


27) 

d^  P    dS         CS  \  08  09    ) 

ds*  p  ds       ds  \  ds  _  ds    ) 

d^cosZ              .       ^  ^    \  dp    dcosZ   ,   /      ^dcosF  :^dco9X\     ^ 

-^-^^^-p^cosZ+  :^  -.-—  +  (cosX— cosV-j^y^. 

Diese  Gleichungen  geben: 

^d^cosZ  ^d^cosF  dcosX 

ds*  dr  ds 

H -;f    '  ICOSF ;r COSZ ;r I, 

p    ds     \  ds  ds    )^ 

^Q.                         „d^cosX  ^d^cosZ  ^dcosV 

28)  ^osZ-^ cosX-^j^  =  -J-j- 

.    1    ^P     /       ^dcosX  ^dcosZ\ 

+  —  -5-  •  (  cosZ^^ cosX—- — ), 

p    ds     \  ds  ds    /  . 

^  d*cos  Y  ^  d^cosX  dcosZ 

COSX — ;--r COSr r-; — ==  —  J — 

8/  ds^  ds 

^    \   dp     f  dcosY  ^dcosX\ 

p   ds     \  ds  ds    J 

Zieht  man  von  dem  Producte  der  Gleichungen  1  —  cos*X=z  cos*F+  co^Z, 

P'-  (^)'=  (^¥r)*+  {^TtJ  ^*'   ^'"'^'■■*   '^"'    Gleichung; 

-dcosX  „dcosV  ,         „dcosZ    ,         ,,^ 

—  cosX — - —  =  cosr  —„       +cosZ—- — sb.sofolgt: 

OS  OS  OS 

if.       JF     t^cosiy-]     /     ^dcosz        -dcosr\* 

Die  erste  Gleichung  27)  geht  hierdurch  über  in: 

^,       |./[._.^.-(i?|£i)-]=|?-:. 

Diese  Gleichung  bleibt  unverändert  wenn  X  durch  F  oder  Z  ersetzt  wird. 


§.3. 

Die  erste  Gleichung  17)  zeigt,  dass  —r-r»  verschwindet  für  p  =  0  oder 

r  r 

9=s0,  die  Fläche  ist  dann  developpabel.     Nimmt  man  6=sO)SO  erhält 

man  aus  den  Gleichungen  l)  und  18): 

a:  =  1  +  w  CO» a,  y  =  iy  +.«»  cos^^  z=:f^'\-w  cosy. 

Die  Fläche   ist   aus    den   Tangenten    einer   beliebigen    Curve   doppelter 

Krümmung  gebildet,  die  Annahme  9  =  0  giebt  also  allgemein  die  deve- 

loppabeln  Flächen.      Für  p  =  0  zeigen  die  Gleichungen  20),  dass  cosX^ 
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cosV^  €08 Z  constant  sind,  die  Generatrix  ist  dann  einer  festen  Richtung 
parallel ,  die  Fläche  also  cylindrisch. 

Schneidet  die  Strictionslinie  die  Oeneratricen  unter  einem  constanten 

Winkel  4,  ist  ö  =  *,   so  giebt  die  Gleichung  19) =  0,  also  9  ==  ^ 

oder  ^  =  00  •     Für  ip^^  —  und  9= 4  geben  die  Gleichungen  4),  5)  und  18) : 

A 

x  =  |  +  (» — icosS)  (cosu  cosi  +  coslsini')^ 

30)  y=i?  +  {v — *  cos 6)  (cosß  cosi  +  cosm  m  J), 
z  =  i+  {v—  8  cosS)  (cosy  cos8  +  co8n  sinS)^ 

wenn,  mit  Weglassung  einer  unnöthigen  Constanten,  einfach  qz=zfco88.ds 
=  8C08i  gesetzt  wird.    Die  Fläche  wird  aus  Geraden  gebildet,  welche  mit 
den  Tangenten  einer  Curve  doppelter  Krümmung  den  constanten  Winkel  d 
bilden  und  in  den  rectificirenden  Ebenen  der  Curve  liegen.    Für  ^  =  oo 
ist  die  Strictionslinie  eine  Gerade.     In  den  Gleichungen  18)  setze  man: 

Nimmt  man  die  Gerade  zur  Axe  des  ?,  so  ist  |r=0,  i}  =  0,  1=^8.  Die 
Gleichungen  5)  geben  dann : 

a:=(p — 8  €08  6)  sin  8,  cos  q>^ 

31)  y=^{^  —  V  ^08  d)  Sf>i  8 .  sin  9, 
zt=i{v — 8  cos  8)  cos  8-^-8^ 

wo  q>  eine  beliebige  Function  von  s  ist.  Die  Fläche  wird  durch  eine 
Gerade  erzeugt ,  welche  auf  einer  festen  Geraden  und  einer  Curve  so  gleitet, 
dass  sie  mit  der  festen  Geraden  den   constanten  Winkel  8  bildet.     Für 

7t 

8=  —  geben  die  Gleichungen  30): 

X  =  I .+  t;  €08 /,  y  =  ij  +  0  CO*  w,  «  =  f  +  p  cosn. 
Durch  diese  Gleichungen  ist   die  Fläche   der  Binormalen    einer   Curve 

7t 

doppelter  Krümmung  bestimmt.     Für  '  =  -r-  geben   die  Gleichungen  31) 

ü  =  tangtpy  2  =  5,  oder  s  eliminirt,  «  =  ^  (— ),  was  die  allgemeine  Gleich » 
X  \ic/ 

nng  der  Conoidüächen  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  eine  wind- 
schiefe Fläche  mit  orthogonaler  Striction  entweder  die  Fläche  der  Binor- 
malen einer  Curve  doppelter  Krümmung  oder  eine  gerade  Conoidfläche  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  10)  ^  r=  oo  so  ist  6  constant,  d.  h.  ist  diie 
Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  eine  Gerade,  so  schneidet  die- 
selbe die  Generatricen  unter  einem  constanten  Winkel. 

Geht  die  Generatrix  durch  die  feste  Gerade : 

a: — Xo  _  y  — jTo  _  «j:;^^» 

€08  Jlj  cos  Fo  €08  Zq  ' 

so  findet  die  Gleichung  statt : 
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i  —  ^o     V—tf<i      t— ^oi 
cosX       cosV       co$Z      =0, 

Bezeichnen  g  und  h  zwei  näher  zu  bestimmende  Functionen  von  Sy  ko  lässt 
sich  die  vorstehende  Gleichung  ersetzen  durch: 

J  —  Xf^=zg  cosX  +  h  cos Xq , 
32)  71  —  y^:=  g  cos y  +  h  cos F^, 

i  —  ZQ=^g  cos  Z  +  h  cosZq.  / 

Diese  Gleichungen  nach  s  differentiirt  geben: 

dl_dg        „   .      dcosX   .  dh 


ds 

dcosV 

ds 
dcosZ 


dh 


ds 


cos  Zq. 


ai  dn  dt 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit:  -—,  ^,  ^;  cos  X^ 

C  S    0  S     ÖS 


cosV,  cosZ] 


dcosX  dcosV  dcosZ 


ds    '     ds    '     ds 
dttcte,  und  setzt  zur  Abkürzung: 


>  bildet  die  jedesmalige  Summe  der  Pro- 


so  folgt: 


—  COSÄq  +  —  cos  1^0+  —  COSZ^:=:  COS  O, 

OS  OS  OS 

COS  X  cos  Xq  +  cos  Ycos  Y^  +  cos  Z  cos  Z^  =  cos  Sl , 


da        ^   t    dh         _ 

i=^COSe+  K-COS0, 

ds  ds 


0$ 

0=gp* 


dh  dcosSl 
'^  d~s  ~d's'' 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man: 

d  cosSl 


oder  g  eliminirt : 


ds 


dg      cos  9  cos  ^  —  cosß, 


d_ 
ds 


cos fp  —  cosB  cosSl^  ds 
dcosSl 


cos  O — cosB,  cos  Sl^ 


/sineV  ds_ 

\  p    /  '  cosO  —  cos 


cos  Bcos^  —  cos  Sl 

co8(P  —  cosBcosSl 


p    /    COSV  —  cos B  cos Ä_ 
Ist  Sl  constant,  so  giebt  die  erste  Gleichung  33)  ^  =  0,  die  Gleichungen  32) 
werden  dann: 

cos  Xjj       cos  Vq       cos  Zo  ' 
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Die  Yorstebenden  Gleichungen  zeigen,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der 
Strictionslinie  auf  der  festen  Geraden  liegt,  da  nun  Sl  der  Winkel  ist,  wel- 
chen die  Generatricen  mit  der  festen  Geraden  bilden,  so  folgt:  schneiden 
die  Generatricen  einer  windschiefen  Fläche  eine  feste  Gerade  unter  einem 
Constanten  Winkel,  so  ist  die  Gerade  Strictionslinie  der  Fläche. 

Eine  Curve  doppelter  Krümmung  schneidet  bekanntlich  die  Fläche  ihrer 
Hanptnormalen  orthogonal.  Sei  (gi ,  iji ,  ^,)  ein  Punkt  einer  solchen  Curve,  für 
welchen  9^  «i,  /3i,  yi;  Ai,  fi,,  Vi\  /i,  m|,  n, ;  ^i  und  r^  dieselbe  Bedeutung 
haben  mögen,  wie  ^,  a,  ^,  y ....  für  (|,  iy,  {;)•  ^^^  ^'°^  orthogonale  Tra- 
jectorie  der  Generatricen  hat  man  in  den  Gleichungen  5)  t;  3=  ^  zu  setzen, 
wo  k  eine  Constante  bedeutet.  Sind  die  Generatricen  einer  windschiefen 
Fläche  Hauptnormalen  einer  Curve  doppelter  Krümmung,  so  hat  man  fol- 
gende Gleichungen: 

34)  ii  =  i+{k—g)co82C,fi^^fl+{k—q)cosr,  ti  =  t+{k—g)cosZ, 

35)  cosX==  cosXi,  cosF=cosiiiy  cosZ  =  co8v^. 
Die  Gleichungen  34)  nach  9  differentiirt  geben : 

co5a,  — 1  = cos B  cosX  +{k-'  q)  —r , 

09         OS  OS 

cosßi  jj  =  ^  —  cosecosF+  {k  —  q)     -^^     , 

ö«i       öf            Ä        -5..   /,         .dcosZ 
cosy^  -^  =  z cosScosZ+  (k  —  q)— . 

OS         OS  OS 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man^  mit  Rücksicht  auf  die  in 
§.  2  entwickelten  Formeln: 


^^)  |7=/[«>»*ö  +  p'(^-y)'], 


y[sin*6 
37)  cos  a,  cos  X  +  cos  ßi  cos  1»,  +  cos  y,  cos  v  = 


cosa,cosa  +  cosßiCosß+cosyiCosy=^^  ^,^^^^^^^^_^^jy 

p{k — q)  sin  tp — sin  0  cos  S  cos  q> 

y[sin^e+V{k~:^if]      ' 

,  .         ^  p(k^g)cosw+sinBcüsßsin€ö 

cosatcosl+cosß^cosm  +  cosyicosn^---         y[sin*^+p*{k--qy] 

Die  Gleichungen  36)  geben ,  mittelst  18), : 

cos  kiC0Sa+  cos  (ti|  cos  ß  +  cos  v,  cos  y  ^=  cos  6, 
38)  cos  Ai  cos  i  -i-  cos  fii  cos  fi  +  cos  v^cosv^^  sin  S  cos  97, 

coslf  cos l  +  cos (tii  cosm  +  cos v^ cosn  =^sinSsin ^. 

Nun  ist : 

o 

—  (cosai  cosk  +  cosßi  cos  11  +  cosy^  cos  v) 

OS 

1    ds 
=  (cosl  cosXi  +  cosfA  cosut  +  cos V  cos V^)  —  —^ 

^  I    •  r  r-i  ^  Qi    ds 

1 

—  {coscCf  cosa  +  cosßi  cosß  -f-  cosyi  cosy)  — 
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—  (cosui  cosl  +  cosßi  cosm  +  cosy^  costi)  — , 

—  (cos Ol  cosl  +  cosßy  cosm  +  cosy^  cosn) 
0  s 

=  (C05A,  CO*/  +  cos ^i cosm  +  co5v,  co^n)  —  •— -, 

+  (cosa^  cosl  +  co^ft  coÄ^  +  cosyi  cosv)—, 

r 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  37)  und  38 )t 

durch  Differentiation  der  heiden  letzten  Gleichungen  37)  zwei  Gleichungen 

1   ds 
für  —  -^  aufgestellt  werden  können.    Diese  Gleichungen  sind  folgende : 

\   ds^    ,    -  d  p(k — q^  sing)  —  sin S cos S  cos q> 


39)  +7 


—  sin*  ß  —  p{k--g)  cosg)  —  sin  S  cos  S  sin  tp 


l   dSi    .  d   p{k  —  q)cosq)'\'SinScosSsinw 

l  p{k  —  q)  sin q>  —  51« S  cos S. cos q) 

■^  7        y[sin*e+p^k---qy]       • 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  qf^  die  zweite  mit  cos  tp^  addirt 
die  Producte,  so  folgt: 


oder 


Aixx         ^        s       P{^—9)   ,    stnSstng)  /i        dq>\ 

40)       —  arctang'^^  ,  ^'  + —cos^X -~^ )  =  0, 

'       Zs  smS  Q  \r        dsj 

+  sin^e  (k—q)  r (-r^  —p  sin  6  cosß  ==  0. 

^  CS       \smSJ 

Diese  Gleichung  giebt,  in  Verbindung  mit  19),  eine  zweite  Relation  zwi- 
schen B  und  9.  Stellt  man  die  vorsiehende  Gleichung  mit  25)  zusammen, 
so  erhält  man  das  von  Bertrand  (Journ.  de  Math.  XV.  332)  gefundene 
Theorem :  Sind  die  Generatricen  einer  windschiefen  Fläche  Hauptnormalen 
einer  Curve  doppelter  Krümmung,  so  existirt  auf  der  Fläche  immer  eine 
orthogonale  Trajectorie  der  Generatricen,  für  welche  in  jedem  Putjkte  die 
Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  verschwindet.    Substituirt  man  In 

eine  der  Gleichungen  30)  den  Werth  von  -r-^  aus  36),  reducirt  mittelst  der 

OS 

Gleichung  40),  so  folgt: 

1  p(fc-q)        r     ^  .    ■  «/"l      ^^M 

^1  stn*S+p*(k  —  ^)*L  ^r        osj  A 

d.  i.  nach  21) : 
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*'-'  ((t~    «•»•e+jt>'(Ä— ?)»• 

Differontiirt   man    die    zweite  Gleichung  38)  nach  s,  berücksichtigt  -r- 

+  £??J!^  =  0,  80  folgt: 

r,  *i>i*  8  •  .  . 

^,  ^[«w«8  +  p*(Ar— 5r)»] 
Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit : 

(cos  /j  cos  a  +  cos  m^  cos  ß  +  cos  W|  cos  y)*  +  {cos  Aj  co*  a  +  cos  fii  co*  ^ 
+  cos  V,  cos  y)*  +  (cos  aj  cos  a  +  cos  /J,  cos  /5  +  cos  y,  cos  y)*=  1, 
giebt : 


;  das  positive  Vorzeii 

42) 


Nimmt  das  positive  Vorzeichen,  so  folgt: 

^1  sin  S 

Ist  eine  windschiefe  Fläche  gleichzeitig  Fläche  der  Hauptnormalen  von 
zwei  Curven,  so  erhält  man  eine  zweite  Relation  zwischen  S  und  ^,  welche 
sich  von  der  Gleichung  40)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  Ar  durch  eine 
andere  Constante  k^  ersetzt  ist.  Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  folgt: 


5-  arctang     ^  .    ^'  —  -r-  arctang    •    .    ^^^  =0, 
ds  ^      sinS  ds  ^      sin  B  ' 


oder: 


d  stnS^  ^ 


d.  i.  nach  21)  und  42) : 

k,—k 

ds  ^_kt—k        ' 


0, 


^1 
oder: 

k,-k      k,-k 
I  9—- — +     --      =1, 

wo  g  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Die  vorstehende  Gleichung  ent- 
hält eine  Relation  zwischen  dem  Krümmungshalbmesser  und  Torsions- 
radius einer  Curve,  welche  die  Bedingung  enthält,  dass  die  Fläche  ihrer 
Hanptnormalen  gleichzeitig  Fläche  der  Hauptnormalen  einer  zweiten  Curve 
i«t.  (Vergl,  hierüber  Bertrand  1.  c.  und  Servet,  J.  d.  M.  XVI.  499.) 

Bilden  die  Generatricen  mit  einer  festen  Geraden  einen  constauten 
Winkel  d,  oder,  sind  die  Generatricen  den  Kanten  eines  Kreiskegels  pa- 


—        Ä   (dcosX  d^cosY      d  cos  Y  d^cosX\ 
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rallel,  so  ist  ~  constant.    Nimmt  man  die  feste  Gerade  zur  Axe  der  z.  so 
P 

ist  cos  Z  =  cos  S^  folglich  :  ' 

cos  X     cos  Y    cos  h 
d  cos  X  d  cos  Y 

I  7^ 7; 0 

p«.  ^ rr:  I        d  S  OS 

I  d^cosX  d*cosY 

Wegen  der  Gleichnngen  27)  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

...  -             ^  /       ^dcos  Y            ..d  cos  X\ 
J  svv  o^=icoso\  cos  X  — r cos  Y — -^ 1. 

\  0  S  €  S     ) 

Die  Gleichungen: 

*  «r  ,        t  v       ,  %i        .  .  ^   /dcos  X\^  ,   /a cos  Y\t        , 

coÄ*  X  +  cos*  Y=l  —  cor  Z  =  ««»  ä,  i  —z —  )  +  I  — ^ —  )  =  P  1 

^dcosX  ,          ..dcosY 
cos  X— h  cos  Y  -^ =  0, 

CS  OS 

,        /          'dcosY  ^dcosX\*        ,    .../.,;.,. /^V  ^^* 

g6ben:(  coäX— ^ cosY~ — 1  =  p*  «n" Ä,  folglich  I  —  J  =<?o<*/*ä, 

d. h.  —  ist  constant.  Nimmt  man  umgekehrt  — =  co^^^,  so  folgt,  dass  die 

Generatriccn  der  Fläche  den  Kanten  eines  Kreiskegels  parallel  sind.    Die 
Gleichung  29)  giebt  dann : 

folglich,  wenn  /"eine  Constante  bedeutet: 

(l   dcosX\^  .   (cos  X —  cos  S  cos  fY        .  ,  ^ 
p      d  s   /  stnr  8 

Die  vorstehende  Gleichung  integvirt  giebt: 

cos  X  =  cos  S  cos  f  +  51«  d  .  sin  f .  cos  (i  —  Q^ 
wo  t^  eine  Constante  ist  und  t  sin  6  =fp  ds.    Setzt  man:  cos  Iq  sin  f=r:zcos  g, 
sin  lg  sin  f=  cos  ä,  also  1  =  cos*  f  +  cos^  g  +  cos*  Ä,  so  folgt : 

cos  X  ^=.  cos  h  ,  cos  f  •\'  sin  ö  {cos  g  .  cos  i  +  cos  h  sin  /). 
Analoge  Gleichungen  ergeben  sich  für  cos  F,  cos'Z.    Gehören  die  Winkel 
fi  9i  ^\  fii  9i^  ^i\  fti  9ty  ^t  z"  <li*ei  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  im 
Räume,  so  findet  man: 

cos  X=scos  6  .  cos  f  +  sin  ß  .  {cos g.cosl  +  cos  h sin  /), 

cos  Y  =  cos  d  .  cos  fi  -f-  sin  d  .  {cos  g^  cos  l  +  cos  Äj  sini)y 

cos  Z  =■=  cos  ö  .  cos  /i  ^  sin  8  {cos  g^  cos  t  -f-  cos  ä,  sin  t). 

Lässt  man  die  drei  festen  Richtungen  mit  den  Coordinatenaxcn  zusammen* 

fallen,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  einfacher : 

cos  X  =  sin  8  .  cos  f,  cos  Y  =•  sin  8  .  sini^  cos  Z  =  cos  i, 
isin  8  =^    pd  St 
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Für  den  Eall,  dass  z/  =  0  oder  8  =  —  sind  die  Oeneratricen  der  Fläche 

einer  festen  Ebene  parallel.  Die  Gleichung  17)  zeigt,  dass  anf  einer  wind- 
schiefen Fläche,  mit  einer  Directrixebeno,  nur  eine  Cnrre  existirt,  für 
welche  in  jedem  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrttmmungshalbmesser  ver- 
schwindet. 

§.  4. 

Die  Coordinaten  x^  y^  z  und  x^^  y^y  z^  zweier  correspondirenden 
Punkte  der  Flächen  <Z>  und  <Z>|  seien  Functionen  von  8  und  v.  Sind  die  bei- 
den Flächen  <Z>  und  0|  auf  einander  abwickelbar,  so  müssen  folgende  Gleich- 
ungen stattfinden : 

(l?)'+Cäf)'+(l^)'=©)'+(fe)"+(fe)". 

. «)  (i-:)'+Gi)"+(H)'=(fe')'+(i^')'+(fe)'. 

ds  dv  '^ds  dv      dsdv~  ds     dv        ds    dv  '^  d  s    dv^ 
Die  Fläche  (Pj  kann  als  eine  Biegung  oder  Deformation  der  Fläche  (P  an- 
gesehen werden,  wobei  der  Begriff  der  Deformation  so  aufzufassen  ist,  dass 
jede  Faltung  oder  Zerreissung  der  vollkommen  biegsamen  aber  unausdehn- 
baren Fläche  <!>  ausgeschlossen  bleibt.*) 

Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  41)  respective  durch 
E^  F^  G  und  die  entsprechenden  rechten  Seiten  durch  J^j ,  jP,  ,  (?| ,  so  findet 
für  den  Winkel  /,  welchen  eine  Curve  auf  der  Fläche  (P  mit  den  Curven 
bildet,  für  welche  s  allein  variirt,  die  Gleichung  statt: 

Eds-k-  Fdv 
yEy{Eds'  +  2F  ds  dv+Gdv^) 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  unverändert,  wenn  E^  G,  F  durch 
j^i ,  Giy  F^  ersetzt  werden.  Es  folgt  hieraus,  was  selbstverständlich  ist, 
dass  eine  beliebige  Curve  der  Fläche  <Z>,  welche  ein  System  von  Curven 
nach  einem  gewissen  Gesetze  schneidet,  nach  der  Deformation  diese  Car- 
ven  unter  denselben  Winkeln  schneidet  wie  vor  derselben. 

Die  Flächen  <Z>  und  fj>^  seien  beide  windschiefe  Flächen.  Mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  durch  die  Biegung  von  <P  die  Distanzen  der  Oenera- 
tricen sich  nicht  ändern,  und  ebenso  die  Distanz  eines  Punktes  von  einer 
orthogonalen  Trajectorie  der  Generatricen  dieselbe  bleibt,  hat  man  für 
einen  Punkt  {x^  y^  r,)  von  (Pj  folgende  Gleichungen: 


*)  In  der  obigen  Bedeutung  wird  das  Wort  „Deformation"  von  £.  Bonr  ge- 
braucht in  der  Abhandlung:  T/iöorie  de  ta  deformuthn  des  surfuces  (Journ.  de  l'e'cole 
polyt.  T.  XXII). 
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44)  y,  =  12,  +  Iv  —  q)  cos  Z, , 
«t  =  ti  +  (»— ^)co«Z,, 

wo  ^  dieselbe  Bedeatung  hat,  wie  in  §.  1.  Der  Punkt  (|| ,  f/i ,  (i)  der  Stric- 
tionslinie  von  <2>}  entspricht  dem  Punkte  (g^  i/,  ^)  der  StrictionsKnie  von  <Z». 
Analog  den  Gleichungen  des  §.  1  hat  man  zwischen  £i ,  171 ,  ti ,  cos  X^ , 
cos  F| ,  cos  Z|  folgende  Gleichungen : 

(«)'+(fe)'+C^)'=(K)'+(ll)"+0'='.    ■ 

45)  yi  cos  J',  +  1^  CO«  ^,  +  y^  cos  Z,  =  CO*  ©, 

<y  S  OS  O  o 

a«     a*    "^  a«     a*    "^  a«     a«  "^    * 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  5)  und  44)  in  43)  werden  die  beiden 
letzten  Gleichungen  identisch.  Mit  Kticksicht  aaf  6)  giebt  die  erste 
Gleichung: 

«)     ■(^/+(^)'+C-^)*=''- 

Diese  Gleichung  und  cos^  X^  +  co^  Vi  +  cos  Z,  =  1  zeigen ,  dass  von  den 
Winkeln  A!') ,  F^^  Z,  einer  willkürlich  bleibt,  was  natürlich  ist,  da  eine 
Fläche  sich  auf  unzählige  Weisen  deformiren  lässt.  Aus  den  Gleichungen 
45)  und  46)  folgt: 

ai,  ^  ^       sine/       ^dcosZi  ^dcosFA 

-21  =  CO«  8  .  cos  Xi  H ( cos  Fi  — '  —  cos  Z,  — ?  1, 

ds  P     \  d  s  ds    r 

Ma\    ^Vi  ^  i;r    .sine/       „dcosXi  _.dcosZ\ 

46)  -^=  cos  e .  cos  Fy  H I  cos  Z,  — r — -  —  cos  X.  — ^^ — -* ), 

^    d  s  —    p\  ds  d  s    J 

^ti  ^  7    .  **«®/'       v^cosF,  ^dcosX\ 

■:^=iCos  S  .  cos  Z|  H (  cos  Z,  — - — -'  —  co5  F.  — ■  |, 

ds  ^     p     \  ds  ds    / 

oder  mit  Weglassung  unnöthiger  Constanten: 

ir          rr       iQ        V    .  *»'»®/       „acojfZ,             ^  dcosF.X'X^ 
ii=  f     cos  e  cos  -r,  jh Icos  Fi  — r — -  —  CO*  Z,  — ^  j    ds, 

A'7\  rf      ^        ir    .   «■«  ö  /        ^  8  C05 A',  ^   a  cos  ZA  1  . 

47)  1^1  =   /    CO*  6  CO*  F,  + Icos  Z,  — - — -  —  cos  X^  — ^ — -j    ds, 

I.  rr      i^        ^    1   sine  f       ^,dcosFi  ^^dcoslÄl^ 

tt=  I  \cos e cos z,  +  —  I CO* A,    ^^  '  —  CO* r,  — — i )  a*. 

Bezeichnet  man  durch  r\ ,  /'|  die  Hauptkrümmungshalbmesser  der  defor- 
mirten  Fläche  im  Punkte  (x^ ,  y^ ,  2,)  und  durch  ^j ,  r,  den  Krümmungshalb- 
messer und  Torsionsradius  der  Strictionslinie  im  Punkte  (J, ,  ly, ,  f,) ,  so  er- 
hält man  die  Werthe  derselben  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  17)  und 
,25).  Die  dort  durch  e^p,  C=  +  p  sin  e bezeichneten  Quantitäten  bleiben 
unverändert.    Die  Quantität  J  geht  über  in: 
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48) 


P* .  ^,  = 


cos  X^        cos  Vi         cos  Z, 
d  cos  X^       d  cos  V^      d  cos  2, 


ds  ds  ds 

a*  cos  Xj^   a»  cos  r,    a"  cos  z. 


ds"         a«* 

Aus  17)  und  25)  folgt: 

i     _  _  r  p  sin  S 1«  1 

(7,  "^  ;^)  [""''*  ®  ■•"  ^*  («^-^)"]^= [^^" » + p*  («^  -  gy]  A . 

—,=  (|j)'  +  (p  co^  e  T  ^1  «n  ©)•, 

J              •    -ci  j^   ^         £k       ^         i       pcosS+J^sinS 
—  =zp  smB  +  Ji  cosß--^-  arciang 5-^-"^ 

Tj  OS  C7  CT 

TT 

Für  cos  Z| ,  CO«  1^1 ,  cos  Z|  lassen  sich  folgende  symmetrische  Gleichungen 
aufstellen:  ' 

CO«  Z,  =  cos  ö|  CO«  J^  +  — ^^  CO*  9t 


9j(^r 


P 

^dcosZ  _ 

ro5  F— r cos  Z 


ds 

a  cos  v^ 


ds 


^sr\ 


cos  Vt  =  CO«  Bi  cos  Y  H costp^  — 

p  o  s 

,  «m  8,    .         /        „dcosX  ^dcosZ\ 

+      — ^  stn  g»,  I  CO«  Z  — cos  X  —- I , 

p  \  OS  OS     / 

COS  Z,  =  CO«  ©1  cos  Z  +  CO«  Opi  — -— 

p  a « 


a« 

.  «t/1  8,    .        /       ^dcosY  ^^d  cos 

•i —  stn  gpj  I  CO«  X  — cos  Y 


p        •'  \  a «  .  a « 

DifTerentiirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Oleichungen  nach  « ,  eliminirt 

mittelst  der  Gleichungen  27)  die  zweiten  Differentialquotienten  von  cos  X^ 

cos  Yy  cos  Z  nach  «,  so  folgt : 

d  cos  Xi  V    .    -a      r    ,  dcosXr ^cos  8,  cos  opj   ,  «iw g>,     T 

— =  —  cosX  stn  61 .  £  +  -  „       \L  — — ? ^  +  — ^*  H 

ds  ^^     L  P  P        J 


.    /        „a  CO«  Z  „d  cos  Y\  [cos  0,  «I«  g?,  ,       co«  g>|     1 


r        ^ö. 

c?« 


ff  =  pcos  0,  «m  g>,  —  /  ~i  +Jj  sin  0, 
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Analoge  Gleiclinngon  erhält  man  für  —  -  — \  — - — ^.    Diese  Gleichungen 

o  s  ÖS 

in  Verbindung  mit  6)  geben:  p*  ==/.•  + ZT",  folglich: 

/>»  =  \Ys+P^^^  9>iJ  +  \p  cos  ö,  sin  9,  —  Cjj+  ^J  sin  ©,      . 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  28)  erhält  man  ferner : 

— ^— j —  =  (  —  —  L stn  öl  — p  cos  6,  cos  q>^  L  — p  sin  Kp^  H\  cos  X 
l  /dLcos^y    .    ^  ^  .    „dq>, 


d. 


[Leos  S.  -^  L  z/  cos  0,  +  -T—  I  «n  flp,   1  — r 

p\  d  s  d  s  J       ^^  }     d  s 

.  /.  .  A  r/a z CO*  ö.     „  ^  .  _. a <p, \ 

'^j[y—d-s-'^''^^''Trr''^ 

'{'{Leos  ©,  y^  +  LJcosSx+  'x-'jcos  (pi  J  {cos  F-^ cos  Z  1. 

Substituirt  man  die  analogen  Differenlialquotienten  von  cos  F  und  cos  Z  in 
48),  berücksichtigt p*  =  Z*  +  ir*,  so  folgt: 

^i  =  p  sin  ö|  sin  9,  +  cos  0,  (^+  -^] 

-?  (^  +^  '"* '")  FS  b  '"*  ®' ""  '''  ~  (l?+ ^)  *•■"  *•]• 

Mittelst  dieser  Gleichung  lassen  sich  9),  und  6|  so  bestimmen,  dass  di  =  J 
wird,  was  z.  B.  stattfindet,  wenn  0,  constant  ist. 

Setzt  man :  cos  X^  z=:^cos  ^  ,  cos  tf; ,  cos  F^  =  cos  g  sin  tj;,  C05  Z,  =  sin  g, 
so  gehen  die  Gleichungen  44),  4C)  und  47)  über  in : 
OTj  =  J,  +  (u—  q)  cos  q.coS'Hf, 
49)  y^  =  i^j  4-  iy  —  q)  cos  s  .  cos  1/;, 

Zi^=ti  +  {v  —  q)sin<5, 

§1  =  1     CO«  0  cos  g  cos  'i/;  +  I  sm  g  cos  ijjcos  ^- siw  t/;  —  I  p  s, 

51))    7]i=^  I  \cos  &  cos  g  si/i  1/;  + I  stn  g  sm  1/;  cos  g-~  +  cos  i(;  tt-  )    c>  s, 

e/  L  />     \  ^s  f^vJ 

/T       ^    .                   .  sin  S      ^     diDl  ^ 
{;,==   /  |cos0si;jg  + cos'g^    ^s, 
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Für  gssO  ist  die  Oeneratrix  der  deformirten  FUche  der  ory-Ebene  parallel, 
der  primitiven  Fläche  entspricht  eine  Fläche  mit  einer  Directrixebene,  so 
dass  beide  Flächen  gegenseitig  anf  einander  abwickelbar  sind.  In  diesem 
Falle  erhält  man  die  von  Minding  (Crelle's  Jonrn.  XVIII,  297  a.  305)  auf- 
gestellten Gleichungen : 

X,  =  (p  —  q)  cos -^  +  fcos  B  cos^  ds^ 
52)  yj  =  (»  —  q)  sin  af;  +  J  cos  9sin^  d  s, 

2j  =  +fsin  B  d  s 

Ts=^' 

Ist  die  Fläche  developpabel ,  so  hat  man  9  =  0.    Die  Oleichungen  19)  und 

n  1 

21)  geben  dann  y  =  —,/)  =  —  .     Entspricht  dem  Punkte  (a:,  y,  t)  der 
2  Q 

Punkt  (X| ,  ffi)  der  x  y-Ebene,  so  finden  für  denselben  die  einfachen  Oleich* 

nngen  statt: 

x^  =  (v  —  s)cost\f  +  J cosiif  d  s, 

^t  =s (v  —  s)sinHf  +  J  sin't^  d Sy 

/ds 
T 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  developpabeln  Fläche  durch  seinen  Abstand 
w  von  der  Wcndocurve,  so  hat  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
V  —  *=w  zu  setzen. 

§.5. 

In  den  Gleichungen  (49 — 51)  kann  man  |i ,  i^i ,  tiy  ?  und  ^  als  be- 
stimmte Functionen  von  s  ansehen  und  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die 
windschiefen  Flächen  bestimmen,  welche  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche 
derselben  Art  abwickeln  lassen.  Schliesst  man  die  developpabeln  Flächen 
aus  ,  so  kann  B  nicht  verschwinden ,  ebenso  kann  nicht  /^  =  0  sein ,  in  der 

Gleichung  51)  sind  also  die  Annahmen  ?  =  ^  oder  g  und  ip  gleichzeitig 

constant  auszuschliessen,  da  dieselben  p  =  0  geben. 

Gehört  der  Punkt  [x^ ,  ^i ,  z,)  einer  Rotationsfläche  um  die  Axe  der  z 
AI);  Ko  fiudet  die  Gleichung  statt: 

d.  i.  nach  51): 

(»  —  ?)  [(«'  —  ?)  cos  s  +  liCosi\f  +  lyt  sin  if;J  ^ 

+  («^  —  5')  I  (Si  *«"  ^  —  «?!  ^^^  "Vi  Sin<5 cos  g   cos  g-^ 

sinB          ,^                        .      V  ^1/^   .   *«w  ®    .      /v     .  \^^     ^ 
cos^{^^  cosij;  +tii  stu^)  —  H smg(S,ii;it^  — i|iro5tf;)  — =  0. 

p  O  o  p  G  9 

27* 
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Da  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  v  bestehen  soll,  so  müssen  die 
Factoren  von  {v  —  g)',  v  —  q  einzeln  verschwinden.    Hieraus  folgt: 

!-:=«■ 

53)  y     .  smS     ^ 

*  §1  s\n  t^  —  iy,  C05 1/;  = coi  c , 

P 
{i  C05  if;  +  i^j  m  ^  =  0. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  g  constant  ist,  setzt  man  ff=:tf,  so  giebt  die 

Gleichung  51)  p  =  j—.  cof  4.      Nimmt   man  in  den   Gleichungen  50)  das 

o  s 

untere  Zeichen,  so  geben  dieselben : 

ii=fcos  {ö — B)  cosij;  dSy     i^j  =fco8  {8 —  B) sin ^  3$^ 
i,=fsin{8—e)d8. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

-^  cos  '^f  +  -^  sin  ^  =  cos  (*  —  ©),     -^  sin  ^ r^*  cos  ^  =  0. 

OS  OS  OS  OS 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  g  =  J,  -r—  .  cos  ä  =  p  geben  die  beiden 

OS  , 

letzten  Gleichungen  53)  nach  s  differentiirt: 

d  sinS  sin  S 

:0,     cos{S — 0)=-. 


ds    p  ^  '       sm6 

k 


folglich  8  =  6  und  p  =  -- ,  wo  Ar  eine  Constante  bedeutet.   Die  Differen- 


tialgleichung  für  if}  wird  einfach  1  =  Arco«^-— ,  folglich: 

{i  =^  Jk  cos  8  cos'^d  'tl;  =  kcosd  sin  i(> , 
i|,  =  r  A:  cos  8  sin  iff  d  ^If  i=  -^  k  cos  8  cos  ^. 
fc=0. 
Die  Gleichungen  49)  gehen  hierdurch  über  in: 

a;,=  (t;  —  s  cos8)  cos 8  cosrj;  +  k  cos8.sinip^ 
y,a=  (»  —  s  cos 8)  cosS.sin^  — -  k  cos8  cosiff^ 
j,  =  (r  —  s  cos  8)  sin  8. 
Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar: 

ikcosSy       \ksinöy         ' 
was  die  bekannte  Gleichung  eines  Rotationshyperboloids  ist.    Die  Gleich- 
ung 10)  giebt  für  S  =^  8  entweder  g)=  ^  oder  ^  =  od.     Nimmt  man  zuerst 

n  1 

g>  =  — ,  so  geht  die  Gleichung  21),  wegen  p  =  — -,  über  in : 

_^  k  cos  8       k  sin  8 
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Diese  Gleichung  enthält  nach  §.  3  die  Bedingung,  für  welche  die  Haupt- 
normalen einer  Curve  gleichzeitig  Hauptnorinalen  einer  zweiten  Curve 
sind.    Aus  dem  Vorstehenden  folgt: 

Schneidet  die  Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  die  Gene- 
ratricen  unter  einem  constanten  Winkel  und  hat  diese  Linie  die 
Eigenschaft ,  dass  ihre  Hauptnormalen  gleichzeitig  Hauptnormalen 
einer  zweiten  Curve  sind ,  so  lässt  sich  die  Fläche  auf  einem  ein- 
schaligen Rotationshjperboloid  abwickeln. 
Nimmt  man  in  den  Gleichungen  10)  und  21)  ^  =  oa  also  auch  r  =  oo 

und  p  =  --,  80  folgt  1  =  —  k  sint  ——  oder  —  <p  =  - — :-  i .      Die    Gleich- 
k  °  ds  ^       kstni 

ungen  31)  geben  für  diesen  Werth  von  q>: 

X  =  (v  —  s  cosS)  sin ö . cos  ■     .    - , 
^  k  stn  ö 

—  y  =  (»  —  s  cos  5)  sin  d .  sin  - — r— r , 

2  =  (i7  —  s  cos  8)  cos  8  +  8. 
Durch  Elimination  von  v  und  s  folgt: 

z  +  k  sin8,  arclang  —  =  co<  J . ^(a:*+  y*). 

X 

Diese  Fläche,  welche  sich  ebenfalls  auf  einem  Rotationshyperboloid  ab- 
wickeln lässt,  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche  auf  der  Axe  und 
der  Helix  eines  Kreiscylinders  so  gleitet,  dass  sie  mit  der  Axe  des  Cyliu- 
ders  den  constanten  Winkel  8  bildet. 

Ist  B  constant^  Sz=z8,  nimmt  man  in  den  Gleichungen  50),  51)  a  con- 

^^ 
staut,  setzt  cos  a  -^^  =  p,  so  folgt: 

OS 

I,  =9(;o^(a  +  8)fcosi\>ds^  ij,  =  co5((y  +  8)J*sin^ds,  ii  =  s.sin  (a  +  8). 

Setzt  man  a  +  ^  =  — ,  so  hat  man  einfacher  J|  =  0,  iyj  =  0,  Ji=«s.     Die 

Gleichungen  49)  gehen  dann  über  in : 

oTj  =;  (»  —  s  cos  8)  sin  8  cos  rp 

y^=s  {v  —  s  cos  8) .  sin  8  sin  ^ 

54)  2,  =  (» S  C0S8)  C05Ä  -f-  «. 

sin  8  -^  =  p. 

OS 

n             COS  8 
Die   Gleichungen   19)  und  21)  geben,  für  6  =  ä  und  g)=  ■-,  p  = 

+ ' .     Die  Strictionslinie  der  deformirten  Fläche  ist  im  vorliegenden 

Falle  eine  Gerade,  hieraus  folgt: 

Schneidet  die   Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  die  Gone- 
.     ratricen  unter  einem  constanten  Winkel,  so  lässt  sich  die  Fläche  in 


398  Analytifch-geometrische  ünterßuchuBgen. 

eino  andere  deformiren,  deren  Strictionslinie  eine  Gerade  ist  and 
die  Generatricen  ebenfalls  unter  einem  constanten  Winkel  schneidet. 

Nimmt  man  d  =  — ,  so  geben  die  Gleichungen  54),  p=  —  gesetzt, 

55)  a:,  =  ö  cos'iif^  yi  =  »  stn  t/;,  2,  ==  5,  i(;  =  f  — . 

Da  r  eine  beliebige  Function  von  s  ist,  so  folgt  durch  Elimination  von  v 

und  s  eine  Gleichung  von  der  Form  j,  =  F  (  —  j,  was  die  Gleichung  einer 

n 
geraden  Gonoidfläche  ist.    Nach  §.  3  geben  die  Gleichungen  5)  für  0=  -— 

und  9  =  —  einen  Punkt  der  Fläche  der  Binormalen  einer  Curve  doppelter 

Krümmung  in  Function  von  v  und  s.   Hieraus  schliosst  man: 

Die  Fläche  der  Binormalen   einer  Curve  doppelter  Krümmung  ist 

auf  einer  Conoidfläche  abwickelbar. 
Nach  §.3  ist  eine  windschiefe  Fläche,  deren  Strictionslinie  die  Gene- 
ratricen orthogonal  schneidet,  entweder  Fläche  der  Binormalen  einer  Curve 
oder  eine  Conoidfläche.    Der  vorhergehende  Satz  lässt  sich  also  auch  auf 
folgende  Weise  aussprechen: 

Die  windschiefen  Flächen   mit  orthogonaler  Striction  sind  gerade 

Conoidflächen  oder  Deformationen  derselben. 
Ist  in  den  Gleichungen  55)  r  constant ,  r  ==  Ar ,  so  folgt  durch  Elimi- 
nation von  V  und  ^  :  z  =  A:  arciang  -^,  d.  h.  die  Gleichung  der  Schrauben- 
fläche.   In  diesem  besondern  Falle  ergiebt  sich  folgender  Satz : 

Die  Fläche  der  Binormalen ,  deren  Torsionsradius  constant  ist,  lässt 
sich  auf  einer  Schraubenfläche  abwickeln. 
Eine  conische  Schraubenfläche  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt ,  welche 
auf  der  Loxodrome  und  der  Axe  eines  Kreiskegels  so  gleitet ,  dass  sie  die 
Axe  immer  orthogonal  schneidet.  Sind  k^  und  k  beliebige  Constanten, 
wird  die  Axe  des  Kegels  zur  Axe  der  z  und  seine  Spitze  zum  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  genommen,  so  ist 'die  Gleichung  der  conischen 
Schraubenfläche : 

k  at'ciang  — . 
z,=  k^e  ""' 

Diese  Gleichung  gicbt,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  55),  logs  =  logk^  +  k.iff. 

Diflerentiirt  man  diese  Gleichung  nach  s,  berücksichtigt  —  =  — ,   so  folgt 

r  =  Ar.5.  Ist  also  der  Torsionsradius  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
proportional  dem  Bogen ,  so  ist  ihre  Fläche  der  Binormalen  auf  einer 
conischen  Schraubenfläche  abwickelbar. 
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Genügen  die  Wcrlho  von  x,,  y,,  ?,  aus  4D)  der  Gleichung: 

80  müssen  die  Factoren  von  {v  —  y)',  v  —  y  dor  resultirendon  Gleichung 
einzeln  verschwinden.    Man  erhält  so  folgende  Gleichungen: 

cos*GCos2^^=  0,  J,  cos^  —  i^i  ««'V'  =  ^  longc^  J,* —  i;i*=  2A: f,. 

Die  erste  dieser  Gleichnngen  giebti/;=  — .     Hierdurch  gehen  die  beiden 

letzten  über  in: 

56)  It  — i?i  =  *^2./««i7sr»lt*-i?,*=2Äf,. 

Für  t|;  =  —  gehen  die  Gleichungen  50) : 

I,  +  ri^:=ry2.J'cos&cosads  ,  ii=f  cos  B sine ds 


^-'.=±^^n%^r' 


s, 
P 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  geben  die  Gleichungen  56)  nach  s 

differentiirt:      • 

,    sinS  de       ,    ^   ,  Vi  -.y«  /•       Ä 

± ^  =^  -^ianga  ,  Jt  +  i^i  =  ^2/co*eco5fl  ^5  =  0, 

p        OS  OS  ^ 

folglich  6  =  —.    Für  ^  "=  -r  giebt  51)  (  —  )  =  p*,  nimmt  man  ^  =  />,  und 

2  4  \v  5/  0  S 

in  der  ersten  der  Torstehenden  Gleichungen  das  obere  Zeichen,  so  geht 
dieselbe  über  in: 

oder  tengf  g  = -r-.    Fiir  O  =  ~  geben  die  Gleichungen  10)  und  21)  <p  =  — 

K  A  '2 

und  jo  =  — .     Setzt  man  w  =  /  — »so  geben  die  Gleichnngen  :  lange  =  — » 

--=:—=  •-—  durch  Elimination  von  tf, 
3*        p         OS 

sz=ik  ,  fang  (w  —  »o), 
wo  oDo  eine  constante  bedeutet.    Findet  die  vorstehende  Gleichung  zwischen  « 
dem  Bogen  s  einer  Curve  zwischen  zwei  Punkten  77,  17,  und  dem  Winkel 
CO  —  «o,   welchen  die  Krümmungsebenen  in  77,   Z7,  mit   einander  bilden, 
statt,   so   ist  ^ie  Fläche   der  Binormalen   auf  dem   gleichseitigen   hyper- 
bolischen Paraboloid  abwickelbar. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit  die  Gleichungen  49)  auf  die  allgemeinen 
Flächen: 


anzuwenden,  die  Resultate  sind  aber  dann  äusserst  complicirt  und  scheinen 
eine' einfache    geometrische  Deutung  nicht   zuzulassen.     Zu  verhältuiss- 
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massig  einfachen  Resultaten  führt  die  Fläche,  deren  Directricen  durch  die 
Gleichungen : 

^1  =  0,2,  =  — Ar; 

gegeben  sind.    Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist: 

Substituirt  man  hierin  für  ic, ,  yj ,  z,  ihre  Werthe  aus  49),  setzt  die  Factoren 
der  Potenzen  von  v  —  q  einzeln  gleich  Null ,  so  erhält  man  fünf  Gleich- 

ungen.    Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  sin  g .  cos2q;  =  0,  d.  h.  tf  =  — ,  da 

augenscheinlich  nicht  tf  =  0  sein  kann.     Für  a  =r—  werden  die  übrigen  vier 

Gleichungen  sämmtlich  identisch  für: 

57)  i,  =  (t,  —  k)  cos  if; ,  17,  =  (f,  +  k)  sin^. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  50)  die  unteren  Zeichen,  setzt  nach  51) 

pr2  =  ^,  80  folgt: 

CS 

I,  y2  =:^J[cos %  +  sin  0)  cosiij  ds,  17,  ^2  =J*{cos  S  +  sin  S)  sin^  ds 

^  ^  i.yz  =f  {cos S  —  sin 9)  ds. 

Die  Gleichungen  57)  und  58)  nach  s  differentiirt  geben : 

cos  i(;  sin  6  =  —  (f ,  —  k)  p  sin  ^,  sin  -^  «m  6  =  (f ,  +  ä)  /?  cos  ^, 

folglich : 

sinS       ,    . 

=  /r«n2if;,  J,  =  —  kcos2tlf»    , 

P 

Die  beiden  Werthe  von  f,  geben: 

—  ky2 ,cos2'^^=  J {cos S  —  sin 0)  ds^ 

1             1        i.<«t          ..           >     .                 cosS       sin  9    _    .  -     . 

oder  nach  s  dmerentnrt:  4  k  sm  2^  = ,  d.  1.  wegen  k  sm  2p 

== ,  cot  0  =  5,  0  ist  also  con^tant.    Die  Gleichung =  Ar  sin  2t|;  nach 

P  P 

s  difi*erentiirt  giebt: 


oder: 


^ii'^-'y'y  [--{-)>'■ 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus: 

sin  0 


P  =  i 


y  [^*—  (2  V2.sine.s  +  k^y] ' 
wo  kl  eine  beliebige  Constante  bedeutet. 
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^^i^\^W^i/V>Vli^k/t^VW^^ 


Die  vorstehenden  Beispiele  werden  hinreichen  zur  Erlänierung  der 
angewandten  Methode,  alle  windschiefen  Flächen  zn  finden,  welche  Defor- 
mationen einer  gegebenen  Fläche  derselben  Art  sind. 


XV. 

Heber  die  Drehung  eines  Körpers ,  dessen  nrsprflngliclie 
Botationsaze  keine  seiner  freien  Azen  war. 

Von  W.  von  Rouvroy, 

K.  S.  GeneraUientenant  a.  D. 


Die  Technik  führte  in  neuerer  Zeit  auf  mannichfache  Fragen  über 
die  Rotation  der  Körper,  welche  sich  nicht  am  feste  Axen  bewegen;  allein 
die  wissenschaftliche  Beantwortung  solcher  Fragen  ist  so  schwierig,  dass 
auf  diesem  Gebiete  die  Theorie  noch  weit  hinter  der  Praxis  zurück  blieb. 
Man  versucht  zwar  gewöhnlich  die  vorkommenden  Fälle  nach  bekannten 
allgemeinen  Gesetzen  der  Bewegung  zu  beurtheilen ,  aber  die  Erfahrung 
zeigt  nur  allzusehr,  dass  dies  nicht  ausreicht.  Erscheint  sonach  ein 
tieferes  Eingehen  auf  die  Gesetze  der  Rotationsbewegung  überhaupt  ge« 
boten,  so  dürfte  vielleicht  auch  die  nachstehende  Untersuchung  einiges 
Interesse  gewähren,  wenn  sie  auch  nur  den  einfachen,  gleichsam  nur 
idealen  Fäll  behandelt,  welcher  in  der  Wirklichkeit  nie  ohne  gewisse 
Modificationen  eintritt. 

Ein  Körper,  dessen  Schwerpunkt  MFig.  1  Taf.  VIII  vorstellt,  drehe  sich 
in  einem  gewissen  Augenblick,  in  welchem  eine  seiner  freien  Axen  die  Lage 
MA*)  hat,  um  die  Axe  zB  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ir,  von  diesem 
Augenblick  an  aber  wirken  auf  den  Körper  nur  solche  Kräfte,  deren 
Richtung  durch  M  geht.  Um  den  Verlauf  seiner  Rotation  zu  untersuchen, 
denken  wir  uns  die  auf  zB  rechtwinklige  Ebene  Cyl)  mit  M  so  fortgehend, 
dass  die  Coordinatenaxeu  My,  Mx  und  Mz  stets  ihren  ursprttnglichen  Rich- 
tungen im  Räume  parallel  bleiben.  Wir  nennen  ferner  die  durch  die  Axen 
Jlfz  und  Af^  bestimmte  Ebene  die  Neigungsebene  der  freien  Axe 
MA  und  nehmen  an,  dass  diese  Ebene  nach  der  Zeit  t  in  die  Lage  zziB 
gekommen^ ist,  indem  sich  ihre  Durchschnittslinie  mit  der  unveränderlichen 
Ebene  DyC  um  den  Winkel  yMy^^^  ^  gedreht  hat.     Die  freie  Axe  MA 


*)  Der  grösseren  Dentlichkeit  weisen  sind  in  Fig.  1  Taf.  VIII  überall  nur  die 

Air<kn  Tfa.1ft.An   jIaip  frttiart    A«a*i    uvKVAfVAKAn 


vorderen  Hälften  der  freien  Axen  angegeben 
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selbst  sei  in  diesem  Augenblicke  in  der  Lage  Mz^  gekommen  und  Winkel 
zMzii^=j\  die  beiden  anderen  freien  Axen  seien  in  demselben  Moment 
i^^iii  und  Mxiii,  endlich  sei  der  Winkel,  um  welchen  zu  derselben  Zeit 
die  Axe  Mt/m  hinter  der  Knotenlinie  My^  ist,  d.  i.  Winkel  yii^yiii  =  9, 
Winkel  zMy^^  =^  —  j3,  zMxm^TC  — a,  d.  h.  die  Lage  der  freien  Axen 
Myui  und  Mxnj^  gegen  Mz  durch  die  Winkel  ß  und  a  so  bestimmt,  dass  die 
anfänglichen,  /  =  0  entsprechenden  Werthe  y^,  ßo  und  a^  der  3  Winkel  j\  ß 

und  a  ^        sind.    Der  anfängliche  Werth  von  g>  sei  (p^  und  kann  zwischen 
<•  i^ 

den  Grenzen  —  ^n  und  +  ^n  angenommen  werden  und  man  hat  daher  in 
den  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken,  deren  Katheten  in  dem  ersten 
\n  +j  und  ^71 —  9>,  im  zweiten  ^n  +j  ubd  (p  und  deren  Hypothennsen 
71  —  a  und  n  —  ß  sind;  je  nachdem  <Pq  positiv  oder  negativ  war: 

cos  «0  =  +  sin  g?o  SinJ^ 

cos  ß^  =  COS  q>  sinjQ, 
Für  die  späteren  Augenblicke ,  wo  a,  ß,  j\  <p  die  Grenzen  0  und  4  ^^  respec- 
tive —  4 TS  und  +  |?c  tiberschreiten  können,  treten  an  die  Stelle  der 
obigen  Dreiecksseiten  zuweilen  andere,  welche  zu  letzteren  addirt  oder 
von  letzteren  abgezogen,  die  Summen  oder  Differenzen  je  oder  2a  geben. 
Stets  aber  hat  man : 

cos*  a  =  sin*  g>  sin*j 
co^  ß  =  cos*  q>  sin*j  • 

und  bekanntlich  auch  noch  : 

2)  .  cos*a  -|-  co^ß  +  cos*j  =  1. 

Werden  nun  die  folgenden  Coordinatensysteme  unter  der  Bedingung  auf- 
gestellt, dass  in   denselben   die  Coordinaten   des   nämlichen  körperlichen 
Elements  durch  die  beigefügten  Accente  unterschieden  sind ,  nämlich : 
I)  das  System  der  a:,     y,     z   mit  den  Axen  Mx^    My^    Mz^ 

II)      n  ))  »     ^1»     y^^     Z\       »      n  »       ^^1»  ^^^n    ^«» 

III)    »       »       »»  ix^iu  yii)  ^u  *»    )i      »    ^^1»  ^yui  ^^u» 

IV)     n         M         ))    ^lu,  yiii,  ^iii     ,>     „        ,}      ^ÄTjii,  My^in  ^^u, 
so  geben  die  allgemeinen  Formeln  der  Coordinatenverwandlung : 
X  =  a»,ji  [cosj  sinif/  sin  <p  +  cosi\f  coS(p\ 
+  Vwa  [cosj  sini^f  cosq>  —  cosijj  sin  tp] 
+  ZmSinJ  sin'^, 

3)  y  =  x^  [cosj  cos  ^  sin  q>  —  sin  t/;  cos  9] 

+  yiu  [cosj  cos  7p  cosq)  +  sin  1/;  sin  9] 

+  %  sinj  cosilfy 
z=^  —  iCiu  sinj  sin <p  —  y^  sinj  cosq)  +  tyi  ^«^*- 
Da  MXfny  Mym  und  ilifc,,  die  freien  Axen  des  Körpers  vorstellen,  gegen 
welche  alle  Elemente  desselben  stets  die  nämliche  Lage  behalten ,  so  sind 
die  Coordinaten  x^y  ^^  und  %  Coustauten  und  die  vorstehenden  Gleich- 
ungen geben  daher: 
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4)  57  ^^  t^w  V^^^J  ^^^  tif  sttKp  —  stn^fj;  cos  q>) 

+  yiu  {cosj  cos^  cos  q>  +  5in  t(;  sin  q>)  +  Zia  sinj  cos  ^]  -^ 
+  [*m  {cosj  sinijß  cosq>  —  cos'^sintp) 

—  yiu  (,cosj  sin^  sin q>  +  cos^^lf  cos  ^)]  -^ 

+  [ — ^Bi  ^^J  **^^  ^^^^  —  Vm  ^^J  ^^  '^cosg>  +  «,„  cosj  mtf;]  ^ 

-^  =  [ —  arm  (cosj  sin il^simp  +  cos^  cos 9) 

/       .    .  .      \  ...      t^^ 

—  tfm  (COSJ  sm fpcosip  —  cos ^stnq))  —  z,u  stnj  stn^]  — 

+  [^ui  (cosj  cos  ^  cos  g>  +  sin  ^  sin  9) 

—  yu,  {cosj  cos  ilfStng>  —  5m  t/;  cos  q>)\  -r— 

+  [ —  aTy,  sinj  cos%f  sin  q>  —  y^  sinj  cos^  cos  <p  +  1^  cosj  cos^]  r^ , 

dz        .  ,  .    .    .      ^  dq> 

zr-  =  [—  Xm  stnj  cosfp  +  yiu  stnj  stn  gp]  ■^- 

+  [ —  ^lu  cosj  sin  9  —  yin  cosj  €OS<p  —  %  sinj]  j. 

Bezeichnet  man  die  Masse  des  körperlichen  Elements  a*ui,  y^^  zm  mit  m,  die 
Trägheitsmomente  des  Körpers  für  die  freien  Axen  Mx^^  My^x  nnd  Mz^^  mit 
A^  B  und  C  —  wobei  wir  auch  diese  Axen  selbst  die  Axen  A^  B  und  C 
nennen  wollen  —  und  setzt  man  endlich  das  Trägheitsmoment  fUr  die  Axe 
z  B  Fig.  1  Taf.  VIII  J,  so  ist: 

5)  -2?'"(V+2iu*)  =  ^, 
Sm[xy^+y,^)  =  €. 

ß.  i:m(x^-z,,f)  =  C—A, 

^  £m{yj^^—z^)^C  —  B 

und  weil  A^  B,  C  die  freien  Axen  sind. 

-2:marmyni=0, 

7)  2:ma:m2iu=0, 

2;mya  2,n  =  0, 

endlich  aber  auch: 

8)  T^==Acos^a^+  B  cos*  ft  +  ^  ^«^W 

Die  Ausdrücke   -^(^-li^-^-J^lM,    n^^^_-Z_llM.^     ^n(y,dz,~z,dyj)_ 

dt  dl  dt 

sind  bekanntlich  die  Momente  der  Bewcgungskräfto,  mit  welchen  sich  das 
Element  m  während  des  Zeittheils  dt   respective  um  die  Axen  Mz^  My 
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und  Mx^  dreht,  vorausgesetzt  dass  z.  B.  die  Drehung  um  Mz  von  Mt^  nacli 
Jlfy,  hin  erfolgt  und  mithin  die  Summe  der  Kraftmomente  mit  welclicr  dnr 
hier  betrachtete  Körper  zur  Zeit  /  =  0  rotirt,  —  rvT  lat.  Die  Differentiale 
der  obigen  Ausdrücke  sind  daher  die  Aonderungen,  welche  jene  Momente 
während  des  Zeittheils  dt  erleiden  und  bezeichnen  iV,  iVj  und  iVy  die  Mo- 
mente der  äusseren  Kräfte,  welche  während  desselben  Zeittheiles  die 
Kotation  um  die  Azen  Mz^  My^  und  Mx^  beschleunigon,  so  ist  allgemein: 

in  dem  hier  zu  erörternden  Falle  aber  später : 
10)  fNdi  =  '-n>T, 

X  n  tf  -~~~  tf  /7  X 

ZU  setzen.    Bildet  man  vermittelst  der  Gleichungen 3)  und  4)  m . , 

m . ;r ,  m . r- ,    difforeutürt  man    diese  Ausdrücke   und 

Ol  öl 

setzt  man  nachher  t^  =  0,  so  bekommt  man  die  allgemeinen  Glieder  der  in 
den  Gleichungen  9)  angedeuteten  Summen,  endlich  aber  durch  Anwendung 
von  5),  6)  und  7)  diese  Summen  selbst.  Man  kann  aber  auch  diese  Sum* 
mirungen  schon  vor  dem  Differentiiren  vornehmen,  wenn  nur  die  Sub- 
stitution von  ^  =  0  bis  nach  der  letzteren  Operation  verschoben  wird. 
Dies  giebt: 

S  Im I  =  —  ^    'dt        '^         ^~Yl  ^'""^  ^^'^^  ^^^^ 

{    x^^z^  —  «i^arA  A^'^^ .  ...  .,  ....  . 

X\m— — —^ — ^  j  =  —  -^  I  "^  (stnj cosj cosilf stnr g>^stnj stnilfsmg>cosqf) 

r-  (cosj  cos  tj;  sin  wcosm  —  sin  ib  co^  m) 

J 

+  -—  (^cosj  cos  ij;  sin  q>cos<p  +  sin  ^  sin*  y) 
dt  J 

^r^<p  .  .         d^f  .  .     .      1 

—       "^  *''**^  ^^^  ^  —  "^  ^'^-^  ^^^-^  CO*  t(;    , 


Von  W.  VON  BoüVROT.  405 


[  m  - — '—-,  '  "'  =A  I  j--  {sinj  cosj  8inilfsin*(p  +  sinj  cosißsinq>  cosq>) 


de 


—  oT  {posj  sin  ^  sin  q>  cos  y  +  co^tj;  co^q>) 
— —  {sinj  cosj  sin  i/;  cos*  q>  —  sinj  cos  yff  sin  gp  cos  q)) 

+  —  (cosj  sin  if;  sin  q>  cos  gp  —  cosiff  sin*<p)  1 

tdfp  d^  1 

—  sinj  stnilf  —  ~y  stnj  cosj  sin  i/;    . 


12) 


Wird  vor  der  Einführung  dieser  Ergebnisse  in  den  Gleichungen  9)  zur  Ab- 
kürzung : 

'17'^  dt  ^ 
d^f  dj 

11)  ^^Ji  ^^^  ^^^  ~  Ti ^^^^' 

r  =  ^  stnj  cosip  +  Y.  ^^^  <P-' 

P=BrcoSq>  +  Jqsinfp^ 
Q  =  Br  sing>  —  Jqcosq>    ' 
gesetzt,  so  findet  sich  zuletzt: 

Ndt  =  d[—  Psinj  +  Cp  cosj] , 

13)  Nidt=d  [ —  Pcosj  cosflß  —  Q  sin  ^  —  Cp  sinj  cos  ^] , 
Njidts=sd  [Pcosj  ««  tj;  —  ö  cos  ^  +  Cp  sinj  sin  tf;J 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiirungen,    nach  denen 
if;=:0  zu  setzen  war: 

Ndi^  —  Pdj  cosj— dP sinj— Cp  dj  sinj  +  Cdp  cosj, 

14)  N^di^Pdj  sinj  ^dPcosj  —  Q  drp  —  Cp  dj  cosj— Cdp  sinj, 
Nüdt=Pd^  cosj—dQ+Cp  df  sinj. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  in  der  nachstehenden  Weise ,  führt  man 
dabei  für  P  und  Q  ihre  Werthe  aus  12)  und  für  dy  und  diff  die  durch  Re- 
duction  von  11)  sich  ergebenden  Ausdrücke,  nämlich : 
-  -  ^  dj  =:  [r  sin  q>  — jq  cos  q>\dt 

L  sinj  J 

ein,  so  erhält  man  zuerst: 

[Ncosj—N^sinj]  dt=^ — Pdj  +  Ö  8t(;  sinj  +  Cdp, 

[( — Nsinj — JV;  cosj)  sintp  +  Ny^  cos<p]dl=(dPsinq> — dQ  costp) 

+  (Pcos<p  +  0  sinqi)  d ^  cosj  +  Cp  {dj  «n <p  +  ö  t(;  sinj  cos  <jp) , 

[( —  N sinj  —  iV, cosj)  cos (p  —  N^  sin <p]di^(d  Pcosq> +  dO  sin g>) 

+  { — Psing)  +  Q  cosqtjd'tlf  cosj  +  Cp  (dj  coscp  —  d'p  svij  sintp) , 

und  sodann: 
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[Ncosj  —  Ni  sinj]  di^{B  —  A)qrd(+  Cdp, 

16)  [—(Nsinj  +  NiCOSj)sintp+N^cosq>]di==Adq  +  {C—B)prdt, 
[^{NsinJ  +  Ni  cosj)  cosq)  —  N^  sin(p]di^ B  dr'--{C  —  Ä)pq dU 

Diese  Gleichungeu ,  deren  Entwickelung  hier  nach  früher  gemachten 
Notizen  aus  Litrow^s  jetzt  wohl  ziemlich  seltenem  grösseren  Handbuche 
der  Astronomie  gegeben  wurde,  enthalten  die  allgemeinen  Gesetze  dei^ 
Rotation  eines  Körpers,  für  welchen  die  Momente  der  in  jedem  Augen- 
blick wirkenden  äusseren  Kräfte,  nämlich  N^  Ni  und  iVn,  direct  oder  in- 
direct  als  Functionen  der  Zeit  t  bekannt  sind.  In  dem  hier  zu  untersuchen- 
den Falle  verwandeln  sich  den  Gleichungen  10)  gemäss  die  Integrale 
von  13,  in  denen  auch  noch  '^  =^  0  zu  setzen  war,  in : 
—  w  T=^  —  Psinj  +  Cp  cosj\ 

17)  0  =  —  P  COSJ  —  Cp  sinj\ 
0  =  f), 

und  hieraus  folgt  zunächst: 

P=wTsinj\ 
'  Cp^=^  ^tvTcosjj 

sodann  aber  auch  nach  den  Gleichungen  12)  und  l) : 

P  sin  q>      roT  sinj  sin  q>  rvTcosa 

,  =  ^^= -±-j-. 

'  Pcos<p wTsinJ  costp tvTcotß 

'•— — j— —  ß-  +        g—- 

Die  Verbindung  der  ersten  unter  den  Gleichungen  11)  mit  der  letzten  unter 
den  Gleichungen  18)  und  die  Einführung  der  Ergebnisse  10)  in  15)  liefert : 
d'iu        .      dq>      wTcosj 

dj       wT{A  —  B)  sin  j  sin  9  cos  cp 


21) 


dt  AB 

a^       wT{B  sin*  q>  +  A  cos^  tp) 


dt  AB 

während  sich  die  beiden  letzten  unter  den  Differentialgleichungen  10)  durch 
A  =  jyr,  =  ^„  =  0  in : 

Adq  =  —  (C—B)präi 

>  Bdr=  +  {C—A)pqdt 

verwandeln.    Hieraus  folgt  in  Berücksichtigung  von  18) : 
3^^         SC  -dr 

n>T{C—Ä)  '  qcosj 

wT{C—B)  '  rcosj 
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und  in  Vorbindung  mit  10) : 

AC +  dcosß 

fvT{C — Ä)  *  €08  a  cosj 


^^*^  ^^ BC_    •   ±dcosa 

fvT{C  -Sy  cos  ß  cos f 
Denkt  man  sich  die  ganze  bisherige  Untersachnng  so  wiederholt,  dass  da- 
bei die  Azeo  A  and  C  und  mithin  auch  a  undy  ihre  Rollen  wechseln,  an 
die  Stelle  von  q>  aber  ein  anderer  Winkel  9,  tritt,  so  bleibt  nicht  nur  die 
erste  der  vorstehenden  Gleichungen,  sondern  in  ipj  auch  ^r=  +  wTcosß 
umgeändert  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  der  ersten  Gleichung  22a), 
wenn  in  derselben  q  und  cosJ  durch  r  ausgedrückt  sind.  Ebenso  bleiben 
aber  auch  die  zweiten  unter  den  Gleichungen  226)  und  22a)  ungeändert, 
wenn  die  bisherige  Untersuchung  mit  Verwechselung  der  Axen  B  und  C 
und  der  Winkel  ß  und  j  wiederholt ,  an  die  Stelle  von  tp  ein  anderer  Win- 
kel (pii  gesetzt  und  in  22a)  r  und  cosJ  durch  q  ausgedrückt  werden.  Zur 
Bestimmung  von  91  und  g?,!  hat  man  10)  entsprechend : 

wTsinacoscpi        ,   wTcosß 
r  ^= ^  =  +  =- 

23)  ^  ^ 

wTsinßsmwn         ,  tvTcosa 

*= f =±-11— 

Wird  die  erste  der  Gleichungen  22)  durch  die  zweite  dividirt,  so  kommt : 

Adq_      {C^B)r 
Bdr~       (C—A)q' 
oder: 

2  A  {C—A)  qdq  +  2B  (C—  B)rdr  =  0, 
und  das  Integral  hiervon  ist,  wenn  D  dessen  Constante  bezeichnet: 

A  (C— ^)  q^  +  B  {C-  B^r'^D. 
rür/=0  ist  nach  10): 


Wird  daher: 


.  _  ^  T*  cos^  «0  _  n^'Pco^  ßo 

^~  ^         '  B^        • 


_      B  (C—Ä)  cos^  a,  +  A(C—B)  cos' ß, 
F=^ Js 


24)  F,  =  -g(^— Qfo^Vo  +  C(^A'^B)cos'ß, 


CB 
_C{B'-'A)  cos'  a^  +  A  {B-^-C)  cos'j\ 

gesetzt,  woraus  in  Verbindung  mit  2) : 

j_    AF CF, 

25)  C-A-A-^C 

Sf   ^  CF,i    . 
€~B~  B-^C 


folgt,  so  erhült  man : 
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and  mithin : 


ifinp         B{C—B) 


26) 


27) 
sowie  in  Berücksichtigung  von  25) : 


— /^   A{C—A)      A{C  —  Ä) 

.  =  +  7/  ^^^       Ac-^)^ 

-t    B{C—B)      B(C—By 
...         AF    .BC{B-Ä), 


.  ,».         BF     .    ACiA—B")    . 


-y  jA-c 

.        ,    ,/    CFa  AC(A-B)    , 


BC(B~A)    . 


Endlich  ist  für  den  Fall ,  dass  die  erste  der  Gleichangen  22)  zur  Unter- 
suchung der  Bewegung  der  Axe  A  and  die  zweite  jener  Gleichangen  zur 
Erörterung  der  Bewegung  von  B  benutzt  werden  8oll|  den  Gleichangen  24) 
and  27)  entsprechend. 

*    "     ^-c+(^-c)«^ri'^ 

Führt  man  in  22a)  die  Werthe  von  g,  r  und  cosj  aus  26)  und  28)  ein,  be- 
zieht man  die  oberen  Zeichen  auf  die  Zeiten,  in  welchen  q  und  cosj^  re- 
spective  r  und  cosj  gleiche  Zeichen  haben,  die  unteren  Zeichen  auf  den 
entgegengesetzten  Fall,  behält  man  sich  endlich  vor  Y — FF^  und  y — FF^ 
stets  mit  demjenigen  Vorzeichen  zu  nehmen,  bei  welchem  d/ positiv  aas- 
fällt, so  lassen  sich  die  für  dieses  Differential  erhaltenen  Ausdrücke  wie 
folgt  ordnen : 

^^_        B/aC  ±dr  

30)  tv^'py-FF'//        B(C-B).\(^       B{A-B) 


Das  Verfahren  bei  der  Integration  dieser  Gleichungen  hängt  wesentlich 
davon  ab,  ob  die  in  denselben  vorkommenden  Factoren  von  r'  und  ^  posi- 
tiv oder  negativ  sind,  und  in  30)  auch'  davon,  welcher  von  diesen  zwei 
Factoren  der  grössere  ist.     Zur  leichteren  Uebersicht  wird  daher  in  der 
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Folge  Überali,  wo  nicht  eine  Ausnahme  ausdrücklich  ausgesprochen  ist,  die 

Voraussetzung  gemacht,  dass 

entweder  A<  B  <  C 

oder  A>  B>C 

ist,  so  dass  C — Aj  C — B,  B  —  A  und  ^gleiche,  F  und  F^  hingegen  ent- 

XT        .  1^       .    1         j.    T,       ,       ^^      B  —  A      CFi     B  —  C^ 
gegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Brüche  t; -y  ~ -,  - — p^,  — 

— - — ,  — - —  aber  sämmtlicb  positiv  sind.     In  Berücksichtigung  dieses 
F  /»i 

letzteren  Umstandes  kann  man  setzen: 

AF 


32) 

«m*  \f, 

C—A 

und  hieraoB 

folgt  in 

Verbindung  mit 

25): 

33) 

cos*  (l  - 

~  A  —  C 

Der  spitze  Winkel  /n  steht  also  zu  der  Axe  C  ganz  in  derselben  Beziehung, 
wie  sein  Complementswinkel  zur  Axe  A. 

Damit  endlich  in  30)  der  Factor  von  r*  in  der  ersten  Parenthese 
grösser  ist,  als  derjenige  in  der  zweiten  Parenthese,  setzen  wir  noch  vor- 
aus, die  Vertheilung  der  Bezeichnungen  A  und  C  sei  unter 
dem  kleinsten  und  grössten  der  Trägheitsmomente  der  freien 
A  X  e  n  so  geschehen,  dass : 

C—B      A—B 

< 


BF    ^     BF^ 
also  umgekehrt: 


d.  h.: 


^,—  cos*  «0  <      ^      cos'j. 


wird.    Alsdann  hat  aber  auch  F^  das  nämliche  Vorzeichen,  wie  B — C,  so 
dass  man,  mit  fi|  einen  spitzen  Winkel  bezeichnend, 

CF 

34)  -V.-^. 

mithin  nach  25) : 

,  BF        B(C—A)   ., 

COS  Ui  = =  — ^^ stn  u 

^'       C-^B       A(C—B)        ^ 

setzen  kann.    Durch  Einführung  dieser  Winkel  /n  und  fii  in  27)  und  29)  er- 
giebt  sich: 

ZeiUehrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  iX.  6.  28 
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.      ,    BA{R-C)    . 


Verfährt  man  eben  so  mit  den  Gleichungen  30)  und  31)  und  setzt  man  da- 
bei znr  Abkürzung : 

ABC 


IT«  7*  sin  II  cos  (i  j/{C—  Af ' 
AB{C—B^ 


35) 


ti^T'sin^yiiC-Ä)' 

CB  jB—A) 
fv^T^cos'ii^C—A)' 

acj/7b 


h,z 


«1  = 


w^'PsiniJL  siniiy]/JC—A)  (C—  B) ' 
A" 


n^T*  sin^fi 


.t„» 


^ AC(B-^A) 

^"^w^Psin^li^^C—By 
so  verwandeln  sich  die  genannten  Gleichungen  in 

30«)  dt=^h  -^"^ 


j/(l_ar»)(l  — fer«)" 
Tdq 


31a)  dt  =  h,.—._ 

Wird  in  diesen  Gleichungen  anstatt  der  periodisch  zu-  und  abnehmenden 
Variabein  r  und  q  eine  neue  Veränderliche  k  eingeführt,  welche  von  (=0 
an  positiv  ist  und  mit  t  stetig  wächst,  indem  man  in  30a): 


ya  y     a  —Va 


yc  - 


JI=  *' 


setzt,  so  geben  beide: 


f     «1  +  *i  V(i\ 


36)      '  di  =  H 


H^      ^ 


37V  tvTcosiit     {C—Ä){C—B) 


yv  —  c^sin^k 
/^    (C-^)(C- 


indem: 


-"/'J^r 
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r r=  +  -==  «nfi  stn  Xi/ 

38)  -yAB  r    C-B 

gr  =  +  -—  sin  fi  cos  k 

wird. 

Die  Einftibrting  dieser  Ausdrücke  in  27a),  20a),  10)  und  23)  verwandelt 
diese  Gleichungen  in : 

21b)  sin^J  =  W/iV  +  ^L_  J ««V sinn. 

296)  sin*  a  =  co^  fi  +  tin*  fi  sin*  k 

sm*ß  =  sm^ik,  +  T^^ZT^J  *»«V  ^^^ 

=  sin^iii  +  cos*iii  cofk. 
B{C — J)  sin* II  sin* k      coal^iiisin*k 


19a)  co^q>i  = 


sin*j      * 
B {C —  A)    sin*jisinFk cosF fi| «in*  k 


A(C—B)         sir^a  sin*a       * 

.  sin*fiLeos*k 

stn  opu  = ;  ^  , — • 

^"  sin*ß 

Endlich  geben  276)  nnd  206)  oder  10)  noch : 

co^j  =  cos*fA  —  ^/^_  J  Jw'f»  «n*A , 

39)  CO«*  a  ==  5i>i*  fi  cos*  A , 

CO«*  ß  =  co^  fii  sin*  k  =  -77^; ^  sin*  fi  sin*  k 

A  \C'~^  By 

und  der  Gleichung  2)  entsprechend : 

co«'of  +  coi^ß  +  co^j  =  1. 

Entspricht  r  =  0,  A  =  i«,  so  ist  30)  gemäss : 


stn 


^'  cos  Hl        —y  BF 


mithin : 


^  +  7/  A{C—B)cos*ß, 

-^y    B{C~A)cos*ao  +  A{C—B)cos'ß^' 

—  cosa^y   BiC—A) 

p         n         A —.  B 

Für  — TT"  =  — = —  wird  a  =  6,  F^.  und  fi|  Null  und 
.  .„       B(C— .4)      . 

Setet  man  dies  in  19«)  ein,  so  findet  sich  für  diesen  besonderen  Fall : 

_A{C-B) 


*')  *•■"*''"  ^  5  (c-^y 


28* 
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Der  Winkel  cpi,  ist  also  in  diesem  Falle  constant;  auch  zeigt  die  letzte  der 
Gleichungen  21),  wenn  man  in  derselben  ß  mit  C,  ß  mit 7,  <pu  mit  q>  ver- 
tauscht, dass  gerade  an  der  durch  41)  bestimmten  Stelle-^  das  Zeichen 

wechselt,  d.  h.  durch  0  hindurchgeht.  Aus  dem  Umstände,  dass  hier  ^1 
=  0  ist,  folgt  ferner  34)  gemäss : 


BF   _    _B{C'-Ä) 


sin^  (i 


C—B  A{C—B) 

und  es  ist  also  in  diesem  Falle : 

42)  „„V  =  ;^^^. 

Die  Gleichung  30a)  verwandelt  sich  endlich  durch  0  ==  (>  in : 

1  —  ar* 
Zugleich  wird  aber  in  Gemässheit  von  19),  35)  und  42)  ^rVa  :=:cosß^ 
indem  anfanglich  cos  ß  positiv,  d  cos  ß  negativ  und  daher  das  untere  Zei- 
chen zu  nehmen  ist.    Man  erhält  daher : 

l—cos^ß 
und 

431  t-lHloa[  0±^Slh')SLzS^)  1 

43)  *-^"^'^[(i-cosß,)il  +  cosß)y 

\Die  Zeit,  nach  welcher  ß  =  ^n  wird,  findet  sich  also: 

'  ^ll— COS  ß^J 

und  die  Zeit,  binnen  welcher  ß  die  Werthe  0  und  n  bekommt,  —  00  und 
+   00. 

Nach  den  vorstehenden  Ergebnissen  lässt  sich  nun  ein  deutliches  Bild 
von  der  Bewegung  der  3  freien  Axen  entwerfen.  Zunächst  folgt  aus  den 
Differentialgleichungen  21),  dass  unabhängig  von  dem  Grössenver- 

hältniss  der  Trägheitsmomente  A^  B  und  C,  -^  stets  positiv  ist,  die 

Neigungsebene  jeder  freien  Axe  dreht  sich  also  unausgesetzt  in 
der  ursprünglichen,  z.  B.  in  Fig.  1  Taf.  VIII  für  die  Axe  C  durch  den  Pfeil 
angedeuteten  Eichtung.  Ferner  ist  d  9  cosj  der  Winkel ,  um  welchen  sich 
die  Knotenlinie  My^  in  der  Ebene  Ex^yx\i  während  der  Zeit  di  dreht,  und 
dq>  der  Winkel,  um  welchen  die  Axe  B  während  derselben  Zeit,  in  Ver- 
gleich mit  -Wy,i  —  d.  h.  also  nur  relativ  —  rückwärts  geht.  Die  erste  der 
Gleichungen  21)  ist  daher  nichts  anderes,  als  die  ümkebrung  des  bekannten 
Satzes,  nach  welchem  man  die  gleichzeitigen  Drehungen  eines  Körpers 
um  drei  auf  einander  rechtwinklige  Axen  auf  eine  einfache  Drehung 
zurückführt.  Bezeichnet  ferner  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  mau 
allgemein: 
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2ii«-fili  li 

.  /•  __ai ^  /• dk^ 

^  J  Vi  — <^ sinn  ~J  Vl  —  c*sin*l 

Die  ganze  Bewegung  der  freien  Axen  um  die  arsprüngliche  Rotationsaxe 
z  B  Fig.  1  Taf.  VIII  zerfällt  daher  in  einzelne  auf  einander  folgende  Oscil- 
lationen,  die  wir  uns  so  begrenzt  denken  können,  dass  für  den  Anfang 
und  das  Ende  jeder  Oscillation  X  die  Form  2nn  hat,  wobei  natürlich  /=:0 
nicht  gerade  ein  Oscillationsanfan^  zu  sein  braucht.  Zählt  man  aber  die  • 
Zeit  immer  wieder  von  dem  Beginn  einer  neuen  Oscillation  an,  so  haben 
in  allen  Oscillationen  für  gleiche  /  auch  die  Quadrate  der  Sinuse  und  Co- 
sinuse  aller  von  /  abhängigen  Winkel  gleiche  Grösse  und  es  lässt  sich  vor- 
aussehen, dass  dies  auch  von  jenen  Winkeln  selbst  gelten  wird. 

Beteachten  wir  nun  eine  derartige  Oscillation  specieller,  so  ergiebt  sich : 


für  A  =  0 

=  \n 

=  n 

=  ln 

sin^j  =  sin*  ^ 

co^g)=0 

51«*  a  =  sin*  (4  «  —  fi) 

C05^9),  =0 

5«»(J«  — 

1 
1 

f*.) 

sin*  fi 
0 

0 

sin*  (^71  — 

1 
1 

COS*(Ai 

sin^ß  =  1 

sin*iiy 

1 

51/1  Vi 

«>l*g)„  =  5l>t*|tt 

0 

sin*  li 

0 

Berücksichtigt  man ,  dass  sich  die  vorstehenden  Winkel  j\  q>  u.  s.  w. 
nur  stetig  ändern  und  alle  aufgeführte  Werthe  ihrer  trigonometrischen 
Linien  entweder  Maxima  oder  Minima  (z.  B.  sin*j  =  sin*ii  ein  Minimum) 
sind,  so  ergiebt  sich  zunächst  Folgendes: 

1)  Der  Neigungswinkel  y  der  Axe  C  nimmt  periodisch  von  (i  bis  ^^r  — fi| 
EU  und  ab,  erreicht  also  nie  die  Grenzen  0  und  ^n. 

2)  In  dem  schon  früher  hervorgehobenen  "besonderen  Falle  a=:l,  fii=0 
sind  die  Axen  A  und  C  in  gleich  günstigen  Verhältnissen,  allein  die  Zeit, 
in  welcher  ihre  Neigungswinkel  die  Grösse  ^n  erreichen,  ergab  sich  bereits 
=  00,  indem  in  diesem  Moment  ß^=^n  werden  müsste. 

3)  Auch  abgesehen  von  diesem  besonderen  Falle  erreichen  die  Neig- 
ungswinkel  a  und  ß  nie  die  Grenzen  0  und  it,  die  Sinuse  derselben  sind 
daher  stets  positiv.    Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  21)  folgt  ferner,  daaa 

da wT  [C —  B]  sin a  sin 9,  cos 9)) 

dt  BC 

d ß ^J^w T [A  —  C]  sin ß sin tjpß cos (p^ 

'di~  IC 

iat  und  hieraus  ersieht  man,  dass  du  und  dß  nur  mit  sinq>^  cosq>^  respective 
sinq>^  cosq>^y  das  Zeichen  wechselt.  Nun  tritt,  wie  die  obige  Tabelle  zeigt, 
weder  für  Äi>ia=l,  noch  für  sinß=^l  ein  solcher  Zeichenwechsel  ein  und 
daher  müssen  a  und  ß  an  der  Grenze  ^7t  anlangend,  dieselbe  auch  jedesmal 
überschreiten ,  d.  h.  diese  Winkel  nehmen  peripdisch  a  von  \n  —  fi  bis 


.^i.:i  j   - 
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\n'\-  fi,  und  ß  von  /uj  bis  7s-^fi,  zu  und  ab.  Bei  der  Axe  Aist  diese  grosse 
Schwankung  nicht  durch  die  Grösse  ihres  ursprünglichen  Neigungs- 
winkels Uq  an  sich,  sondern  nur  durch  das  Verhältniss  dieses  Winkels  zu 
^0  bedingt.  Bei  derjenigen  Axe  B  hingegen,  deren  Trägheitsmoment  der 
Grösse  nach  das  mittlere  ist,  tritt  die  soeben  erörterte  grosse  Schwankung 
auch  dann  ein,  wenn  ihr  ursprünglicher  Neigungswinkel  j^^  noch  so  klein 
war.  Das  Gleichgewicht  der  Fliehkräfte  ist  demnach  für 
diese  Axe  ein  ganz  unsicheres,  auf  welches  in  der  Praxis  nie  ge- 
rechnet werden  darf. 

Für  A.  =  0  ist  ß=:3  4^  und  die  Axe  B  rechtwinklig  auf  der  Knotenlinie 
itf^ii  Fig.  1  Taf.  YIII,  mithin  die  Ebene  der  x^  z^  zugleich  die  Neignngs- 
ebene  von  C,  j  =  i^y  a,  entweder  ^n  —  f»  oder  ^n^  +  fi.  Da  man  aber  den 
durch  40)  bestimmten  Winkel  X^  beliebig  um  n  grösser  oder  kleiner  neh- 
men, d.h.  den  Beginn  unserer  Oscillation  beliebig  um  dk^nvor  oder 
zurück  schieben  kann,  so  setzen  wir  voraus,  Iq  sei  dergestalt  gewählt,  dass 
in  Bezug  auf  a  der  erste  der  zwei  oben  angeführten  Fälle  eintritt  Hier- 
durch ist  bestimmt,  in  welcher  Weise  j  und  a  von  il=0  an  sich  ändern; 
bei  ß  hingegen  bleiben  noch  zwei  mögliche  Fälle  I)  und  II)  zu  unter- 
scheiden.   Mit  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  erhält  man: 


ür  A=0                 =4^ 

=» 

=  4« 

=  2» 

J^li               i^  — f*i 

h 

if-h 

<* 

a=5j» — ft         4« 

kn  +  (i 

4« 

4«— ft 

)  I.  \n             «  — fi, 

i« 

»»I 

4« 

4« 

»—Ml 

4«. 

Da  ctq,  ß^  und  Jq  kleiner  als  ^n  vorausgesetzt  wurden,  so  muss  X^  in  dem 
vorstehenden  Falle  I  im  vierten  Quadranten,  im  Falle  II  hingegen  im 
ernten  Quadranten  genommen  werden. 

In  Betreff  des  Winkels  q>  ist  zuvörderst  zu  bemerken,  dass  in -^(21) 

cosj  stets  positiv,  die  darauf  folgende  Parenthese  aber  positiv  oder  negativ 
ist,  je  nachdem  C^A,  Im  ersteren  Falle  eilt  also  die  Neignngaebene  der 
Axe  C  dem  Körper  in  der  Drehung  voraus,  im  letzteren  Falle  bleibt  sie 
hinter  demselben  zurück.  Da  übrigens  q>  eben  so  oft  einen  Kreisquadran- 
ten überschreitet,  wie  A,  so  lässt  sich  von  Xz^Xq  q>=g>Q  aus  leicht  abzählen, 
welcher  Werth  von  g>  einem  gegebenen  A=n7t  entspricht. 

In  dem  Differentialquotienten  -^  ist  natürlich  gerade  umgekehrt  der 
qt>,  enthaltende  Factor  positiv  oder  negativ^  je  nachdem  ^^  C,  einen  Zei- 
chenwechsel  von  -^  bringt  aber  nur  die  Zßichenveränderung  von  cos  a  her- 
vor und  diese  tritt  für  X^=\n  und  Xt=^\n  ein.  In  diesen  Momenten  erreicht 
daher  ^i  seinen  grössten  )ind  seinen  kleinsten  Werth  und  da  zwischen  bei- 
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den  entweder  ips=:  +  ^n  oder  q)=:  —  ^n  liegt,  so  crgiebt  aich  überhaupt 
nachtttehende  Keihenfolge  der  Werthe  von  q>i: 

fürA  =  0  In  n  \it 

wenn<Po>0<  .^.  ^    ^'      \  \ 

wenn9)«<0{  i  \_  i 

Aehnlicfa  verhält  es  sich  mit  g>u;  wie  bereits  oben  gezeigt  wurde,  wechselt 

der  9ii  enthaltende  Factor  von  ---^  erst  mit 

öl 

sein  Zeichen  und  nnr  erst  in  dem  Ausnahmefalle  ^i  =  0,  in  welchem  ^n 
constant  ist,  erreicht  sin^ ^  die  vorstehende  Grenze.  Die  Maxima  5tn' qpu 
=  m'fA»  bei  denen  die  Zeiehenänderung  von  cosß  auch  das  Zeichen  von 

-Rändert,  treten  daher  jedesmal  ein,  ohne  dass  die  Veränderung  von  ^^u 

selbst  etwas  dazu  beiträgt.     Die  Keihenfolge  der  Werthe  dieses  Winkels 

ist  demnach : 

farX  =  0  \n       n       f«       2n 

entweder     (l)     g>ii=3  —  f*       0       +^       0       — ^ 
oder  (2)     g>u  *=  +  f*       ^      —  ft      0       +  fi. 

Findet  in  Betreff  der  Aenderungen  von  ß  der  oben  sob  I  angeführte  Fall 

statt,  so  ist  von  l,^=i^7t^  ß=n  —  jüi,  (pn=0  aus  -^  negativ,    mithin   [A  —  C\ 

d.  h.  entweder     C^  B^A  und  g>u > ^ 

oder  C<J9<^    „     9u<0. 

Aus  der  von  21)  abgeleiteten  Gleichung: 
a9>B      wTcosßi 


\c  sin*  9,1  +  A  cos^  (pn  —  —  J , 


dt      .      AC 

in  welcher  für  den  hier  zu  betrachtenden  Moment  cos  ß  negativ  und  ^^u^O 
ist,  erhält  man  ferner  für  denselben  Moment : 

ag)u       wTcosß 


dt  BC 


:{B-C) 


und  hieraus  folgt,  dass  für  C  >  ^  -~  positiv  und  von  da  aus  auch  «pn  po- 
sitiv ist,  wie  es  der  Fall  I  der  Veränderungen  von  ß  und  der  Fall  1)  der 
Veränderungen  von  (p^  bedingen.  Beide  Fälle  passen  also  zusammen,  wäh- 
rend für  C<^B<  A  umgekehrt  der  Fall  2)  dem  Fall  I  und  der  Fall  1)  dem 
Falle  II  entspricht. 

Ob  übrigens  die  Reihenfolge  der  Werthe  von  ß  die  in  I  oder  die  in  II 
angegebene  ist,  hängt  von  dem  Zeichen  des  Anfangswerthes  ip^  von  <p|,  ab* 
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Bleiben  wir  z.  B.  bei  der  Annahme  C^  B  '^  A  stehen  und  setzen  wir  zu- 
gleich (po^C  0  voraus,  so  treten  die  Fälle  I  und  1)  ein;  denn  bei  diesen 
Fcällen  ist  Aq  im  vierten  Quadranten  zu  nehmen,  wo  in  der  That  tpx\  negativ 
ist.  Schlüsslich  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Fälle  I  und  II  von  ein- 
ander nur  dadurch  unterscheiden,  dass  bei  denselben  die  entgegengesetzten 
Seiten  der  Axe  B  mit  der  ursprünglichen  Drehungsaxe  Mz  Fig.  1  Taf.  VIII 
den  spitzen  Winkel  ft  bilden. 

Denkt  man  sich  die  Drehung  des  Körpers  schon  vor  dem  eigentlichen 
Anfang  derselben,  aber  ganz  nach  den  oben  entwickelten  Gesetzen  in  einem 
Augenblick  begonnen ,  in  welchem  )l=0  war  und  zählt  man  die  Zeit  /,  wie 
wir  es  nun  stets  thun  wollen,  von  diesem  Augenblicke  an,  sogiebt  nach  36): 

Jyi  — ersinn 

die  Grösse,  um  welche  auf  diese  Weise  der  Nullpunkt  von  t  rückwärts  ver- 
legt wird  und  sodann : 

X 

45)  t^H  1—=. . 

J  j/i^c^'sin^X 

0  '^ 

die  Zeit ,  zu  welcher  k  einen  durch  die  Winkel  j\  ß,  a  u.  s.  w.  gegebenen 
Werth  bekommt.  Ist  also  eine  gewisse  Stellung  der  Axen  C,  A^  B  gegeben 
und  die  Zeit  gesucht,  in  welcher  sie  diese  Stellung  erhalten,  so  hat  man 
die  obere  Grenze  des  Integrals  45)  aus  einer  oder  der  anderen  unter  den 
Gleichungen  276),  296),  39)  und  19a)  zu  berechnen  und  sodann  den  Zahlen- 
werth  jenes  Integrals  zu  bestimmen.  Verlangt  man  dagegen  die  Lage  des 
Körpers  für  eine  gegebene  Zeit,  so  ist  aus  letzterer,  d.  h.  aus  dem  Quo- 
tienten --  die  Grenze  X  des  Integrals   zu  bestimmen  und   in    den  obigen 

Gleichungen  einzusetzen. 

Wird  z.  B.y,  a  oder  ß  gegeben,  so  erhält  man  durch  eine  leichte  Re- 
duction  der  Gleichungen  39): 

,,,,,, -^(C-B)[cos^t,-cos^j] 

cos^  X  s= 


sin*  II 


.  ,  ,        cos^ß 

Der  Quadrant,  in  welchem  X  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  natürlich  auf 
ähnliche  Weise,  wie  es  bereits  bei  dem  Winkel  X^  erklärt  wurde. 

Das  in  den  Gleichungen  44)  und  45)  vorkommende  Integral  ist  be- 
kanntlich die  elliptische  Function  der  ersten  Art,  oder  nach  der  von  Lä- 
gendre  eingeführten  Bezeichnungsweise  F  (^c,  3l),  Jfue  Gleichungen  kön- 
nen daher  auch  gesc.hrieben  werden ; 
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^^^^^.f\^^^. 


44)  v<,  =  ür^(c,Ao), 

45)  r  =  irF(c,X). 

Ist  69  nun  auch  hier  nicht  der  Ort  sor  Discnssion  dieser  Functionen, 
80  sei  es  doch  gestattet,  zur  Bequemlichkeit  eines  oder  des  anderen  Lesers 
die  numerische  Berechnung  derselben  oder  ihrer  Grenzen  kurz  zusammen- 
zustellen. 

Bezeichnet  ganz  allgemein  F  eine  Function  der  Veränderlichen  1, 
welche  von  der  letzteren  nichts  anderes  als  gerade  Potenzen  ihrer  Sinuse 
enthält  und  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist: 

J     Fdk=:2nJ      ^aX+    r    Fdl 
0  0  0 

f   FdX  =  2n  J      Fax-    r   FdX, 
0  0  0 

Durch  Anwendung  dieser  Gleichungen  kann  /"(c,  A)  allemal  in  gleichartige 
Functionen  von  solcher  Beschaffenheit  zerlegt  werden,  dass  in  denselben 
die  obere  Integralgrenze  X<,^n\si  und  die  Berechnung  der  letzteren  lässt 
sich  dann  auf  nachstehende  Weise  ausführen : 

Es  sei  das  Complement  des  Moduls  c,  d.  i.  ^I  —  c'  =6  und 

so  dass  also  c^,  b^  und  }}  zu  c,  b  und  X  ganz  in  derselben  Beziehung  stehen, 
wie  diese  zu  q,  bi  und  Xf.   Man  hat  dann  sogleich: 

i  +  b  1+c»' 

~l  +  <?i'     2/y^    c    '      ~^~/7 
und  vermittelst  einiger  Bechnung: 

sin  (2  A* — A)  =  c  sin  X, 
Zugleich  aber  ist  nach  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  kann  F  (c,  il)  ebensowohl  in  eine  gleich- 
artige Function  mit  kleinerem  Modul  C|,  als  in  eine  ähnliche  Function  mit 
grösserem  Modul  &  verwandelt  werden.  Wiederholt  man  mit  den  auf  die 
erste  Weise  erhaltenen  Functionen  immer  wieder  dieselbe  Umgestaltung, 
so  kommt  man  sehr  bald  auf  einen  Modul  c„,  welcher  =  0  gesetzt  werden 
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kann.    Zur  leichteren  Ausführung  dieser  Transformationen  nehme  man  all- 
gemein Ci  =  sin  @£,  mithin  6,==cof  ^z;  denn  dann  ist: 

U.  8.  W. 

Nach  der  Berechnung  dieser  Grössen  ist  dann  (wegen  c«  =  0)  F(c„  A«)  =^  1„, 
sowie: 


d.  h.  für: 


nM)=^^(..«=^nc..'.)=. 


.=/' 


bi  6u  ^m bn 

b 


Da  sich  6i,  ^n . . . .  immer  mehr  der  Einheit  nähern,  so  nähert  sich  auch 
--^  immer  mehr  der  Grenze  2.  Für  A  =  ^n  ist  diess  gleich  anfänglich  der 
Fall  und  daher  sogleich : 

Wird  F  {Cy  iL)  in  gleicher  Weise  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
transformirt ,  so  kommt  man,  besonders  wenn  c  gross  ist,  sehr  bald  auf 
einen  Modul  c^'^\  welcher  =  1  gesetzt  werden  kann,  so  dass  mau: 

0    '^ 
erhält«    Zur  Ausführung  dieser  Transformationen  hat  man  für  c('>  =  cos  6<*'> 

6»  =m6*  =/^^e      «i»(2X*  —  A)  =c  sink 

6"  =sin€f^=ig'\»     sin[^V^—}})  =c'sinX' 

6»»  =  m©»'=f^4ö"     5i«(2X"»  — A")=c'»mA" 

u,  s.  w. 

Sodann  aber  ist  für: 


^J=j/t^^ 


,  c(n-l) 


C 

F{c,  X)  =  2»  log  tg  {\n  +  |1<")) 

Ist  die  Zeit  iy  mithin  der  Quotient  -tz^=Q  gegeben ,  so  lässt  sich  der  Bruch 

M 

0  R 

TTT — i— T    entweder   auf   die   Form  2«  +  ■ ,, — ,-     oder    auf    die   Form 
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s^^^i^.^k^^.^y".'Nr^^^^^.^>\^>^>s<»^>s 


2w— — ; — i^  ^""S®*^»  ^^  ^  ®^"®  ganze  positive  Zahl  und  -R<  F  {c,  j^n) 
ist  und  bezeichnet  dann  X^  denjenigen  Winkel ,  welcher  der  Gleichung 

genügt,  80  ist  im  ersten  Falle  Xz=snn  +  X^  und  im  zweiten  Falle  1  =snff— il^« 
Es  kommt  also  bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  nur  noch  darauf  an, 
aus  dem  Zahlenwerth  R  einer  Function  F  (c,  X)  ihre  Amplitude  i  =  lg  zu 
bestimmen.  Hierzu  berechnet  man  ^  wie  oben  und  sodann  aus  der 
Gleichung: 

den  Winkel  Xn ;  von  diesen  aber  gelangt  man  rückwärts  zu  X  durch : 

sin  (2  A««i  ~  Xn)     =  Cn      8m  A, 

5t«  (2A«_2  —  Aii-i)  =  c«-i  8in  A«-i 

sin  (2  Xns  —  Xf^i)  —  Cn-j  sin  A,-2 

u.  s.  w. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  gaben  die  Beziehungen  der  Zeit  i  zu  den 

Winkeln ,  welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Neigungsebenen  seiner 

freien  Axen  bestimmen.     Es  bleibt  daher  noch  übrig,  die  Winkel  '^,  '^i, 

'^u  zu  berechnen ,  um  welche  sich  diese  Neigungsebenen  selbst  in  der  Zeit  i 

drehen  und  hierbei  wollen  wir  /  wieder  von  dem  Beginn  eines  Oscillation, 

d.  h.  von  i=sOan  zählen,  die  diesem  Augenblick  entsprechenden  Durch* 

Schnittslinien  jener  Neigungsebenen  mit  der  unveränderlichen  Ebene  CyiD 

Fig.  i  Taf.  yni  aber  auch  als  ersten  Schenkel  der  Winkel  i;  betrachten 

—  so  dass  A  :=  0  und  <  =  0,  auch  ifi  =  0  entspricht.     Zur  Bestimmung  von 

^  giebt  die  dritte  der  Gleichungen  21): 

wT 
8^  =  —^  {Bsin*<p  +  Acos^  (p)  dt 


d.  i.  nach  10) : 
Nach  27a)  war : 


wT(         P—  A       ,    \  ^ 
^   \  vrT'stnrj  ) 


.,.         .,      .  BC(B  —  A)^ 


Schreibt  man  dies  zur  Abkürzung  sin* j  =  sin* ^  +  Qr*  so  wird: 

^        A  \  C       sm*(i  +  Qr^J 

_wT/        C  —  A^C—A         sin*  ^      \  ^ 

TV       c    "•"    c    '^h^^r+WJ 

_fvT  n>T{C-A)  1  ., 

~T^^^         AC        -«ViVm-V 


/l 
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oder  nacli  276) : 

Wird  im  letzten  Gliede  dieser  Gleichung  für  dt  sein  Werth  ans  36)  and 
zugleich : 

^_C{B-A) 

endlich  aber,    nach   der  eingeführten  Bezeichnungsweise  der  elliptischen 
Functionen  dritter  Gattung : 
X 

gesetzt ,  so  bekommt  man ,  da  für  <  =  0  auch  if;  =  0  wird  , 

wTt  ,    wTiC-'  A)     „    „. 
0/;  =  -^  + ^— -^J5r.  J7(m,c,  A). 

Der  Drehungswinkel  ^^j  der  Neigungsebene  von  A  ergiebt  sich  ganz  auf 
dieselbe  Weise,  wenn  «i  =  Ig^ ft  ist: 

wTt       fvT(C  —  A)  „    „^  ,, 

In  Bezug  auf  die  Neigungsebene  von  B  ist  endlich  nach  2i),  23),    29a) 
und  296): 

3^u==  -7^[C««*9'ii+  ^ßos*fl»B]  dt 
= -^  [1  + — ^j— «««•  ^uj  a  / 

6'  L  n^T'         sin'ß] 

~  c  L  "^    5   •««>.  + od 

^n>r  fvT{C-S)  1  . 

^  BC  l  +  cotg*  ntcos' k 

Daher  hat  man  fttr  »«n  =  —  coj*  fi, 

»r/  ,   mT(B  —  qsin*Ui    „    _, 
'*'B=-ß-  + ^-Jc^ ä.nim^,  c,  i) 

in  dem  schon  oft  erwähnten  Aasnahmefalle  f«i  =  0  aher 

tvTt 

Die  Functionen  /7  lassen  sich  vermittelst  der  Gleichungen  46)  eben  so  wie 
die  Functionen  F  auf  andere  mit  kleineren  ^  n  nicht  übersteigenden  Am- 
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plitoden  zDrückfüfareo.    Da  ferner  muein  echter  Bruch  ist,  so  hat  man  für 

1  dl      dX      m^dXsinn^ 

oder: 

XX  X 

0  0  0 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  ist  F  (c,  X)  und  bezeichnet  man  die  eliptische 
Function  der  zweiten  Gattung ,  nämlich : 

X 


/■ 


JdX  mit  E  (c,  iL), 
0 
so  ist: 

f  dXsin^X       1  r_.     ,.       --,     ,vi 
J  —j—=^'^[P{c.^)-E{c,X)]. 

0 

Zugleich  aber  hat  man: 
X 

E{c,X):=  i[dX^^c'dXsinH  —  ^c^dXiin^X....]. 
6 
Führt  man  in  dieser  Gleichung  für  sin^  A,  sin^  1,  . . .  die  bekannten,  aus  den 
Cosinusen   der   vielfachen  Winkel  gebildete^  Ausdrücke  ein  und  sodann 
die  Integration  aus,  so  kommt: 

+  ^c*sw2X  +  '^^c^{8in2X—lsin4X) 


Die  auf  das  zweite  folgenden  Glieder  der  Entwickelung  von  n(m|j,  c,  X) 
lassen  sich  endlich  durch  wiederholte  Anwendung  der  Reductionsformel : 


J         d  (2Ä:~l)c*L 


""dXsin^^-^X 


auf  Ausdrücke  zurück  führen ,  in  denen  nichts  weiter  zu  integrircn  bleibt, 

,  dX      ^  dXsinn 
als--  und — . 

Auf  die  in  ^  und  ^i  vorkommenden  Functionen  11  ist  die  obige  Reihen* 
cntwickelang  nur  dann  anwendbar,  [wenn  tn  und  m,  kleiner  als  1  sind.     Ist 


422  Ueber  die  Drehung  eines  Körpers  etc. 

diess  nicht  der  Fall ,  so  wird  die  humerische  Bestimmnng  jener  Functionen 
noch  schwieriger  und  es  möge  daher  gestattet  sein,  in  dieser  Beziehung 
auf  die  Werke  zu  verweisen,  welche  sich  specieller  mit  den  elliptischen 
Functionen  beschäftigen.  Will  man  überhaupt  auf  die  wirkliche  Berech- 
nung der  Drehungswinkel  ^  verzichten ,  so  lassen  sich  wenigstens  für  jeden 
derselben  zwei  Grenzen  angeben ,  deren  Betrachtung  den  allgemeinen  Ver- 
lauf der  Bewegung  deutlich  macht;  denn  ist  z.  B.  ^  ^  ^,  so  folgt  aus  der 
Differentialgleichung : 

dass  — ^  <  ^  <  — -r-  sein  muss.    Bei  der  Axe  (7,  deren  Neigungswinkel  J 

zwischen  den  Grenzen  ^  und  \it  —  fii  bleibt  und  für  welche  9  positiv  oder 
negativ  ist,  je  nachdem  C^  A^  hat  man  —  das  obere  Zeichen  auf  den  ersten, 
das  untere  auf  den  zweiten  Fall  bezogen  — 

8^    _    1     r  BCsir?q>+^Cco^q>  "1 

±dfp~cösj\,±  [BCsiffifp  +  ACco^(p~AB]y 
d.  i.  für  X  =  0: 

d^  C 


und  für  X  =  i  ff : 


d^  C 


+  d<p       +{C^B)cos{\n  -fi|) 
und  da  der  erste  dieser  Specialwerthe  ein  Minimum  und  der  zweite   ein 
Maximum  ist,  so  muss: 

+  {C'-A)cos(i^      ^  ±{C—B)cos{^n  —  ii{) 
sein. 

Da  sich  der  Winkel  q>  stetig  ändert,  so  kann  der  Bogen  ^,  welcher 
die  Lage  der  Neigungsebene  der  Axe  C  bestimmt,  auch  als  Function  von  / 
und  I  TT  —  <P^=  Q  ausgedrückt  werden,  wodurch  mi^n  zugleich  die  Schwierig- 
keit umgeht,  welche  bei  der  vorstehenden  Entwickelung  der  Fall  m  ^  1  ver- 
ursachte.    Aus  den  Gleichungen: 

, n^T*sin*jsin*^ 


folgt  nämlich : 


,.         ...     BC(B—A)     , 


also  da  cosj  stets  positiv  bleibt  und  für : 
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A  €08  a 

€08  J  =ss  - 


Setzt  man  dies  in : 

C  cosj 


ein  und  entwickelt  man  ^1  —  n*  sin^Q  in  einer  Reihe ,  so  kommt : 
ö^  =  ü^0f —^[\-ln*sin*Q-^ln^8in'Q....] 

^  C  COSUL     J    ^  ^  ^         * 


oder  für: 


und  wenn  ^^£=^91  —  90  ist: 

J 

^         C         cosulJ         ^ 

Fär  den  Fall ,  dass  q  nnd  ^^  negativ  sind ,  bat  man : 

a 

Rdq. 


/^^*=/^ 


Uebrigens  aber  ist  dieses  Integral  eben  so  zn  bebandeln,  wie  die  Function  i7« 
Wenn  fär  die  ganze  vorstebende  üntersncbnng  die  Voraussetzung  ge- 
macht wurde ,  der  Körper  habe  bei  dem  Beginn  der  Zeit  (  um  die  Axe  z  B 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  rotirt ,  so  zeigt  nunmehr  das  Ergebniss 
nnserer  Untersuchung,  wie  diese  Voraussetzung  verstanden  werden  rouss« 
Die  gemachte  Annahme  schliesst  nämlich  eine  der  zwei  folgenden  Voraus- 
setzungen in  sich: 

1)  dasB  bis  zu  dem  Augenblicke  f  =  0,  wo  unsere  Betrachtung  beginnt, 
äussere  Hinternisse  oder  Kräfte  die  Wirkung  der  Fliehkräfte  aufgehoben 
haben,  welche  aus  der  Rotation  um  zB  entspringen,  oder 

2)  dass  der  Körper  in  dem  Moment  /=:=0  durch  einen  Stoss  in  den 
Bewegnngsznstand  versetzt  worden  ist,  welcher  unserer  Annahme  entspricht. 

Von  dem  Augenblicke  /  =  0  an,  wo  die  ungehemmte  Wirksamkeit  der 
obigen  Fliehkräfte  beginnt,  geht  die  einfache  Rotation  in  die  oben  er- 
läuterte oscillirende  Bewegung,  d.  h.  in  eine  Drehung  um  fort  und  fort  sich 
verändernde  Axen  und  mit  eben  so  veränderlichen  Geschwindigkeiten  über 
nnd  es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sogleich  für  <  =  0  zi?  auf- 

hört  Rotationsaxe  zu  sein,  wenn  nicht  t~  =  0,  d.  h.  entweder  A=  B  ist, 

oi 

oder  9o  einen  der  Werthe  —  i»,0  oder-f-^»  hat.    Um  für  einen  belie- 
bigen Augenblick  der  Bewegung  die  Lage  der  momentanen  Rotationsaxe 
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zu  bestimmen,  hat  man  dxj  dy  und  dz  Null  zu  setzen  und  da  der  Null- 
punkt des  Bogens  '^  ein  willkührlicher  ist,  so  kann  zugleich  t^  =  0  ge- 
nommen werden.  Verbindet  man  die  Ausdrücke  für  dx^dy  und  dz  in  der 
nachstehenden  Weise,  so  kommt: 

— dxsinq>  +  dy  cosj  cos(p  —  dz  sin  j  cosq>  =spx^ — qzj^ 
+  dxcosg>+  dy  sinj  sin  q>  —  dz  sinj cosq>  =pyuj  —  rz^ 
oder  wegen  dx=dyz:=z  dz=:^0: 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  der  momentanen  Botationsaxe  in  Bezog 
auf  das  Coordinatensystem  der  0:^,  y^^  %.  Für  denjenigen  Punkt  der  Axe 
der  Zui,  welcher  um  1  vom  Schwerpunkt,  und  wenn  u  der  Winkel  dieser 
Axe  mit  der  Rotationsaxe  bezeichnet,  um  sinu  von  der  letzteren  absteht, 
ist  die  Drehnngsgeschwindigkeit: 

_ nA^'dy'^dz^     i/W~7^T^     ,._^a/  ...    ,/:rr^ 

Zugleich  hat  man  aber : 

p  .  V¥+^ 

cosu  =  ■  ,  stnu  =  — 


VyT7+^  /p»  +  5^  +  r* 

Die  veränderliche  Winkelgeschwindigkeit  w^  der  Drehung  ist  daher: 

^i  =  j/p*  +  f+r^^='rvj/-^  cos^j  +  -j^  cos^ß  +  -^  co^a. 

Für  qp  =  0  und  y  =  +  n  jr  wird  g ,  mithin  in  den  Gleichungen  der  Rota- 
tionsaxe Xm^=  0,  d.  h.  diese  Axe  liegt  dann  in  der  Ebene  der  ^m  ?j]|,  welches 
zugleich  die  Neigungsebene  der  Axen  C  und  B  ist.  Bezeichnet  dann  k  den 
Winkel  welchen  die  Rotationsaxe  mit  der  Axe  C  bildet,  so  erhält  man: 

Q  C 

P  B 

Die  Rotationsaxe  liegt  also  von  der  Axe  C  aus  in  der  Richtung  nach  der 
ursprünglichen  Axe  zB  hin,  entweder  zwischen  diesen  beiden  Axen  oder 
über  die  letztere  hinaus,  je  nachdem  C^  B  ist.    Auf  gleiche  Art  lässt  sich 

zeigen,  dass  für  g?  =  + «,  wo  die  Ebene  der  ar^  z^  durch  zB  geht 

p  A 

wird,  d.h.  die  Rotationsaxe  in  dieselbe  Ebene  und  von  C  aus  nach  zB 
hin  liegt.  Aus  den  Lagen,  welche  die  veränderliche  Rotationsaxe  in  den 
obigen  4  Qaadrantenpunkten  annimmt,  kann  man  sich  aber  auch  leicht  ein 
deutliches  Bild  ihrer  ganzen  Bewegung  machen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXXTX.  Die  Zerlagnng  algebraischer  limotionen  in  Partialbrttclie 
nach  den  Prinoipien  der  complezen  Fnnotionentheorie.  Von  Dr.  Heb- 
mann Hankbl,  Privatdocenten  a.  d.  Universität  Leipzig. 

I)  Bereits  im  Jahre  1702  hat  Leibnitz  den  genialen  Gedanken  auB- 
gesprochen  *) ,  die  rationalen  algebraischen  Functionen  zum  Behufe  ihrer 
Integration  in  eine  Summe  einfacher  Brüche  und,  sobald  der  Grad  des 
Nenners  den  des  Zählers  nicht  übersteigt,  einer  ganzen  Function  zu  zer- 
legen. Er  redncirt  die  Ai>fgabe  der  Zerlegung  von  fx\tpx  auf  die  ein- 
fachere: x^xqix  in  einfache  Brüche  zu  zerlegen  und  giebt  nebst  ihrem 
allgemeinen  Bildnngsgesetze  die  Formel: 

1  1  ^      4.  ^  ^ 


+ '- '-. 

er,  —  ffi-as  —  «1  * — «• 
Das  von  Leibnitz  angegebene  Verfahren  gestaltet  sich  indessen  in  der 
Ausführung  ziemlich  weitläufig  und  wurde  von  Johann  Bernoulli**), 
der  das  Princip  dieser  Zerlegung  seiner  Versicherung  nach  selbstständig 
gefanden  hatte,  durch  die  noch  heute  übliche  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  ersetzt.  Leibnitz***)  selbst  kam  zu  derselben  Zeit  noch- 
mals auf  dieses  Thema  zurück,  um  die  Möglichkeit  und  die  Form  der  Zer- 
legung auch  in  dem  Falle  darzuthun,  dass  apx  mehrere  gleiche  Factoren 
besitzt  und  giebt  die  Parti albrüche,  die  z.  B.  aus  1  :  {x — «)"»  (a:  —  j8)"  her- 
vorgehen, in  extenso  an. 

Später  hat  sich  Euler  vielfach  mit  der  Zerlegung  beschäftigt  und 
ausser  der  weitläufigen,  aber  instructiven  Methode  seiner  .Jniroductio  in 
analysin  infinUorum'\  die  bekannte  Formel: 

q>{x)'       ^  q>'{€Cp)    a?  — «p' 


*]  Spedmen  nowon  analyseos  eic     Actn  Erud,    Leipzig  1702*  8.  210. 

'*)  Acta  Erud.    Leipzig  1703.  8.  27. 

*)  Continuaiio  anal,  qwidraL  ration.    Act,  Erud,    Leipzig  1703.  8.  10. 

Zeluehrin  f.  Mathematik  o.  Phyaik.  IX,  6.  29 
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wo 

(p (ic)  ~  (^  —  ff,)  . . .  (x—an) 
genommen    wird ,    gegeben ,    deren    vollständige   Identität    mit    der    von 
Lagrange  gegebenen  Interpolationsformel,  die  man  in  der  Gestalt: 
fix)  =  Zfia,)      ^-«i>>>^-«i>-l>^-c.H-i-»^-er„_ 
^  '^^  «p  —  a,  . .  .  ap  —  ofp_i .  «p  —  OTp+i . . .  ffp  —  «n 
zu  schreiben  pflegt,  erst  Jacobi  erkannt  zu  haben  scheint.*) 

In  dem  Falle,  dass  (p(x)  mehrere  gleiche  Factoren  besitzt  und  daher 
die  angegebene  Formel  ihren  bestimmten  Sinn  «n  verlieren  scheint,  hat 
Euler  ebenfalls  die  Coefficienten  der  Zerlegung  bestimmt  und  indem  er: 

(a:  — «)««     ■<p(.r) 
setzte,   fand  er  den  von  diesem  Factor  {x  —  a)  herrührenden  Theil  der 
Zerlegung  bekanntlich : 

^)  (a:  — a)«^l!  (ar-a)«-i  ■'■•••'*"  (m  —  1)!     x  —  a' 

Auch  nach  Euler  haben  sich  eine  grosse  Anzahl  von  Mathematikern 
mit  derselben  Aufgabe  beschäftigt,  namentlich  hat  die  combinatorische 
Schule  voluminöse  Untersuchungen  hierüber  geliefert;  ihnen  allen  aber 
ist  es  entgangen,  dass  sich  dem  vorstehenden  Ausdrucke  die  höchst 
elegante  Form 


1         {dY-^F{a) 
^  (m  — 1)!  \dJ       x  —  t 


(m  — 1)!  \da/  x  —  a 
geben  lässt,  diß  erst  von  Jacobi  (1.  c.)  und  Cauchy  gleichzeitig  gefunden 
wurde.  Ersterer  beweist  diese  Formel,  indem  er  die  für  gleiche  Factoren 
in  (1)  auftretende  scheinbare  Unbestimmtheit  durch  eine  geschickte  Trans- 
formation umgeht.  Ausserdem  giebt  Jacobi  einen  Beweis,  der  mit  dem 
von  Cauchy**)  entwickelten  vieles  gemein  hat,  nur  dass  Letzterer  die 
Principien  dieses  Beweises  sogleich  allgemein  auffasst  und  so  zu  den  Prin- 
cipien  seines  calctd  des  residus  geführt  wird,  der,  wie  man  weiss,  in  inniger 
Beziehung  zu  der  Theorie  der  complexen  Integrale  steht. 
Will  man : 

in  3)  direct  einführen ,  so  schreibe  man  zunächst  statt  3) : 

1      (lY~^fS!^t_^) 

(m  —  l)!  \dwj       X  —  a  —  w' 
worin  nach  der  Differentiation  n;  =  0  zn  setzen  ist  und   hat  nach   dieser 
neuen  Bezeichnung: 


*)  Disquis.  annl.  de  fract.  shnpL  Berlin  1823.  8.  20. 
**)  Sttr  lai  tiutweau  gcrtre  de  calcul  analogue  au  calcul  infinitesimal,  Exer-c,  d.  Math» 


) 


1.  Bd.  Paris  182tJ. 
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daher  statt  2)  den  Ansdrack: 


(w— 1)!  \dwj 


(w — 1)!   \dwj  X  —  a — w 

worin  erst  nach  der  (m  —  l)fachen  Differentiation  w  =  0  gesetzt  werden  darf- 
Uebertrifft  der  Grad  des  Zählers  f{x)  de»  des  Nenners  q>  (x)  um 
j9-Einheiten  (wo  auch  p  =  0  sein  kann)  so  wird  dadurch  die  Gültigkeit  der 
vorstehenden  Formeln  nicht  beeinträchtigt,  nnr  tritt  zu  der  Summe  von 
Partialbrüchen  noch  eine  ganze  Function  pten  Grades  von  x  hinzu,  der 
man  die  einfache  Form  *) : 


p\  \dfvj  l  —  xm 


geben  kann,  in  der  nacli  Ausführung  der  Differentiationen  ebenfalls  n^  =  0 
zu  setzen  ist 

Die  beiden  letzten  Formeln  geben  also  für  die  Zerlegung  irgend  einer 
gebrochenen  rationalen  Function : 

wenn  der  Grad  des  Zählers  den  des  Nenners  um  p  Einheiten  tibertrifft,  und 
der  Nenner  den  Factor  {x — tt)^  enthält,  in  welcher  Formel  das  Summen- 
zeichen über  alle  verschiedenen  Factoren  des  Nenners  auszudehnen  und 
nach  den  Differentiationen  überall  n;  =  0  zu  setzen  ist. 

II)  Von  den  vorstehenden  Sätzen ,  deren  Sinn  ebenso  einfach  als  ihre 
Form  elegant  ist ,  lässt  sich  nun  eine  höchst  einfache  und  durchaus  sach- 
gemässe  Ableitung  geben,  wenn  man  den  ganz  elementaren  Begriff  des 
Integrales  einer  eindeutigen,  z.  B.  rationalen  algebraischen  Function  i^{f) 
über  einen  complexen  Weg  als  bekannt  voraussetzt  und  von  der  fundamen- 
talen Gleichung: 

Gebrauch  macht,  in  der  das  Integral  über  eine  geschlossene,  den  Punkt 
ix=^y  einschliessende  Curve  auszudehnen  ist,  welche  keinen  Punkt  um- 
schliesst,  in  dem  ^/  unendlich  wird  —  wenn  man  ferner  weiss,  dass  das 
Integral : 

ausgedehnt  über  eine  geschlossene  Curve,  linnerhalb  deren  kein  Punkt 
liegt,  in  dem  -^(f)  unendlich  wird,  und  dass  daher  ein  Integral  Jtf;(f)  di  über 
die  Begrenzung  eines  Stückes  der  Ebene,   in  welcher  nach  dem  Gauss- 


•;  Serret,  Algebrt  tupMeurt,    Paris  1854.    S.  457. 

20^ 
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sehen  Principe  die  Punkte  f  dargestellt  werden,  reducirt  werden  kann  auf 
die  Integrale ,  um  die  Punkte  innerhalb  dieses  Ebenensttickes,  in  welchen 
il;{l)  unendlich  wird.  Ausserdem  werden  wir  den  Satz  zu  benutzen  haben, 
der  sich  durch  mehrfache  Differentiation  der  Gleichung: 

leicht  ergiebt,  nKmlicb: 

5)  2«.-  tr-'  (y)  =  <"-  Oj/^^^  dt. 

ni)  Den  Ausgangspunkt  der  folgenden  Untersuchung  bildet  die  für  jede 
rationale  Function  %{x)  gültige  Gleichung: 

2««z(*)=/z(0,-:^. 

worin  das  Integral  über  eine  Cnrve,  innerhalb  deren  der  Punkt  t  =  x^  aber 
kein  Punkt  liegt,  in  dem  %(/)  unendlich  wird,  ausgedehnt  wird  in  der  Rich- 
tung von  rechts  nach  links  (wenn  die  positiven  Richtungen  der  reellen  und 
imaginären  Axen  in  der  gewöhnlichen  Lage  angenommen  werden  s.  Fig.  2 
Taf.  VIII)  oder,  wie  ich  mich  der  Anschaulichkeit  wegen  ausdrücken  werde, 
entgegengesetzt  der  Richtung,  in  welcher  sich  der  Zeiger  einer  auf  die 
Ebene  gelegten  Uhr  bewegt.  Beschreibt  man  jetzt  um  die  in  dem  end- 
lichen Räume  liegenden  Paukte  /  =s  er, ,  «t .  •  •  in  denen  %  (/)  in  irgend 
einer  Weise  anendlich  wird ,  irgend  welche  geschlossene  Curven  und  ausser- 
dem eine  alle  diese  um  t=zx  und  um  /  =  «i,  a,  .  . .  beschriebenen  Curven 
einschliessende  geschlossene  Linie,  etwa  einen  Kreis  mit  dem  Punkte  /=0 
als  Centram,  so  werden  alle  diese  Curven  zusammen  genommen  die  Be- 
grenzung des  in  der  Figur  schraffirten  Ebenenstückes  bilden,  innerhalb 
dessen  keine  Punkte  liegen ,  in  denen  die  unter  dem  obigen  Integralzeichen 
stehende  Function  ;|^(/) :  {t — x)  unendlich  wird.     Es  ist  daher: 


/' 


»o,-^.»» 


ausgedehnt  über  die  Begrenzungen  dieses  Flächenstückes ,  wenn  dieselben 
alle  in  einerlei  Weise,  d.  h.  so  durchlaufen  werden,  dass  das  schraffirte 
Flächenstück  auf  derselben  Seite ,  z.  B.  rechts  liegt.  Dann  ist  das  über 
diet  =  x  einschliessende  Curve  aasgedehnte  Integral  ebenso  als  die  Inte- 
gralien  ^i,  ^t  •  m  welche  sich  auf  die  (:=  a,,  a^. , ,  einschliessenden  Curven 
beziehen,  in  umgekehrter  Richtung  als  der  Zeiger  der  Uhr,  das  Integral  / 
über  den  grossen  Kreis  aber  in  derselben  Richtung  als  der  Zeiger  der  Uhr 
zu  nehmen  und  es  ist: 

2«!  x(^)  +  /  +  -^,  +  ^,  -f  .  .  .  =  0. 
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Betrachten  wir  zanächst : 

unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grad  des  Zählers  in  x{t)  mindestens  um 
eine  Einheit  kleiner  ist  als  der  des  Nenners,  so  dass  also  ^(0  ^'  ^=  ^ 
unendlich  klein  wird  und  setzen  i=zre^\  so  ist,  da  r  in  Bezug  auf  die 
Integration  constant  ist: 

zu  setzen,  also: 

2k 

Ö 


Nun  ist  bei  der  gänzlichen  WillkUrlichkeit  der  Grosse  dieses  Kreises  klar, 
dass  sich  der  Worth  des  Integrals  nicht  ändern  kann,  wenn  man  r  unbe- 
grenzt wachsen  lässt.    Damit  nimmt  aber  xire^*)  unbegrenzt  zu  Null  ab, 


sre' 


9t 


der  andere  Factor  — —^ aber  nähert  sich  der  imaginären  Einheit  als 

Grenze  und  somit  /  der  Null,  so  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung : 

2  7tix{^)  +  -^1  +  ^i  +  . . .  •  =  0. 
Es  bleiben  nun  noch  die  Integrale: 

^=/'<'),-^   . 

ausgedehnt  tiber  eine  i=^  ai   oinschliessende  Curve  zu  bestimmen  übrig, 
wenn  x(0  ^^  ^=tfi  unendlich  wird.    Nehmen  wir  zunächst  an,  dass: 

in  /=a,  unendlich  erster  Ordnung  wäre,  also  q)i  nur  den  einfachen  Factor 
(t  —  Ol)  enthält,  so  hat  man: 


*'~J(F^ 


=  2»f 


fM 

'  («,  — x)  (a,  —  «i)  . . .  («1  —  Ol,) 
oder: 

j .„ifM  _i_ 

womit  die  Lagrange*8che  Interpolationsformel  1)  gewonnen  ist. 

Wird  aber  %/  in  f  s=a  in  mfacher  Ordnung  unendlich  gross,  so  setze  mau  : 

(/— o)*         ^^^ 
und  hat: 

di 


J  t—x  (t- 


(r-a)"' 
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daher  vermöge  der  in  (5)  angegebenen  Formel  sofort  das  schöne  Ja- 
cob i  'sehe  Resultat  3) : 

^  —  ^ "'  (^— T)"!  KrJ    ^^u 

Um  die  Euler'sche  Form  dieses  Werthes  zu  haben,  hat  man  die  /a=o  um- 
schliessende  Curve  so  za  wählen  ^  dass  keiner  ihrer  Funkte  von  /=saso 
weit  entfernt  ist,  als  i=^x  von  /  =  «,  also  die  Reihe: 

t  —  X       {i — a)  —  {x  —  «)  X  —  ap_o\x — «/  ' 

da  niod  {x  —  «)  >  mod  (t  —  a),  für  jeden  Punkt  der  Curve  convergirt ; 
dann  ist: 

®  1  /•  dt 

und  so  lange  p<,tn: 


f 


und  daher: 


m— p-l 
."•-•  l  F  («) 


P=o  {rn—p  —  1) !  (o;  —  «)H-i ' 
welcher  Ausdruck  mit  2)  übereinstimmt. 

Um  alle  oben  erwähnten  Formeln  herzuleiten ,  haben  wir  noch ,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Grad  des  Zählers  in  %{i)  den  des  Nenners  um 
p  Einheiten  übertrifft,  das  Integral : 

über  jenen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  /=0  in  der  Richtung  des  Zeigers 
der  Uhr  ausgedehnt,  zu  ermitteln.    Dazu  wird  man  anstatt  i  eine  neue  In- 

tegrationsvariabele  T  =  •-  einführen  und  es  ist  klar,  dass,  wenn  t  den  Kreis 

mit  dem  Radius  r,  also  die  Werthe  t=re^*  von  9  =  2«  bis  9=0  durch- 

•  läuft,  T  die  Werthe  t^  —  e^^K  also  einen  Kreis  mit  dem  Radius  —in  um- 
r  r 

gekehrter  Richtung,  als  der  Zeiger  der  Uhr  fortschreitet,  durchläuft.    Da 

ferner  r  grosser  sein  soll,  als  die  Module  von  x,  a^J  a,,  so  ist  —kleiner,  als 

r 

die  Module  von  —,—,  —  ....  es  wird  also  : 

X       tti     er. 


'iL) 

1 
X 

X 
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für  keinen  innerhalb  des  mit  dem  Radius  ^  beschriebenen  Kreises  liegen- 
den Punkt  t  unendlich,  mit  Ausnahme  des  Punktes  r  =  0,  der  dem  Pankte 
<=  00  in  der  früheren  Ebene  entspricht  und  in  dem  Z  (  —  )i  wenn  der  Grad 

des  Zählers  den  des  Nenners  um  p Einheiten  Übertrifft,  unendlich  gross  von 
der  pten  Ordnung  wird. 

Die  Einführung  der  nocien  Yariabeln  7  giebt  nun : 

^(7) 


WO  das  Integral  in  der  umgekehrten  Richtung  als  der  des  Uhrzeigers  einen 
um  7=0  beschriebenen  beliebig  kleinen  Kreis  durchläuft.    Schreibt  man: 

J    1— ««     tH-1 
und  bemerkt,  dass:  . 

^) 

1 — xt 
innerhalb  der  Kreisfläche,  über  deren  Begrenzung  zu  integrireu  ist,  überall 
endlich  bleibt,  so  erhält  man: 

pi  \dt/     1— a:T 
wo  T  nach  der  p  fach  wiederholten  Differentiation  zu  nnllificiren  ist. 

IV)  In  engster  Beziehung  zu  der  Theorie  der  Partialbrüche  steht  ein 
Theorem,  welches  in  ähnlicher  Weise,  als  wir  soeben  die  Zerlegung  in  ein- 
fache Brüche  vorgenommen  haben,  erwiesen  werden  kann,  indem  man  von 
der  Gleichung: 

ausgeht ,  worin  das  Integral  auszudehnen  ist  über  ein  Ebenenstück ,  inner- 
halb dessen  x{0  nirgends  unendlich  wird,  dessen  äussere  Begrenzung  ein 
um  ^=0  beschriebener  Kreis,  dessen  innere  Begrenzungen  geschlossene 
Curven  sein  mögen,  die  einzeln  um  die  Punkte  i=:=aij  a^  , . .  an  beschrieben 
sind,  in  denen  ;|^  (/)  unendlich  wird,  aber  sftmmtlich  von  jenem  Kreise  um- 
schlossen werden.  Bezeichnen  wir  die  Integrale  um  ^=^«1  . . .  a»  in  umge- 
kehrter Richtung,  als  in  der  sich  der  Zeiger  der  Uhr  bewegt,  ausgedehnt 
(s.  Fig.  3  Taf.  VIII)  mit  i^, ,  A^. . .  A^^  das  Integral  über  jenen  grossen 
Kreis  in  der  Richtung  des  Zeigerlaufes  genommen  mit  7,  so  haben  wir: 

I  +  £A  =  0. 
Nehmen  wir  an ,  dass  alle  Factoren  {l — tfi)  •  •  •  (< — «»)  des  Nenners  9  (t)  von : 
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nur  einmal  in  ihm  enthalten  sind,  so  ist  einfach: 

J    fp{l)  <p  («) 

also: 

(p{a) 
Führt  man  in  /  wiederum  t=  --als  neue  Variabele  ein,  so  erhält  man: 

wo  z  über  einen  t=0  einschliessenden  beliebig  kleinen  Kreis  auszudehnen 
ist,  in  dem  ausser  t=0  jedenfalls  keine  Punkte  x  liegen»  für  welche  %{  —  ] 
unendlich  gross  wird.    Wenn 

für  t=0  endlich  bleibt,  so  verschwindet  das  Integral  über  jenen  Kreis. 
Ist  also  der  Grad  des  Zählers  f{x)  mindestens  um  2  Einheiten  geringer,  als 
der  des  Neuners  9(0;),  so  hat  man  die  bekannte  Identität« 


9> 


also  z.  B. : 


1  a  a»~^ 

9  («)  9>  («)  <P  («) 

wenn  die  Summe  über  alle  »Wurzeln  ai...On  der  Gleichung  q>{x)'=0  aas- 
gedehnt wird,  welche  Formeln  von  Cauchy  mittelst  des  calcul  des  residus 
auf  analoge  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

Ist  aber  der  Grad  des  Zählers  von  %  (/),  (w  +p — 1),  wenn  der  Nenner 
vom  nten  Grade  angenonunen  wird,  wo  p  positiv  oder  Null  sein  mag,  so  ist: 

für  v=:0  endlich,  also  wenn  man  /in  die  Form  setzt: 
nach  den  oben  mehrfach  angewandten  Principien : 

-'=-VrG^)-'»(T)- 

wo  nach  den.  Differentiationen  t=0  zu  setzen  ist.   Daher 
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Nimmt  man  f  (i)  =  HrP-i ,  so  hat  man : 
9 


^ ,  80  hat  man : 


eine  Gleichung,  an  deren  Stelle  Jacobi  eine  andere  gegeben  hat,  die  ans 
dieser  eben  so  einfach  als  ans  dem  Integrale: 

1  dt  .    .  „«^1»^ 


/;(i)^^^='"''^v(^ 


abgeleitet  werden  kann.    Man  hat  nftmlich: 


t"9 


(i\        (1-«it)...-0— ««0 


eine  Reihe,  in  der  man  den  h^,,  .hn  alle  positiven  Werthe  (die  Null  einge- 
schlossen) zn  geben  hat  und  die  jedenfalls  couvergirt,  da  der  Modulus  von  x 
ganz  beliebig  klein ,  also  in  jedem  Falle  die  Modali  von  a^  r, . .  .  «n  t  zu 
echten  Brüchen  gemacht  werden  können.   Da  über 

Ä4  +  ...Ä«      dt 


/ 


immer  verschwindet,  wenn  nicht 

Äi  +  ....  +  Ä||==P, 
so  wird : 

1  dx  .  «    *i 


also: 


/,(i) 


9>  («) 
wo  in  der  letzteren  Summe  alle  möglichen  Combinationen  positiver  h^ ,  A, 
•  .  .An  zu  nehmen  sind,  deren  Summe  p  beträgt.    Dies  ist  Jacob i*s  Satz. 
Leipzig,  September  1864. 


XL.     Die  Pothenot'aohe  An^be  als  algebraiiches  Problem.     Die 

Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ^^C mögen  sein: 

der  gesuchte  vierte  Punkt  heisse  D  und  werde  um  grösserer  Symmetrie 
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Vrillen  inaerhalb  des  Dreiecks  ABC  angenommen;  für  die  um  ihn  herum 
liegenden  bekannten  Winkel  sei: 

cos  BDC=  a,      cos  CDA^ß,      cos  AD  B:=y. 
Betrachtet  man  nun 

AD  =  x,BD—y,CJ)=::z 
als  Unbekannte ,  so  handelt  es  sich ,  wenn  man  die  Sache   von  der  alge- 
braischen Seite  ansieht,  um  die  Auflösung  der  folgenden  drei  quadratischen 
Gleichungen : 

y^+z* — 2ay2  =  a*, 

z*  +  x^'-'2ßzx  =  b\ 

x*+f^  —  2yxy  =  c*. 
Nach  dem  gewöhnlichen  Eliminationsverfahren  erhält  man  hieraus  für  jede 
der  Unbekannten  eine  ziemlich  verwickelte  Gleichung  achten  Grades;  diese 
lässt  sich  aber  vermeiden ,  wenn  man  vorerst  eine  symmetrische  Function 
vuo  .r,  y,  z  als  Unbekannte  nimmt  und  daraus  Xy  y,  z  herleitet,  wie  im 
Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Zwischen  den  drei  gegebenen  Cosinus  besteht  erstens  die  Gleichung 

y=±[aß-  /(l -«•)(!-/?)] 
oder 

1)  .  «•+iS«+y*=l  +  2«iSy; 
setzt  man  ferner 

sinBDC:=X,      sinCDA=:(iL,      sin  ADB^^v, 
so  erhält  man  entweder  auf  trigonometrischen  oder  auf  algebraischem  Wege 
die  Relationen : 

2)  aX+iJ^+yv  =  ~2X^v, 

3)  a  =  /Jy— luv,        ß  =  ya  —  vA,        y  =  a/J  — Af», 

4)  —K  =  ßv  +  YfAy  —  ii  =  Yk  +  av,  —v  =  €cii  +  ßk. 

Hierzu  kommen  noch  drei  Gleichungen,  deren  erste  aus  A'=(j5v  +  yf*) 
hervorgeht,  wenn  |3*  =  1  —  fi',  y*=  1  — v'  gesetzt  und  die  erste  Gleichung 
in  No.  3)  zugezogen  wird  ,  nämlich : 

^«=v«+ A*  +  2/3vA, 

Nach  diesen  Vorbereitungen  suchen  wir  die  Unbekannte 
6)  /  =  Aa:  +  fiy  +  vz 

zu  ermitteln.  Substituiren  wir  den  aus  vorstehender  Gleichung  genom- 
menen Werth  von  z  in  die  erste  der  aufzulösenden  Gleichungen ,  so  er» 
halten  wir  zunächst 

A*a:*+(^«+ v*+  2atikv)f  +  2l((i+av)xy  —  2lix  —  2ia,  +  av)ty 

=  Ä«i/«— /*, 
d.  i.  nach  4)  und  5) 

A*(a:*+y*— 2ya:y)  —  2A/a:  +  2yA^i/ =  «'v*  — <*; 
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^*^^^w~^/v^^••.^^^^^v•r•1ri^*w^^••^/'.^Ä*•^ 


wegou  der  dritten  unter  den  ursprünglichen  GHeiehungen  ist  noch  einfacher 
oder     • 

7)  ^-ry  = ^^, . 

Indem  auf  gleiche  Weise  No.  6)  mit  der  zweiten  ursprünglichen  Gleichung 
combinirt  wird ,  ergiebt  sich : 

8)  3r-y^  =  - -j^^ . 

Die  Gleichungen  6),  7)  und  8)  sind  linear  in  Beziehung  auf  x^  y,  z,  sodass 
die  letzteren  Unbekannten  leicht  durch  /  ausgedrückt  werden  können. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

B=ia^yyiv  +  b^vX  -{-(^alyL, 
€=a*ßfiv  +  t^avX+i^lH, 
so  sind  die  Werthe  von  a-,  y,  z : 

m  ^_«^  +  -^        ^       ß(^+B  yt'+C 

^  ^  2kiivt  '^  2XfAV/  '  2AfAv/ 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  irgend  eine  der  ursprünglichen 

drei  Gleichungen  gelangt  man  zu  einer  biquadratischeu  Gleichung  für  i\ 

sie  ist  von  der  Form 

11)  t*+2Et^+D  —  0, 

worin  E  und  D  zur  Abkürzung  gebraucht  sind ,  nämlich : 

12)  £  =  a^a(iv  +  b^ßvX  +  c*yXfi, 

13)  D  =  «V*»''  +  b'v*X*+  c*AV+  2  (^«c«  aX  +  c'a'/J^  +  aH^yv)  Xuv. 
Aus  No.  11)  erhält  man: 

('=— ^  + j/jB«— />, 
ttnd  zwar  ist: 

£"—  D  =  [2  (6V+  c«a«+  a«6')  —  a^—  ft*  —  c']  AV«v»=  16  FU'fi'v*, 
wenn  F  die  FIftche  des  Dreiecks  ABC  bedeutet.     Substituirt  mnn  endlich 
den  Werth 


14)  t=  +  j/  --K  ±^FXfiv 

in  die  Gleichungen  10)  und  beachtet  dabei  die  Werthe  von  A^  /?,  C,  so  ge- 
langt man  zu  den  Formeln : 

_    ,    (b^+c'—a')X±AF€c 
■"     2j/—E'+ iFXtiv 

,  „  „  4.  {i^+a'-b')(.±4Fß 
1^)  ^  ^  —  ^      ^  .  y ^r  ^—T-.T-r-=^  » 


2//—  Ä'  +  4/'l^ 
2}/—  E+4  Fk^v 


*^  — —    i* 
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Da  A,  fi,  V,  «,  y,  z  jederzeit  positiv  sind,  so  ist  nur  das  obere  VorsEeieheo 
von  /  zu  gebrauchen. 

Im  Specialfalle  LBDC  =  LCDA  =  LADB  =  120°  wird  «  =  /J=y 

und  man  findet: 


Zum  Schlüsse  nur  noch  die  Bemerkung,  dass  sich  die  vorliegende 
anspruchslose  Kleinigkeit  vielleicht  als  Beispiel  zur  rechnenden  Geometrie 
passend  verwenden  lässt.  Schlömilch. 


XLI.  Drehung  einet  KOrpen  nm  einen  Punkt  ohne  Kräftepaar. 
Von  Dr.  R.  Hoppe. 

Bezeichnen  p^  q^  r  die  Composanten  der  momentanen  Rotations- 
gesch windigkeit  eines  Körpers  von  der  Masse  m,  der  sich  ohne  Binflnss 
von  Kräften  um  einen  Punkt  dreht,  und  A^  B,  C  seine  Trägheitsmomente 
in  Bezug  auf  seine  permanenten  Axen,  so  ist: 

1)  {  2?|f  =  (C-^)rp 

C^  =  {A-B)pq. 

Die  Bedingung  der  Gültigkeit  dieser  Gleichungen,  dass  nämlich  keine 
Kräfte  auf  Drehung  wirken,  lässt  sich  auf  vier  Arten  herstellen.   Sie  gelten: 

1)  wenn  der  Körper  bei  freier  Bewegung  sich  um  seinen  Schwerpunkt 
dreht; 

2)  wenn  der  Schwerpunkt  als  Drehpunkt  beliebig  geführt  wird; 

3)  wenn  ein  beliebiger  Drehpunkt  mit  constanter  Geschwindigkeit  in 
gerader  Linie  geführt  wird  oder  fest  ist. 

In  diesen  drei  Fällen  müssen  die  Kräfte  eine  Resultante  haben ,  die 
durch  den  Drehpunkt  geht.    Sie  gelten : 

4)  wenn  ein  beliebiger  Drehpunkt  xyz  beliebig  geführt  wird  und  die 
gegebenen  Kräfte  nach  Hinzufügung  einer  Kraft,  welche  mit  dem  Com- 
posanten 

d*x  d'y  a«» 

-m  — ,       ^~m  —  ,        -m  — 

auf  den  Schwerpunkt  wirkt;  eine  Resultante  haben,  die  durch  den  Dreh- 
punkt gebt. 
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Die  Bedingungen  des  ersten  Falles  sind  insbesondere  bei  einem  frei- 
schwebenden Körper,  z.  B.  einem  Geschoss,  erfüllt,  wenn  nur  die' Schwer- 
kraft wirkt. 

Die  Integration  der  Bewegungsgleicbungen  ist  unmittelbar  gegeben, 
wenn  man  nur  beachtet,  dass  sie  mit  den  Differentialformeln  der  drei 
coordinirten  inversen  elliptischen  Functionen  erster  Gattung  bis  auf  die 
noch  zu  vollziehende  Constantenbestimmung  identisch  sind.    Die  Grössen 

Ap        Bj        Cr_ 

2*11  '        2"*  '        2"*  ' 

welche  demgemäss  bekannte  explicite  Functionen  der  Zeit  sind ,  drücken 

die  Composanten  der  constanten  Flächengeschwindigkeit  — ,    daher    die 

Grössen : 

Ap        Bq        Cr 

IT"'       "TT"  >        - 
n  n  n 

die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Normale  der  unveränderlichen  Ebene 

gegen  die  permanenten  Axen  des  Körpers  aus  und  es  bleibt  nur  durch  eine 

neue  Integration  der  Umlaufswinkel  einer  jener  Axen,  z.  B.  der  zweiten, 

um  die  unveränderliche  Normale: 

ACn  /•  pdr  —  rdp  h_ 


'-A 


B  J  qiA^p^  +  Cr^)  n 
wo  \h  die  lebendige  Kraft  bezeichnet,  zu  berechnen  (ein  Integral,  das 
sich  als  elliptische  Function  dritter  Gattung  darstellt),  um  alle  topischen 
Grössen  in  t  auszudrücken. 

Indem  ich  die  Integration  als  bekannt  betrachte,  will  ich  hier  nur  eine 
Frage  behandeln,  die  bei  jeder  praktischen  Anwendung  sogleich  auftritt 
und  die  sich  ohne  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  sehr  einfach  er- 
ledigen lässt. 

Bei  der  Integration  zeigen  sich  nämlich  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,  welche  bei  feststehender  Grössenfolge  der  Trägheitsmomente 

A<B<C, 
also  allein  durch  die  anfängliche  Bewegung  bedingt,  noch  stattfinden  kön- 
nen, indem  einmal  p  dem  Cosinus,  r  dem  Delta  der  Amplitude  einer  der 
Zeit  proportionalen  Grösse^  das  andere  Ma)  p  dem  Delta,  r  dem  Cosinus 
proportionirt  ist,  während  in  beiden  Fällen  der  Modul  reciproke  Werthe 
hat.  Es  handelt  sich  um  ein  Kriterium^  welche  von  beiden  Bewegungs- 
arten aus  einem  gegebenen  ersten  Anstoss  erfolgt,  ein  Umlauf  der  momen- 
tanen Rotationsaxe  um  die  Axe  des  grössten  oder  kleinsten  Trägheits- 
moments? 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  p,  q^r  oder  mit  Ap^  Bq,  Cr  und 
addirt  sie,  so  verschwindet  beide  Male  die  rechte  Seite  und  man  erhält 
nach  Integration  die  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  und  Flächen- 
geachwindigkeit : 
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Sind  nun  or,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  momentanen  Rotations- 
axe  in  Bezug  auf  die  permanenten  Axen,  so  ist: 

a: :  y  :  2  =  p  :  gr :  r 
and  man  erhält  nach  Elimination  von  p,  7,  r: 

(„i-.^Ä)^a:*+  {n^  —  B}i)Bf  +  (n«  — CA)  Ct»  =  0. 
Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kegclfläche,  welche  die  Bewegung  der  mo- 
mentanen Rotationsaxe  darstellt.    Unter  allen  Umständen  mnss 


sein  und  je  nachdem 


—  <  oder  >  B 

ri 


ist,  läuft  die  Rotationsaxe  um  die  Axe  des  kleinsten  oder  grössten  Träg- 
heitsmoments, welche  die  Axe  des  Kegels  bildet. 

Ferner  erhält  man  durch  Elimination  von  q  zwischen  den  Gleich- 
ungen 2) : 

(i?  -  ^)  ^p«  —  ((;—  B)  Cf^  =  Bh—  n\ 
daher  ist  entsprechend  den  beiden  Fällen : 

{B—A)  Ax^>  oder  <  (C-  B)  (7z*. 
Je    zwei   momentane  Rotationsaxen ,    welche  verschiedenen  Fällen  ent- 
sprechen, sind  demnach  durch  die  zwei  in  der  Axe  des  mittlem  Trägheits- 
moments sich  durchkreuzenden  Ebenen 

x}/{B  -A)A  —  ±  z]/{C—  bJc 
von  einander  getrennt,  woraus  weiter  folgt,  dass  jede  momentane  Rotations- 
axe sich  nur  innerhalb  desselben  Paares  von  Scheitelflächenwinkeln  be- 
wegen kann,  in  welchem  sie  zu  irgend  einer  Zeit  liegt.  Die  zwei  Paare 
von  Scheitelflächenwxnkeln  bilden  demnach  zwei  gesonderte  Gebiete  der 
beiden  Bewegungsarten  und  sind  durch  die  Axen  des  kleinsten  und  grössten 
Trägheitsmoments ,  welche  einzeln  in  ihrer  Mitte  stehen ,  kenntlich  unter- 
schieden.   Hieraus  ergiebt  sich  das  folgende  einfache  Kriterium: 

Ertheiit  man  dem  Körper  eine  Drehung  jim  eine  beliebige  Axe,  so 
umkreist  diese  als  Rotationsaxe  die  Axe  des  kleinsten  oder  grössten  Träg- 
heitsmoments,  je  nachdem 'sie  im  Gebiete  der  einen  oder  andern  dieser 
Axen  liegt.  Die  Rotationsgeschwiudigkeit  hat  auf  den  Gang  der  momen- 
tanen Rotationsaxen  keinen  Einfluss. 

Es  sind  noch  einige  nähere  Umstände  anzugeben.  Die  Kegelfläche 
ist  immer  eine  schiefe,  welche  ihre  grösste  Dimension  nach  der  Axe  des 
mittlem  Trägheitsmoments  hin  hat.  Die  Geschwindigkeit  der  momentanen 
Rotationsaxe  ist  stets  am  grössten  bei  ihrem  Durchgang  durch  die  Ebene 
der  ZOT,   sie  verschwindet  bei  unendlicher  Annäherung  an  die  Axe  der  y 
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und  yerwendet  sn  dioser  Cnlminiition  eine  nnendlich  lange  Zeit,  wie  aus 
dem  sich  der  Einheit  nähernden  Modul  ersichtlich  ist. 

Fällt  die  anfängliche  Rotationsaze  in  eine  der  beiden  Orenzebenen, 
60  bleibt  sie  darin  und  bewegt  sich  in  ewiger  Annäherung  nach  dem  einen 
oder  andern  Arme  der  ^-Axe  hin.  Jede  noch  so  kleine  Abweichung  wfirde 
jedoch  einen  periodischen  Wechsel  zwischen  beiden  Grenzebenen  hervor- 
bringen. 

Eine  unveränderliche  Rotation  kann  um  jede  permanente  Axe  statt- 
finden, doch  ist  sie  nur  stabil  um  die  Axen  des  kleinsten  und  grössten 
Trägheitsmoments,  in  dem  Sinne,  dass  eine  unendlich  kleine  Verrfieknng 
der  momentanen  Rotationsaxe  ein  unendlich  geringes  Schwanken  zur  Folge 
hat.  Der  Fall  einer  Rotation  um  die  Axe  des  mittlem  Trägheitsmoments 
kommt  in  den  tillgeraeinen  Integralen  nicht  vor.    Das  System  der  Werthe 

/}  =  0;  y  =  const. ;  r  =  0 
befriedigt  die  Oleichangen  I)  und  ist  daher  als  singuläres  Integral  anzu- 
sehen. Bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung,  wofern  sie  nicht  längs 
einer  Grenzebene  stattfindet,  erfolgt  nach  kürzerer  oder  längerer  Pause, 
je  nachdem  die  momentane  Axe  vor  oder  hinter  ihrem  Culminationspunkte 
steht,  ein  Umschlagen  in  die  entgegengesetzte  Lage,  welches  sich  dann 
in  gleichen  Intervallen  abwechselnd  längs  der  einen  pnd  andern  Ebene 
wiederholt.  Bei  genauem  Balanciren  auf  der  Grenzebene  würde  sie  nur 
einmal  oder  gar  nicht  umschlagen.  Jedenfalls  kann  mau  eine  solche  Rota- 
tion nicht  stabil  nennen. 

Bei  der  Anwendung  auf  ein  fliegendes  Oeschoss  kann  man  noch  nach 
dem  Einflnss  des  Luftwiderstandes  fragen.  Denkt  man  diesen  in  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  also  für  die  Drehung  unwirksame  Kraft 
und  ein  Kräftepaar  zerlegt,  so  ertheilt  letzteres  dem  Oeschoss  eine  Drehung 
um  irgend  eine  Axe,  die  sich,  wenn  dasselbe  schon  eine  eigene  Drehung 
um  eine  andere  Axe  hat,  nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms  mit  letz- 
terer so  zusammensetzt,  dass  eine  Rotation  um  die  Diagonale  erfolgt. 
Will  man  demnach  die  Stellung  des  Geschosses  so  viel  als  möglich  unver- 
ändert erhalten,  so  hat  man  ihm  von  Anfang  eine  starke  Rotation  zu  er- 
theilen,  so  dass  im  Verhältniss  zu  ihr  die  hinzukommende  Rotationscompo- 
sante  klein  wird  und  die  Diagonale  immer  in  der  Nähe  der  anfänglichen 
Axe  bleibt;  überdies  darf  letztere  keine  andere  sein,  als  die  Axe  des  klein- 
sten oder  grössten  Trägheitsmoments. 


XLn.  Veber  das  Verhältniss  der  atmosphärisohen  Luft  zu  dem  in 
derselben  befindlichen  Wasserdampfe.     Von  Professor  Lahont. 

Nachdem  ich  im  Jahre  1857  den  ersten  Beweis  geliefert  hatte,  dass 
der  in  der  atmosphärischen  Luft  vorhandene  Wasserdampf,  nicht  wie  es 
als  Consequonz  der  Dalton 'sehen  Gesetze  allgemein  angenommen  wurde. 
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eine  von  der  Luft  unabhängige  und  für  sich  bestehende  Atmosphäre  bildet*), 
gelang  es  mir  im  Jnhre  1862  durch  ein  unzweideutiges  Experiment  nach- 
zuweisen,  dass  das  Dal  ton 'sehe  Gesetz  selbst  einer  Berichtigung  bedürfe 
und  der  Dampf  überhaupt,  wenn  er  in  einem  lufterfttllten  Baume  sich  be> 
findet,  nicht  yon  der  Luft  unabhängig  ist,  sondern  vielmehr  die  Luft 
und  der  Dampf  gegenseitig  aufeinander  einen  Druck  aus- 
üben.**) Ich  komme  nun  auf  denselben  Gegenstand  wieder  zurück,  theila 
um  Missverständnisse  zu  beseitigen ,  theils  um  in  der  Dampftheorie  selbst 
einzelne  Punkte  genauer  zu  erörtern. 

Was  die  Missverständnisse  betrifft,  so  scheinen  Einige  daran  gezwei- 
felt zu  haben ,  ob  die  Lehre  von  der  Unabhängigkeit  der  Dampfatmosphäre 
von  Dalton  aufgestellt  und  von  den  Meteorologen  angenommen  worden 
sei,  während  Andere  es  als  ziemlich  gleichgültig  für  die  meteorologische 
Forschung  betrachtet  haben,  ob  man  eine  unabhängige  Dampfatmosphäre 
annehme,  oder  den  Dampf  als  blos  gemischt  mit  der  Luft  betrachte. 

Welche  Ansichten  Dalton  Über  die  Zusammensetzung  der  Atmosphäre 
gehabt  hat,  findet  man  in  seinen  Schriften  so  klar  und  bestimmt  ausge- 
sprochen, dass  ein  Zweifel  darüber  nicht  bestehen  kann.  Seine  Lehre 
geht  dahin,  dass,  wenn  mehrere  Gase  in  demselben  Baume  sich  befinden, 
jedes  Gas  nur  auf  seine  eigenen  Molecule  einen  Druck  ausübt 
und  jedes  Gas  sich  ausdehnt,  als  wenn  die  übrigen  Gase  gar  nicht 
vorhanden  wären.  Deshalb  unterscheidet  er  fünf  verschiedene  Atmo- 
sphären ,  die  auf  der  Erdoberfläche  lagern  und  wovon  jede  von  der  andern 
völlig  unabhängig  ist,  nämlich  die  Stickstoffatmosphäre,  die  Sauerstoff- 
atmosphäre, die  Dampfatmosphäre,  die  Kohlenstoffatmosphäre  und  die 
Wasserstoffatmosphäre.  Er  fügt  überdies  noch  bei,  dass,  wenn  die  eine 
oder  andere  Atmosphäre  plötzlich  verschwände,  dies  auf  die  Yerthei- 
lungund  Spannung  der  übrigen  nicht  den  mindesten  Ein  flu  ss 
haben  würde.***) 

In   den  Lehrbüchern   der   Physik  findet  man  dieselben  Grundsätze 


*)  Abhandlungen  der  inath.-phy8.  Classe  der  k.  Acnd.  der  Wiss.  VIIT.  J83. 
**)  Anflzug  aus  einem  Schreiben  an  Herrn  Prof.  Kämtz.    München  180*2.    Pro- 
cecd.  of  the  Brit.  meteor.  Soc.  I.  310. 

***j  Dalton  betrachtet  suer^t  die  verschiedenen  Hypothesen,  welche  bei  Gas* 
mischungen  rücksichtlich  des  Verhaltens  der  einzelnen  Hestandtheile  aufgestellt  wer- 
den könnten  und  kommt  zu  dem  Schlüsse ,  dass  nur  völlige  IJuabhnngigkeit  geeignet 
sei,  den  beobachteten  Thatsachen  zu  genügen;  dann  fährt  er  fort:  ,^Beforc  the  modern 
discoveries  in  chanestry  the  Atmoxphere  was  considered  as  one  siwpte  elastic  fluid  su 
generis.  ,  , .  Lavoisir  tuught  U8  there  were  tmo  e.vtentifilfy  diseingmxhable  fluids  to  be 
found  in  id  .  ,  ,  it  nom  appears  there  are  at  least  four  dittinri  elastic  fluids  fotmd  in  every 
portion  of  almospheric  air  subject  to  examination.  And  these ,  for  attght  tkat  appears ,  are 
toUiUy  intependent  one  of  another\  so  muck  that  if  any  one  of  ihetn  was  whoffy  tvithdrawn 
from  the  suiface  of  the  earlhy  the  rest  would  not  at  all  be  affected  by  the  dreumstance,  either 
in  their  density  or  Situation  \  or  if  any  atmosphcre  of  anothcr  kiud  were  added  to  them,  they 
would  still  rctain  their  rcspective  stations  and  densities,**  Mein,  of  the  Htm',  and  philos. 
Society.     Mtmchester  Vol.  V.  Pt.  II.  p.  545. 
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wiederholt  und  es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  seit  Dal  ton 's  Zeiten  irgend 
ein  namhafter  Physiker  dagegen  Widerspruch  erhoben  hfttte.  Gleiches 
gilt  von  den  Meteorologen ,  deren  Ansichten  von  S  c  h  m  i  d  sehr  vollständig 
entwickelt  und  zusammengestellt  worden  sind.*^) 

Das  von  mir  angestellte  Experiment  beweist  nun  Unwiderlegbar,  dass, 
wenn  Luft  und  Wasserdampf  in  demselben  Kanme  sich  befinden,  der 
Wasserdampf  auf  die  Luft  und  die  Luft  auf  den  Wasserdampf  einen  Druck 
ausübt  und  mithin  der  Lehrsatz,  von  welchem  Dal  ton  ausging  und  die 
Folgerungen,  die  er  daraus  abgeleitet  hat,  völlig  unhaltbar  sind.  Zwar 
behauptet  Herr  Bloxam**),  dass  den  angeführten  Thatsachen  gegenüber 
die  Dalton'schen  Gesetze  „wie  sie  von  brittischen  Meteorologen  aufge» 
fasst  worden  seien*^  als  vollkommen  richtig  anerkannt  werden  müasten. 
Indessen  finde  ich ,  dass  Sir  J.Herschelin  seiner  Meteorologie  die  gegen* 
seitige  Unabhängigkeit  des  Dampfes  und  der  Luft  von  einander  (non-reci- 
procüy  of  presiure)  ausdrücklich  als  Grundsatz  aufstellt***),  ich  finde 
femer,  dass  die  ersten  jetzt  lebenden  brittischen  Meteorologen  den  Dampf- 
druck vom  Barometerstande  abziehen,  in  der  Absicht,  den  Druck  der 
trockenen  Luft  zu  erhalten,  was  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  man  eine 
unabhängige  Dampfatmosphäre  annimmt. 

In  wie  ferne  es  für  die  meteorologische  Forschung  gleichgültig  sein 
kann,  ob  man  den  Dampf  als  unabhängig  oder  als  der  Atmosphäre  bei- 
gemengt betrachtet,  wird  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  im  ersten  Falle 
durch  den  Dampf  keine  atmosphärische  Bewegung  hervorgerufen,  sondern 
nur  der  Transport  der  Feuchtigkeit  und  eiuigermassen  auch  der  Wärme 
vermittelt  wird ,  während  im  zweiten  Falle  der  Dampf  die  Atmosphäre  er- 
höht, die  Luftmassen  von  ihrer  Stelle  bewegt  und  jede  Aenderuug  des 
Dampfes  in  dem  Gleichgewichte  der  Atmosphäre  eine  entsprechende  Aen- 
derung  herbeiführt. 

Ich  will  nun  in  der  Dampftheorie  selbst  noch  einige  Punkte  genauer 
erörtern.     Zunächst  wäre  zu  bemerken,  dass  Dal  ton  durch  seine  Expe- 


*)  Allg.  Encyclopädie  der  Physik:  Meteorologie  von  Sc  hm  id.  p.  42.  601.  020. 

**)  Proceedings  of  ihe  British  Meteorological  Society  Vol.  II,  44.  Man  vergl. 
ferner  einen  früheren  Aufsatz  desselben  Verfassers.  Vol.  I.  41.  —  In  demselben 
Bande  wird  die  Lehre,  wornacb  im  Widerspruche  mit  Dalton^s  Theorie  der  Dampf 
ohne  gesetzmässige  Vertheilung  in  der  Atmosphäre  zerstreut  wäre,  als  von  Ha  Hey 
herrührend  bezeichnet;  mit  grösserem  Rechte  jedoch  möchte  sie  dem  Aristoteles 
zuzuschreiben  sein.  Dabei  darf  allerdings  nicht  übersehen  werden,  dass  vor  Dal  ton 
die  Eigenschaften  des  Dampfes  nicht  bekannt  waren ,  mithin  von  Aufstelluog  einer 
richtigen  Lehre  hinsichtlich  seines  Verhaltens,  der  atmosphärischen  Luft  gegenüber, 
keine  Rede  sein  konnte.  Auch  in  neuerer  Zeit  mag  es  vorgekommen  sein,  dass  hie 
und  da  meteorologische  Schriftsteller,  bezüglich  der  Verbreitung  des  Dampfes  in  der 
Atmosphäre  richtige  Ansichten  geäussert  haben,  nicht  etwa  in  der  Weise,  däss  sie 
die  wissenschaftlichen  Fragen  die  sich  daran  knüpfen  zur  Entscheidung  gebracht 
hätten ,  sondern  desshalb ,  weil  ihnen  diese  wissenschaftlichen  Fragen  und  die  Be- 
deutung derselben  gar  nicht  bekannt  waren. 

•**)  Mtieorology^  /rotn  the  Encyclopedia  Britannica ,  by  Sir  J.  Bef  sehet  pag.  50. 
ZeiUchiift  für  MalhemaUk  u.  Physik.  IX,  6.  30 
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rimente  darauf  geführt  wurde,  euerst  bei  Misch angeti  permaoenter  Q^Me^ 
jedes  Gas  hIh  unabhängig  f(ir  sich  und  dem  Druck  der  übrigen  nicht  unter- 
worfen zu  betrachten,  und  dass  er  später  dieses  Verhalten  auf  den  Wasser- 
dampf übertrug. 

Nachdem  aber  jetzt  die  Voraussetzung  Dalton^s  beim  Wasserdampfe 
als  unbegründet  nachgewiesen  ist,  so  fragt  sich,  ob  sie  noch  für  die  per^ 
manenten  Gase  als  begründet  angenommen  werden  könne« 

Es  hätte  keine  Schwierigkeit,  dies  durch  ein  Experiment  zu  ent- 
scheiden*); ich  habe  jedoch  das  Experiment  selbst  nicht  angestellt,  da  der 
Erfolg  vorauszusehen  ist  und  unzweifelhaft,  gegen  die  Annahme  Da lton% 
zu  dem  allgemeinen  Lehrsatze  führen  würde,  dass,  sowie  es  nur  eine 
Gravitationskraft  giebt,  die  allen  ponderabeln  Substanzen  in  versehiedenem 
Grade  eigen  ist,  so  auch  nur  eine  Repnlsivkraft  unter  den  permanenten 
wie  nicht  permanenten  Gasen  existire ,  welche  den  Moleculen  nach  be- 
stimmtem Verhältnisse  zukomme.^*)  Ein  Sauerstoffgas-,  ein  Wasserstoff* 
gas  ,  ein  Daropfmolecnl  u.  s.  w.  würden  diesem  Satze  zufolge  ganz  unab- 
hängig von  ihrer  sonstigen  üngleichartigkeit  ebenso  eine  gegenseitige  Ab« 
stossung  auf  einander  ausüben,  wie  eine  Eisenmasse,  eine  Steinmasse,  eine 
Wassermasse  u.  s.  w.  sich  gegenseitig  anziehen.  Die  Abstossungskraft  der 
Gase  wird  wohl  als  eine  eigenthümliche  Wirkung  der  Wärme  betrachtet 
werden  müssen. 

Hinsichtlich  der  Lehre  Dalton's  darf  man  übrigens  nicht  vergessen. 


*)  Unter  den  verschiedenen  Einrichtangen ,  welche  man  treffen  könnte,  um 
das  Experiment  anzustellen,  scheint  mir  die  auf  Taf.  VIII  Fig.  4  befindliche  Aus- 
führung am  Avenigsten  Schwierigkeit  darzubieten.  Man  nehme  ein  Glasgefäss  von 
der  dort  dargestellten  Form ,  bestehend  aus  zwei  Kugeln  J  und  B  und  den  offenen 
engen  Bohren  ahycd^  e/*,  welche  davon  ausgehen.  Vom  Anfange  sei  die  Communi- 
cation  zwischen  A  und  B  mittelst  des  Hahnes  g  autgehoben  und  man  fülle  die  Hälfte 
ag  mit  SauerstofTgas ,  die  Hälfte  gf^  mit  Wasserstoffgas  und  sperre  sie  ab  durch  die 
Quecksilbertropfen  p  und  7,  auf  welche  von  Aussen  die  Atmosphäre  drückt.  • —  Nach- 
dem nun  unter  solchen  Bedingungen  das  Gleichgewicht  sich  hergestellt  hat,  öffne 
man  plötzlich  den  Hahn  g^  so  ergiesst  sich  das  Sauerstoffgas  des  Raumes  Ay  nach 
D  al  to  n*ä  Theorie  ohne  auf  das  Wasserstoffgas  irgend  einen  Druck  auszuüben,  durch 
die  enge  Röhre  gd  in  den  Raum  B  und  dann  durch  die  enge  Röhre  e/*  gegen  den 
Qiiecksilbertropfen  q  hin,  und  da  diese  Bewegung  wegen  der  Reibung  einige  Zeit  in 
Anspruch  nimmt ,  so  muss  unterdessen  der  Quecksilbertropfen  p  weiter  gegen  A  vor- 
rücken; ans  analogem  Grunde  wird  auch  der  Quecksilbertropfen  q  gegen  B  yorrücken. 
Erst  wenn  das  Sauerstoffgas  bis  zum  Quecksilbertropfen  q  und  das  Wasserstoffgas  bis 
zum  Quecksilbertropfen  p  gelangt  ist,  werden  diese  wieder  auf  ihren  ursprünglichen 
Stand  zurückgedrängt.  Eine  fernere  Folge  des  Dalto naschen  Gesetzes  wäre,  dass, 
wenn  der  Hahn  geöffnet  wird ,  bis  zur  völligen  Ausgleichung,  in  verschiedenen  Theilen 
des  Raumes  verschieden  starker  Druck  vorhanden  sein  müsste.  —  Wenn  das  obige 
Experiment  ausgeführt  werden  sollte,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  beim 
Oeffnen  des  Halmes  die  Quecksilbertropfen  in  vollkommenster  Ruhe  verbleiben 
werden,  ein  Erfolg,  der  unter  Voraussetzung  der  Unabhängigkeit  der  Gase  nnr  dann 
sich  erklären  Hesse ,  wenn  die  Expansion  keine  messbare  Zeit  in  Anspruch  nehmen 
würde.  Eine  solche  Voraussetzung  hat  Dal  ton  nicht  gemacht  und  sie  würde  auch 
mit  den  Gesetzen  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  im  Widerspruche  stehen. 

♦*^  Diese  Hypothese  ist  bereits  von  Dal  ton  in  der  oben  erwl£hnten  Abhandlnng 
p.  541  erörtert  worden;  seiner  Ansicht  zufolge  wäre  sie  jedoch  als  mit  den  Beobach- 
tungsresultaten unvereinbar  zu  betrachten. 
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daas  er  keinen  Versach  angestellt  hat,  wodurch  direct  die  Unabhängig- 
keit der  Gase  nachgewiesen  worden  wäre,  sondern  dass  er  diese  Unab- 
hängigkeit angenommen  hat,  um  den  durch  Experimente  constatirten  Um« 
stand  zu  erklären,  dass,  wenn  mehrere  Gase  in  demselben  Kaume  sich 
befinden,  eine  gleichmässige  Mischung  entsteht,  d.  h.  jedes  Gas  gleich- 
massig  in  dem  ganzen  Räume  sich  vertheilt.  Dagegen  wäre  jedoch  zu  er- 
innern, dass  derselbe  Erfolg  auch  auf  ganz  anderem  Wege  zu  Stande 
kommen  kann  und  als  Nachweis  dieser  Behauptung  mag  beispielsweise  die 
Diffusion  eines  Färbestoffes  in  Wasser  dienen.  Wenn  man  einen  für  das 
Experiment  geeigneten  Färbestoff  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss 
bringt,  so  fangen  sogleich  die  Atome  desselben  an,  sich  zu  zerstreuen  und 
nacb  längerer  oder  kürzerer  Zeit  findet  man  den  Färbestoff  gleichmässig 
in  der  ganzen  Wassermasse  vertheilt,  ohne  dass  es  irgend  möglich  wäre, 
Bedingungen  vorauszusetzen,  wie  die  Dal  ton  bei  der  gleichmässigen  Ver- 
theilung  der  Gase  voraussetzt«  Die  Erklärung  des  hier  betrachteten  Vor- 
ganges bietet  nicht  wenig  Schwierigkeit  dar  und  verschiedene  Ansichten 
mögen  darüber  vorhanden  sein ;  ich  meinestheils  stelle  mir  die  Diffusion 
überhaupt  vor,  als  eine  Tendenz  der  Molecule  einer  Flüssigkeit  fremd- 
artige Molecule  einzusohliessen  und  gründe  diese  Vorstellung  zunächst  auf 
das  Verhalten  der  Luft. 

Wenn  man  einen  Magnet  schwingen  lässt,  so  schliesst  sich  an  die 
Oberfläche  desselben  eine  Luftschicht  von  3  Pariser  Linien  in  der  Dicke 
fest  an  und  schwingt  mit  dem  Magnet*);  analog  hiermit  wird  jedes  Stäub- 
chen,  welches  in  der  Luft  schwebt,  von  einer  kugelförmigen  fest  adhäriren- 
den  Luftatmosphäre  umschlossen,  welche  mit  dem  Stäubchen  gegen  die 
Erde  fällt  und  die  Bewegung  desselben  verzögert  oder  gänzlich  aufhebt.**) 


*)  Pogg.  Aon.  LXXL  124.  Beasel  hat  schon  im  Jahre  1827  den  Einflass  der 
Luftadhäsion  bei  Pendelyersuchen  bestiuimi  und  vor  ihm  hatte  B  e  z  o  u  t  bezüglich 
auf  denselben  Gegenstand  richtige  Grundsätze  aufgestellt. 

**)  Ich  glaube ,  dass  man  bisher  gewöhnlich  das  Schweben  fein  zertheilter  8toffe 
in  der  Luft  als  eine  Wirkung  des  Widerstandes  oder  der  Zähigkeit  derLuit  betrachtet 
hat.  Ein  in  der  Luft  befindliches  Molecul  hätte  hieruach  die  Lufttheilchen  beim 
Fallen  zu  trennen.  Richtiger  scheint  mir  aber  die  oben  gegebene  Erklärung,  wornach 
das  langsame  Fallen  eines  Moleculs  hauptsächlich  daher  kommt,  dass  dasselbe  eine 
gewisse  Luftmasse  mit  sich  fortzuführen  hat;  natürlich  wirkt  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Zähigkeit  der  Luft  um  so  stärker  mit.  Als  sehr  geeignet  zur  Erläuterung 
des  hier  besprochenen  Erfolges  kann  das  langsame  Fallen  fein  zertheilter  Kreide  in 
Wasser  erwähnt  werden.  Die  Kreidetheilchen ,  die  2Vimal  specifisch  schwerer  sind, 
als  das  Wasser,  können  ganze  Tage  im  Wasser  schwebend  bleiben,  ohne  sich  merk- 
lich dem  Boden  des  Gefässes  zu  nlUiern. 

Das  Schweben  der  Wolken  in  der  Luft  ist  als  ein  analoger  Vorgang  zu  betrachten. 
Wenn  eine  Wolke  gegen  die  Erdoberfläche  herabkommen  soll,  so  muss  die  ganze 
zwischen  den  Wassermoleculen  befindliche  Luft  zugleich  mit  dieser  fortgetragen  wer- 
den, d.  h.  eine  Wolke  bildet  ein  aus  Luft  und  Wasser  zusammengesetztes  Conglo- 
merat,  welches  nur  sehr  wenig  specifisch  schwerer  ist,  als  die  Atmosphäre. 

SirJ.  Hersehel  (Meleoroiogy  p.  101)  spricht  die  Ansicht  aus,  dass  die  Wolken 
ohne  eine  aufwärts  wirkende  Kraft  (welche  nacb  ihm  hauptsächlich  ans  der  durch  die 
Sonnenstrahlen  erzeugten  Verdunstung  hervorgehen  soll)  ziemlich  schnell  gegen  die 
Erde  herabfallen  müssten,  und  dass  die  Wolken  infolge  dessen  bei  Tage  hoher  stehen, 

30* 
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Die  Annahme  einer  analogen  Tendene  bei  Gasen  würde  genfigen,  um 
die  gleichmässige  Durchmtschung  begreiflich  zu  machen  und  wenn  auch 
andere  naturgemftsse  Hypotliesen  (z.  B.  die  Annahme,  dass  unter  den 
Moleculen  desselben  Gases  die  Repulsionskraft  etwas  grösser  sei,  als 
unter  den  Moleculen  verschiedener  Gase)  benutzt  werden  könnten,  um 
den  Erfolg  ganz  oder  theilweise  zu  erklären,  so  bietet  sieh  vorläufig,  wie 
mir  scheint,  zur  Einf&hrung  solchen  Hypothesen  ein  hinreichender  Grund 
nicht  dar. 

Unter  Voraussetzung  der  bisher  gewonnenen  Grundlagen  wiU  ich  nun 
versuchen,  die  Beschaffenheit  und  das  Verhalten  des  Dampfes  etwas  näher 
zu  erörtern. 

Ein  Dampfmoleeul  besteht  aus  Wasser  und  latenter  Wärme  in  ganz 
bestimmtem  Verhältnisse  mit  einander  verbunden,  so  zwar,  dass  ein  Dampf- 
moleeul genau  so  viel  Wasser  und  genau  so  viel  latente  Wärme  hat,  wie 
das  andere;  hieraus  folgt  zugleich,  dass  sowohl  der  Wassergehalt,  als  auch 
die  latente  Wärme  einer  Dampf masse  der  Dichtigkeit  des  Dampfes  pro- 
portional ist.*) 

Was  die  Verbindung  der  latenten  Wärme  mit  dem  Wasser  betrifft,  so 
wissen  wir  von  der  eigentlichen  Natur  derselben  nichts ;  nur  so  viel  ist  be- 
kannt, dass  sie  nicht  durch  einen  allmäligen  Uebergang,  sondern  wie  es 
bei  Aenderungen  des  Aggregatzustandes  überhaupt  der  Fall  ist,  durch  eine 
plötzliche  Umwandlung  —  durch  einen  Sprung  —  zu  Stande  kommt. 

Worin  der  latente  Zustand  der  Wärme  besteht,  ist  ebenfalls  im  Grunde 
unbekannt,  wenn  gleich  hinsichtlich  desselben  mehrere  Bestimmungen  durch 
die  Beobachtung  geliefert  werden.  Zunächst  geht  aus  der  nähern  Be- 
trachtung aller  Umstände  unzweideutig  hervor,  dass  nicht  etwa  eine  Affi- 
nität oder  gegenseitige  Anziehung  des  Wassers  und  der  Wärme  die  Dampf- 
bildung und  das  Latentwerden  der  Wärme  bedingt,  sondern  dass  vielmehr 
die  Repulsion,  welche  die  freie  Wärme  auf  sich  selbst  ausübt, 
den  Uebergang  in  den  latenten  Zustand  veranlasst. 

Der  latente  Zustand  i^t  aber  nicht  etwa  ein  Zustand  der  Kraftver- 
nichtung, sondern  ein  Zustand  der  Unterdrückung,  indem  die  latente  Wärme 


bei  der  Nacht  tiefer  herabsehen ;  diese  Ansicht  scheint  mir  weniger  als  die  oben  ent- 
wickelte den  bisher  durch  Beobachtung  ermittelten  Thatsachen  zu  entsprechen. 

Dass  Wasser  in  feiner  Zertheilang  unter  gewissen  Umständen  in  der  Luft  schwe- 
bend und  ohne  gegen  die  Erde  herabzufallen,  sieh  erhalten  könne,  beweist  der  Nebel, 
den  man  oft  bei  Windstille  ohne  alle  wahrnehmbare  Bewegung  beobachten  kann ,  und 
der  Dunst,  der  in  feuchten  Kellern  stets  sich  vorfindet. 

*)  Mit  den  Versuchen  von  Watt  nnd  mit  den  später  von  Pambonr  erhaltenen 
Resultaten  stimmt  dies  überein,  doch  zeigen  die  genaueren  Untersuchungen  des 
Herrn  Kegnault,  dass  bei  höheren  Temperaturen  eine  allmHlige  Abweichung  vom 
einfachen  Verhältnisse  eintritt.  Einer  Theorie  des  Dampfes  darf  man  übrigens  das 
einfache  Verhültniss  zu  Grunde  legen,  ebenso  wie  man  bei  Untersuchungen  über 
die  Gesetze  elastischer  Körper  von  dem  einfachen ,  aber  in  der  Natur  nicht  vorhan- 
denen Verhältnisse  der  vollkommenen  Elasticität  ausgehen  muss. 
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durch  die  freie  Wärme  niedergehalten  wird  und  augeu blick! ich  in  freie 
Wärme  sich  verwandelt ,  sobald  die  vorhandene  freie  Wärme  nicht  mehr 
ausreicht,  um  sie  niederzuhalten. 

Damit  ist  ausgesprochen,  dass  es  zwischen  der  freien  Wärme  und 
latenten  Wärme  ein  Grensverhältniss,  oder  wenn  man  will,  einen 
ätand  des  labilen  Gleichgewichtes  giebt,  und  dass,  sobald  die  freie  Wärme 
KU  gross  ist,  ein  Theil  davon  in  den  latenten  Zustand  und  sobald  die  latente 
Wärme  zu  gross  ist,  ein  Theil  in  den  freien  Zustand  übergehen  muss.  Bei 
diesem  Grenaverhältnisse  ist  die  freie  wie  die  latente  Wärme  nach  ihrer 
Quantität  zu  messen. 

Nun  wird  die  Quantität  der  freien  Wärme  eines  Raumes  durch  das 
Product  der  am  Thermometer  abgelesenen  Temperatur  in  den  Raum  und 
die  Quantität  der  latenten  Wärme  durch  das  Product  der  Dichtigkeit  der 
latenten  Wärme  (d.  h.  der  Dichtigkeit  des  Dampfes)  in  den  Raum  reprä- 
sentirt;  somit  kann  man  anstatt  des  Orenzverhältnisses  zwischen  der  freien 
und  latenten  Wärme  ein  gleichbedeutendes  Greozverhältniss  zwischen  der 
Temperatur  und  der  Dichtigkeit  des  Dampfes  substituiren. 

Die  bisher  entwickelten  Grundsätze  entsprechen  vollkommen  den  Be- 
stimmungen ,  welche  die  Beobachtung  hinsichtlich  der  Entstehung  und  des 
Verhaltens  des  Dampfes  im  luftleeren  Räume  geliefert  hat  und  er- 
klären insbesondere,  wie  bei  fortgesetzter  Compression  des  Dampfes  oder 
fortgesetzter  Verminderung  der  Temperatur  man  an  eine  Grenze  gelangt, 
wo  die  Dampfmolecule  anfangen,  in  ihre  Bestandtheile  —  Wasser  und 
Wärme  —  sich  aufzulösen. 

Im  Ittfter füllten  Räume  treten  bei  der  Bildung,  wie  bei  dem  Ver- 
halten des  Dampfes  einige  Modificationen  ein.  Die  Bildung  des  Dampfes 
wird  zwar  durch  den  Druck  der  Luft  nicht  gehemmt,  denn  die  Verbindung 
der  Wärme  mit  den  Wassermoleculen  geht  ganz  unabhängig  von  jedem 
Drucke  vor  sich;  dagegen  stellt  die  Luft  der  Verbreitung  des  Dampfes 
Hindernisse  entgegen,  und  da  neuer  Dampf  nicht  entstehen  kann,  bis  der 
vorher  entstandene  sich  von  der  Wasserfläche  entfernt  bat,  so  wird  die 
Dampfbildung  verzögert;  übrigens  breitet  sich  der  Dampf  vermöge  der 
oben  erklärten  Diffusionstendenz  mit  der  Zeit  gleichmässig  in  jedem  ge- 
schlossenen Räume  aus« 

Im  lufterfüllten  Räume  hat  der  Dampf  ausser  seinem  eigenen  Drucke 
auch  den  Druck  der  Luft  auszuhalten  und  infolge  dessen  wird  jedes  ein- 
zelne Darapfmolecul  comprimirt  und  (wenn  man  sich  die  Dampfmolecule 
als  elastische  Kugeln  denken  will)  auf  ein  kleineres  Volumen  beschränkt; 
da  jedoch  hierbei  die  Dampfmolecule  gleichmässig  vertheilt  sind  und  ihre 
Mittelpunkte  so  weit  von  einander  entfernt  bleiben,  als  wenn  gar  keine 
Luft  vorhanden  wäre,  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  weder  vermehrt 
noch  vermindert,  mithin  das  oben  bezeichnete  Grenzverhältniss  zwischen 
der  Temperatur  und  Dichtigkeit  nicht  geändert.    Der  Dampf  als  Bestand- 
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theil  eines  Gemisches  von  yerschiedenen  Gasen  bringt  demnach  eine  Ver- 
mehrung des  Druckes  hervor,  die  gleich  ist  dem  Drncke,  den  er  für  eich 
im  luftleeren  Räume  ausgeübt  haben  würde,  und  auch  das  Grensverhftltntsa 
Bwischen  der  Temperatur  und  der  Dichtigkeit  erleidet  durch  den  Druck 
der  anderen  Gase  keine  Aenderung ,  Alles  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
Yon  Dalton  aus  seinen  Versuchen  abgeleiteten  Resultate,  dass  es  bei  dem 
Dampfe  rücksichtlich  des  Druckes  wie  des  Sättigungsgrades  keinen  Unter* 
schied  mache,  ob  er  im  lufterfüllten  oder  luftleeren  Räume  sich  befinde. 

So  lange  man  mit  Wasserdampf  unter  einer  Glasglocke  experimentirt, 
bewähren  sich  diese  Sätze  vollkommen ;  will  man  sie  aber  auf  den  unend- 
lich ausgedehntem  Raum  der  Atmosphäre  anwenden,  so  kommt  zu  berück- 
sichtigen : 

1)  dass  auf  der  Erdoberfläche  nicht  blos  das  Wasser,  sondern  auch  die 
freie  Wärme  sehr  ungleich  vertheilt  ist,  mithin  die  Dampfbildnng  in 
ganz  unregelmässiger  Weise  vor  sich  geht; 

2)  dass  bei  der  grossen  Ausdehnung  der  Atmosphäre  eine  gleichmässige 
Vertheilnng  des  Dampfes  in  derselben,  auch  wenn  keine  beson- 
deren Hindernisse  vorhanden  wären,  nur  nach  Verlauf  einer 
langen  Zeitperiode*)  zu  Stande  kommen  könnte; 

3)  dass  der  gleichmässigen  Vertheilnng  viele  besondere  Hinder- 
nisse, worunter  vorzugsweise  die  allgemeinen,  wie  die  localen 
Strömungen  der  Luft,  die  beständigen  Aenderungen  der  Temperatur 
und  theil  weise  Gondensationen  zu  erwähnen  wären,  entgegenstehen. 

Die  Vertheilnng  des  Wasserdampfes  in  der  Luft  wird  von  unendlich 
vielen  wirkenden  Ursachen  bedingt,  wovon  zwar  jede  für  sich  einen  ge- 
wissen regelmässigen  Finalzustand  herbeiführen  würde,  die  aber  so  schnell 
auf  einander  folgen,  dass  ein  Finalzustand  gar  nie  erreicht  wird.  Selbst 
die  Hauptbedingungen,  wovon  das  Bestehen  des  Dampfes  abhängt,  treten 
nur  in  schwachem  Maasse  hervor.  So  sollte  die  Quantität  des  Dampfes 
vom  Aequator  an  gegen  den  Nord-  und  Südpol  allmälig  abnehmen,  so 
sollte  auch  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  in  reg«*lmässigem  Verhältnisse  mit 
der  Höhe  abnehmen;  die  Beschaffenheit  der  Erdoberfläche  (Wasser-  und 
Landstrecken)  und  die  Strömungen  der  Atmosphäre  (die  in  horizontalen 
Schichten  über  einander  fortziehenden  wärmeren  und  feuchten  Luftatröme 
von  Süden,  kalte  und  trockene  von  Norden)  modificiren  jedoch  in  sehr  be- 
trächtlichem Maasse  den  Erfolg,  oder  kehren  sogar  die  normalen  Verhält- 


*)  Auch  bei  der  atmosphärischen  Luft  ist  die  vollkommen  gleichmässige  Ver- 
theiluttf^  der  constitairenden  Gasarten  der  seit  Jahrtausenden  fortdanemden  Dnreh- 
mischung  zuzuschreiben.  Die  Ansicht,  dass  in  den  höheren  Begionen  wegen  der  Ver- 
schiedenheit des  specifischen  Gewichtes  andere  Mischungsverhältnisse ,  als  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  eintreten  müssten ,  hat  sich  durch  die  Erfahrung  nicht  bestätigt 
und  wäre  auch  nie  theoretisch  aufgestellt  worden ,  wenn  man  den  beständigen  Aus- 
tausch der  oberen  und  unteren  Luftschichten  und  die  Zähigkeit  der  Luft  gehSrig 
berücksichtigt  hätte. 
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niflse  vollvtänd.ig  um.  In  letzterer  Beziehung  hat  der  Dampf  sehr  grosse 
Analogie  mit  der  Temperatur  der  Luft  und  diese  Analogie  gewährt  auch 
die  beste  Grundlage,  wenn  entschieden  werden  soll,  wie  die  meteorologische 
Untersuchung  des  in  der  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes  einzurichten  sei. 

Wir  bestimmen  die  Temperatur  an  der  Oberfl&che  der  Erde,  Mittel- 
werthe,  tägliche  und  jährliche  Perioden;  gerade  so  muss  in  Bezug  auf  den 
Dampf  yerfahren  werden  und  zwar  ist  es  die  Dichtigkeit  des  Dampfes, 
welche  als  Maassbestimmung  angenommen  werden  soll,  um  so  mehr,  als 
darch  die  zur  Messung  verwendeten  Instrumente  die  Dichtigkeit  angezeigt 
wird.  Sowie  übrigens  die  Temperatur,  die  an  der  Erdoberfläche  beobachtet 
wird ,  keine  Grundlage  giebt  für  die  Untersuchung  der  Temperatur  in  den 
höheren  Regionen  der  Atmosphäre,  so  kann  auch  aus  der  an  der  Erdober- 
fläche befindlichen  Dampfmenge  auf  die  in  der  Höhe  vorkommende  Dampf- 
menge  kein  berechtigter  Schluss  gezogen  werden. 

Die  progressive  Abnahme  der  Temperatur  in  der  Höhe  bildet  eine 
Untersuchung,  die  nur  durch  zahlreiche,  in  verschiedenen  Jahreszeiten  und 
an  verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche  vorgenommenen  Beobachtungs- 
reihen zu  sicheren  Mittelwerthen  führen  kann  und  ganz  auf  gleichem  Wege 
und  nicht  etwa  durch  Voraussetzung  einer  theoretisch  richtigen,  aber  gar 
nie  in  Wirklichkeit  sich  realisirenden  Diffusion,  oder  wenn  man  will.  Ex- 
pansion  des  Dampfes  wird  es  möglich  sein,  zu  einer  Kenntniss  der  Verhält- 
nisse des  Wasserdampfes  in  der  Höhe  zu  gelangen. 


XLHL  Besehreibung  und  Theorie  eines  Yariationsinstruments  für 
Deolinatioa  und  Intensität  des  Erdmagnetismus.  Von  Dr.  Ludwig  Mat- 
THiBSSBK  in  Jever. 

Seitdem  die  Physiker  sich  mit  der  genauen  Untersuchung  und  Beob- 
achtung der  Variationen  der  Kicbtung  und  Intensität  des  Erdmagnetismus 
beschäftigt  haben,  sind  verschiedene  Instrumente  zur  Beobachtung  der- 
selben angegeben  und  verwendet  worden.  Die  Kleinheit  jener  Verände- 
rungen indessen  hat  bisher  so  genaue  und  kostspielige  Vorrichtungen  er- 
fordert, dass  es  nur  wenigen  auserwählten  Persönlichkeiten  vergönnt  ist, 
sich  dieser  interessanten  Naturerscheinung  zu  erfreuen.  Seit  längerer  Zeit 
bin  ich  deshalb  bemüht  gewesen ,  einen  Apparat  herzustellen ,  welcher  bei 
einem  geringen  Aufwände  von  Mitteln  und  einer  bequemen  Beobachtuug 
doch  ziemlich  genaue  Werthe  zu  liefern  im  Stande  sein  möchte.  Unter 
allen  Vorrichtungen,  welche  ich  durch  wiederholte  Versuche  geprüft,  schien 
sich  das  im  Folgenden  beschriebene  Differentialmagnetometer  als  das  vor- 
züglichste zu  erweisen,  zumal  da  es  sich  Jeder  selbst  construiren  kann. 
Das  Princip  desselben  ist  folgendes: 
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Legt  man  einen  Magneten  NS  (Taf.  VIII  Fig.  5),  am  besten  einen  so* 
genannten  Decimeterstab,  in  «den  magnetischen  Meridian  des  Drehungs- 
pnnktes  A  einer  Bonssolennadel  nSy  deren  Ruhelage  SN  isi^  so  giebt  es  bei 
allmäliger  Annäherung  des  Stabes  eine  Entfernung  e  (etwa  250 — 850"*), 
in  welcher  die  Nadel  beginnt,  ihre  Rnhelage  nach  fFoder  0  bin  zu  ver- 
lassen. Innerhalb  ziemlich  enger  Grenzen  der  weiteren  Annäherung  (un- 
gefähr 8  — 10"""*)  geht  die  Nadel  allmälig  in  die  zum  Meridian  senkrechte 
Lage  über,  worauf  dieselbe  ganz  in  den  Meridian  umschlägt.  Zwischen 
den  angegebenen  Grenzen  ist  die  Nadel  je  nach  ihrer  Lage  sehr  empfind- 
lich und  es  lässt  sich  für  gegebene  Dimensionen  des  Stabes  und  der  Nadel 
die  Gleichung  dieser  Bewegung  berechnen  oder  auch  bei  häufig  stattfinden- 
den Anomalien  der  magnetischen  Vertheilung  empirisch  ermitteln.  Zar 
Genauigkeit  des  Apparates  ist  erforderlich,  nicht  zu  schwache  Stäbe  zu 
nehmen,  am  besten  Hufeisen,  denen  man  eine  vertikale  Stellang  giebt; 
ferner  nicht  zu  kurze  Nadeln,  obgleich  die  Empfindlichkeit  derselben  nach 
dem  umgekehrten  Quadrate  ihrer  Länge  zunimmt.  1  "*"*  dicke  und  5  bis 
6^"*  lange  von  geraden  stählernen  Stricknadeln  abgebrochene  sind  die 
bTauohbarsten.  Will  man  einen  Hufeisenmagneten  anwenden,  so  ist  su 
empfehlen ,  ihm  eine  solche  Gestalt  zu  geben ,  dass  man  zu  absoluten  Mes- 
sungen sein  Trägheitsmoment  ohne  Mühe  genau  berechnen  kann.  Der  von 
mir  benutzte  Magnet  ist  von  Logemann,  hat  1  Pfund  Gewicht  und  26  Pfund 
Tragkraft.  Erwägt  man  nun,  dass,  wenn  die  Entfernung  MA==se  constant 
bleibt,  dagegen  Richtung  und  Stärke  des  Erdmagnetismus  sich  am  ein 
Geringes  ändern,  dies  einen  ähnlichen  Einfluss  auf  die  Stellung  der  Nadel 
ausüben  wird,  als  wenn  die  Entfernung  e  sich  ändert,  so  ist  hieraus  leicht 
zu  entnehmen,  wie  die  Bewegungen  der  Nadel  zur  Berechnung  der  Varia- 
tionen dienen  können.  Die  unvermeidliche  Abnahme  der  magnetischen 
Kraft  der  Nadel  hat  auf  diese  Bewegung  keinen  Einfluss.  Das  magnetische 
Moment  des  Stabes  kann  jährlich  oder  in  kürzeren  Perioden  ermittelt  wer- 
den, da,  wo  es  sich  um  absolute  Messungen  und  nicht  blos  um  den  täglichen 
Gang  der  Nadel  handelt. 

Es  möge  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Ablenkungswinkels  9  von  der 
Entfernung  e  bestimmt  werden.  Seien  die  Entfernungen  der  Pole  N  des 
Stabes  und  n  der  Nadel  B  gleich  r^  nS=r\  sN :^g^  sS:=ü  q  ]  die  Ampli* 
tude  des  Punktes  n  und  s  in  Bezug  auf  die  Pole  N  und  S  bezüglich  gleich 
er,  /3,  a\  /S',  ferner  2  k  die  Länge  der  Nadel  115,  21  die  Polardistans  des 
Stabes  NS,  so  ist : 

2X cosa      cos  ß      cos  a       cosß^ 

r«  =  [{c  —  l)^lcos*(py  +  A»  sinq>\       cos  a  —  (^~0—^cosq> 


[{e  +  l)  —  k  cosg>Y  +  ;i*  sin gp*,      cos  ß  = 


r 
(«  +  0  —  A  CO*  4P 
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^«  =  [(e-/)  +  ;L«059]»  +  ;*5mg>«,     co*«'  =  (?ri5L±A£?^^ 

^'«  =  [(e  +  /)  +  Amg>r  +  ;«W«9>%     co*  ^  =  ^^^tiH;^^?!^. 

Substitnirt  man  diese  Werthe  in  die  obige  CUeiohnng  des  Gleichgewicbts, 
worin  X  die  Horizontalintensitit  des  Erdmagnetismus ,  P  das  magnetische 
Moment  des  Stabes  bedeuten,  so  erh&lt  man: 

2X e — l^-Xeontp «  +  ' — Xcoitp    

^ — f+Aco5q)       * g  +  /+  JlcQgy 

Da  nun  /  und  iL  gegen  e  verschwindend  klein  sind ,  so  kann  man  mit  Ver- 
nachlässigung der  sehr  kleinen  Grössen  diese  Function  in  Reihen  entwickeln: 

2Aco*97        3     A*(l  — 3cQ5y*)"] 


+ 


1        r  2Acojy  _  3^    A'(l  — 3cQ5y')1 

(e  +  O'L  ■•"     e  +  /         2          (.  +  /)'       J 

1       r  2Jl  CQSy       3     X*(l--3cQyy')-| 

■Fn?L  ~HW""~2"-      C^O'      J 

'               ^  .3;L*(1  — 3co«9«)-     ^ 


Differenzirt  man  nach  den  Grössen  e  und  <p,  so  erhält  man: 

a^~       ZlUxn7,fp    [3^  c*         J' 

wofür  man  näherungsweise  setzen  kann:  ^ 

d<p e 

de  ZX*8in2ip 

Hieraus  geht  nun  hei*yor,  dass  die  Empfindlichkeit  der  Nadel  der  Entfer- 
nung e  direct,  dem  Quadrate  der  Nadellänge,  sowie  dem  Sinus  des  dop- 
pelten Ablenkungswinkels  umgekehrt  proportional  ist.  Die  Versache,  welche 
mit  einer  Nadel  von  0"^  Länge  und  5,8^"  Poldistanz  bei  Anwendung  eines 
Stabes  von  10^  Poldistanz  angestellt  wurden,  stimmten  mit  obiger  Formel 

nahezu  überein.     Für  ^==241'""'  war  die  Ablenkung  9)  =  45®,  also  -^ 

= 1— •    Für  eine  Aenderung  von  e  um  1"""  musste  sich  also  Jq)= — - 

10,5  ^  ^  10,5 

180 

berechnen  oder  in  Graden  ^g>=s- =5  05,   Die  Versuche  ergaben  im 

3,14.10,5        '  ^ 

Durchschnitt  den  Winkel  ö,%. 

Da  es  bei  sehr  kleinen  Nadeki  schwierig  ist,  beide  Enden  gleich  stark 
magnetisch  zu  erhalten,  die  Nadel  auch  leicht  umschlägt,  so  ist  es  gut. 


450  Kleinere  Mittheilungen. 

l  nicht  unter  25"**"  und  einen  starken  Magnetstab  anzuwenden.  Da  die 
magnetische  Intensität  der  Nadel  an  den  Enden  oft  ungleich  ist,  so  ist  eine 
Prüfung  derselben  noth wendig.  Hierzu  ist  eine  genaue  Bestimmung  des 
magnetischen  Meridians  erforderlich.  Man  stellt  dabei  vier  Beobachtungs- 
reihen auf,  indem  man  zuerst  den  Stab  von  N  her  der  Nadel  nähert  nnd 
▼on  1  zu  1"**"  die  östliche  und  westliche  Ablenkung  beobachtet  und  dies 
wiederholt,  indem  man  auch  den  Stab  von  S  her  der  Nadel  mit  entgegen- 
gesetztem Pole  nähert.  Beispielsweise  setse  ich  eine  solche  Probereihe 
her,  die  aber  keinen  Anspruch  auf  grosse  Genauigkeit  erhebt.  Der  Stab 
von  NliQr  genähert,  gab  der  Nadel  eine  südost-nordwestliche  Ablenkung. 

6  =  233  234  235   236   237  238   239  240   241  242  243   244  245  in  mm 
ip  =  umschlagen  83°  74°,5  67»,5  63*  58^5  54^5  50<»  45^5  41®  35*»  28°,5  umschlagen 

J=  8,6     7     4,5   4,5      4     4,5  4,5     4,5    6   6,5. 

Integrirt  man  die  oben  abgeleitete  Differentialgleichung,  so  erhält  man: 

(e«  — 241*) 
""*^^=-  3X^' 
Hieraus  folgt,  dass  für  (p=(fi  und  g?,  ^=90*  für  e  die  Werthe  ans  den  Gleich- 
ungen ^=241*  +  3  i*  und  «,*=241*--3A'  gefunden  werden.  Für  A=29"* 
berechnet  sich  nahezu  e=241  +  6,  in  welchen  Entfernungen  des  Stabes  von 
der  Nadel  also  ein  Umschlagen  stattfinden  soll.  Die  Differenz  e — e^  =  lt 
trifft  bei  der  oben  angeführten  Reihe  zu.  Die  übrigen  Abweichungen  haben 
sowohl  in  einer  fehlerhaften  Aufstellung  und  etwaigen  Torsion  des  Fadens, 
als  auch  in  einer  kleinen  Anomalie  der  Nadel  ihren  Grund. 

Berechnung  der  Intensität  des  Erdmagnetismus.  Diese 
wird  aus  angestellten  Beobachtungen  mittelst  der  bekannten  Gauss 'sehen 
Formel :  

/  .  f/e^  tan  a 
ausgeführt.  Da  nicht  Jedem  eine  Weber'sche  Reiseboussole  zur  Verfügung 
steht,  so  suchte  ich  die  Grösse  2 P :  AT  =:  e' /an  a  durch  eine  Schwingung«* 
methode  auf  folgende  Art  zu  bestimmen.  Macht  die  Nadel  unter  dem  Ein- 
flüsse des  Erdmagnetismus  in  einer  Minute  n^  Schwingungen,  S9  wird  diese 
Anzahl  bis  zu  n  gesteigert,  wenn  man  den  Ablenkungsstab  im  Meridian  der 
Nadel  mit  dem  freundschaftlichen  Pole  nähert,  hingegen  bis  zu  n^'  vermin- 
dert, wenn  man  ihr  den  feindlichen  Pol  in  derselben  Entfernung  e  gegen- 
überlegt.  Dann  ist  offenbar: 

2P_n«— n»^_w^  — w^^^ 
X~     «'«     ^~      «"»      ^' 
Es  wurden  von  mir  zur  Bestimmung  von  Ä  für  Jever  (53*  35'  NB)  vom 
9.  October  1863  folgende  Werthe  beobachtet: 

«  =  450«" ,         n  ==  45,40 ,         n"  =  26,65 
0  =  400»»»,         ii=:48,40,  «"=20,00 

n'  =  37,12. 
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2P 
Hieraus  folgt  im  Mittel  —  =  44662750.   Die  erste  Beobachtung  ergiebt 

für  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  in  der  Einheit  der  Entfernung 


4135,0 


die  zweite Secunde.   Mit  grosser  Genauigkeit  ausgeführte  Messungen 

4133,8 

ergeben    für    den    hufeisenförmigen   Magneten    T  =  315194600    und    die 

Schwingungsdauer  unter  dem  Einflüsse  des  Erdmagnetismus  gleich  0",67. 

Aus  n'=  37,12  folgt  für  die  Nadel  die  Schwingungsdauer  l",616,  so  dass 

man  erhält: 

/2  .  Jg .  /315194ÖÖÖ  _  /2>ff./3T5104600  _ 
6,67  .  j/44662750  M^  •  1,616 .  4134,4 

Die  Nadel,  deren  ich  mich  zur  Beobachtung  der  täglichen  Variationen 
bediene,  hat  eine  Länge  2A  =  44"*"*.  Sie  zeigte  am  12.  October  1863  bei 
e  =  356,"^ö  eine  Ablenkung  9^=45^  Da  nun  gemäss  der  obigen  Beobach- 
tungen ^44662750  =  854,81  ist,  SO  folgt  hieraus,  dass  bei  solchen  Werfthen 
▼one,  welche  von356,'^ö  nicht  merklich  abweichen,  wie  bei  dem  Differential- 
magitetometer,  fflr  eine  veränderliche  Intensität  des  Erdmagnetismus  die 
Gleichung : 

y^/2.ff.y/r^  Q 
i.e^  ei 

ebenfalls  gttltig  ist.     Differentiirt  man  dieselbe  nach  e,  so  erhält  man: 

und  weil  nun  noch-r—  =s  —  ^  ^^   .  ^     ist,  so  läast  sich  de  eliminiren,  wor- 
de  Zl*stn2(p      ' 

ans  hervorgeht: 

dX  _^0X*s%n2fp  _%Xlfsin2fp 

^^  2ei  2«* 

Da  sich  nun  «in  irgend  einem  Zeitpunkte  die  Werthe  von  X  und  e  für  eine 
mittlere  Ablenkung  9  =  45°  durch  Versuche  bestimmen  lassen,  so  ersieht 
man  leicht,  wie  die  Variationen  der  Intensität  sich  aus  den  Ablenkungen 
der  Nadel  berechnen  lassen.  Substituirt  man  beispielsweise  die  Werthe 
X  =  1,7670,  A  =  22,  <?  =  356,5  und  9  =  45°,  so  resultirt : 

^  ^       9.1,767.484    ^  _^   ^ 

/f  Jr=  — ^^-^^— /f  g)  =  0,029  ^9. 

Für  z/9  =:  1°  oder  in  Theilen  von  n  ausgedrückt  gleich  0,01745  ist: 
JX=z  0,029  .  0,01745  =  0,0005. 

Berechnung  der  Declination.  Wir  nehmen  jetzt  die  mittlere 
Bichtung  iV^S  als  fest,  dagegen  den  magnetischen  Meridian  N' S  als  ver- 
änderlieh an.    Ferner  möge  bei  conatanter  Horizontalintensität  sich  die 
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Kichtung  des  Erdmagnetismus  um  8q)  ändern,  so  wird  das  Drelmngsmoment 
Xsitifp.k  der  Boussole  B  um  X cos(pXdq>  wachsen,  das  der  Boassole  A  hin- 
gegen um  gleichviel  abnehmen.  Dieser  Aenderung  entspricht  nun  offenbar 
ein  Zuwachs  von  Ä^  welcher  gleich  ist: 

0-A  =-1 .  cot^  .  og),  6q>  =  — p-  oX, 

Da  aber  die  Variation  des  Instrumentes 

^.JX 


^       QXk*sin2(p 
beträgt,  so  ist  für  JX=  dX  offenbar: 

Hieraus  kann  die  Variatiou  J<p  des  magnetischen  Meridians  für  einmal 
beobachtete  Werthe  von  <p  und  e  berechnet  werden  und  zwar  mittelst 
beobachteter  Ablenkungen  ^/<p  des  Instrttments.  Sie  ist;  wie  ans  der  For- 
mel hervorgeht,  von  der  Horizontalintensität  unabhängig.  Es  sei,  nm  die 
Anschauung  zu  fixiren,  die  westliche  Variation  des  Zeigers,  also  /iipz.=z  i' 
und  9  =  45®,  so  würde  diesem  eine  Variation  der  Declination  entsprechen, 
welche  gleich  ist: 

9  .  484 
Ägp  =    '     ,  Graden  =  2  Minuten. 
356,5 

Die  Trennung  der  Variationen  i^4jp  und  dadurch  das  Dif- 
ferentialmagnetometer. Die  Üscillationen  der  Nadel  werden  offenbar 
durch  das  Zusammenwirken  der  Variationen  der  Declination  und  Intensität 
des  Erdmagnetismus  verursacht.  Um  diese  von  einander  zu  sondern,  be- 
steht das  Differentialmagnetometer  ans  zweien  in  demselben  Meridian 
liegenden  Boussolen  A  und  B  (Taf.  VIII,  Fig.  6);  deren  Nadeln  unter  Glas- 
glocken gegen  Luftzug  zu  schützen  sind.  Man  giebt  den  beiden  Nadeln 
eine  entweder  östliche  oder  westliche  Ablenkung  von  ungefUhr  45®  und 
wählt  zur  Zeit  der  Aufstellung  die  Stunde ,  in  welcher  die  Declination  ihr 
tägliches  Mittel  durchschneidet,  was  etwa  10^  Fm  oder  6^ ]Vm  geschieht. 
Eine  Variation  6tp  der  Declination  gegen  FT  muss  in  A  die  Ablenkung  q> 
vergrössern  um  E^  dagegen  den  Winkel  q)  in  B  um  E  verkleinern.  Eine 
Verstärkung  der  Horizontalintensität  wird  aber  die  Ablenkung  in  A  sowohl, 
als  in  B  um  E'  verkleinern ,  eine  Abnahme  vergrössern.  Sind  nun  die  Ab- 
lenkungen nach  einer  gewissen  Zeit  in  A  gleich  9  +  €  —  e^  in  B  gleich 
9  —  e  —  b\  so  folgt  hieraus ,  wenn  man  die  Angaben  der  beiden  Boussolen 
mit  a  und  ß  bezeichnet : 

woraus  Declination  und  Intensität  berechnet  werden. 

Beispielsweise  möge  hier  noch  die  tägliche  Bewegung  der  Declination, 
welche  ich  vom  15.  October  bis  4  Deeember  1803  aufgezeichnet  habe,  ihren 
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I      Platz  finden.     Da  der  Apparat  nur  roh  zusammengesetzt  ist,  so  haben  die 
It       bei  einer  mittleren  Ablenkung  9  =  30^  beobachteten  absoluten  Werthe  von 
I      d^  (in  Graden)  keinen  Anspruch  auf  Genauigkeit.     Das  Voraeiehen  +  be- 
deutet eine  westliche,  —  eine  östliche  Abweichung  vom  Meridian,  Z  die 
Anzahl  der  Beobachtungen. 
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XLIV.  Veber  einen  Zusammenhang  der  Seiten  eines  Kreisvierecks 
mit  den  Wurzeln  einer  biqnadratischen  Gleichung.    Von  demselben. 

Sind  x^  ytjyty  Vt  die  Seiten  eines  Kreisvierecks ,  so  ist  nach  Gerhard 
der  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises: 

{^Vi + ytyi)(^yt+yiy»)  (p^yt + y%  yt) 


^=/(i:^ 


(— «+yi+yt+yt)(^-yi+yt+yi)(«+yi-yi+yj)(a:+yt+yt— yO 

Der  Inhalt  V  des  Vierecks  wird  offenbar  gleich  Null,  wenn  R  einen  unend- 
lichen Werth  annimmt,  also: 

(—  ar+yi+yt+y,)  (a:— yi+y,+y,)  (Ä?+yi— yi+y«)  («+yi+y«— y«) 

«:16F«=0. 

Die  vier  Seiten  des  Vierecks  können  nun  als  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«*+ wo:*  +  war +p  =  0 
betrachtet  werden,  indem  man  eine  derselben  z.  B.  x  als  Hauptgrösso  an- 
nimmt und  das  obige  Product  in  die  Gleichung 

«*—  2  (yi"+  yt*  +  yt')  x^+  8y,  y,y,  x 
-  [4  {yi'y^'¥y^'y^'\'y^y^)  -  (yt*  +  y«'  +  y.7]  =  o 

entwickelt.   Aus  der  Vergleichung  der  homologen  Goefficienten  erhält  man : 


yi'+y.'+y.'=  — 


2* 


454  Kleinere  Mitibeilungen. 


y.'y.'+ yi's^.'H-  ytV= ^  C^«'-  4p), 

also : 


(Euler*8che  Reeolvente.) 


ZLY.   Veber  eine  Ertoheinimg  am  Hewton'sohen  Farbengltse.  Sieht 

man  gegen  das  Farbenglas  so ,  dass  man  die  Newton'schen  Ringe  deatlicb 
sieht  and  schiebt  von  der  Seite  ein  OHmmerblättchen  vor  das  Auge,  so 
dass  ein  Theil  der  Papille  von  demselben  bedeckt  wird,  ein  Theil  frei 
bleibt,  so  sieht  man  aaf  der  Seite  des  unbedeckten  Auges  ein  System  von 
hellen  and  dunklen  Halbkreisen ,  die  za  demselben  Centram  gehören ,  wie 
die  New  tonischen  Ringe.  Ihre  Entfernung  von  diesem  Centrum  ist  der 
Quadratwurzel  aus  der  Dicke  des  verwendeten  Blftttchens  proportional. 
Bringt  man  zwei  Blättchen  vor  die  Pupille,  so  dass  ein  Theil  derselben 
von  beiden,  ein  Theil  von  einem  Blättchen  bedeckt,  ein  Theil  frei  ist,  so 
sieht  man  das  dem  doppelten  und  das  dem  einfachen  Blättchen  ent- 
sprechende System  zugleich. 

Man  braucht  das  Blättchen  nicht  unmittelbar  vor  das  Auge  zu  geben, 
die  Halbkreise  entstehen,  sobald  ein  Theil  der  Strahlen,  die  von  jenen 
Stellen,  an  denen  die  Halbkreise  sich  bilden  können,  ins  Auge  kommen, 
durch  das  Blättchen,  ein  Theil  frei  geht.  Nur  diese  Strahlen  tragen  cur 
Erzeugung  der  Halbkreise  bei;  denn  man  kann  das  ganze  übrige  Farben- 
glas mit  einem  undurchsichtigen  Schirm  verdecken,  ohne  sie  zu  stören. 
Legt  man  zwei  ebene  Glasplatten  auf  einander,  so  sieht  man  darauf  mit 
halbverdeckter  Pupille  feine  Linien,  wenn  auch  kaum  Farben  dünner 
Blättchen  zu  sehen  sind. 

Aehnliche  Nebenkreise  oder  Nebenstreifen  sieht  man  auch ,  wenn  man 
andere  Interferenzerscheinungen  auf  die  angegebene  Weise  betrachtet, 
z.  B.  die  Ringe,  welche  Krjstallplatten  im  Polarisationsapparate  zeigen 
oder  die  lebhaften  Interferenzstreifen ,  die  man,  durch  einen  Nicol  schief 
stehend  wahrnimmt. 

Wien.  Prof.  Stbfan. 


XL  VI.  lieber  Interferenzerseheinangen  im  prismatisehen  und  im 
Beugungsspeetnun.  Tal  bot  entdeckte  Interferenzstreifen  im  prismatischen 
Spectrum,  als  er  von  der  Seite  der  brechenden  Kante  des  Prisma  ein 
Glimmerblättchen  so  vor  das  Auge  schob,  dass  die  halbe  Pupille  von  dem- 
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selben  bedeckt  wurde.  Ueber  die  Bediogungen  des  Entstehens  dieser 
Streifen  wurden  folgende  neue  Erfahrungen  gemacht:  Man  braucht  das 
Blättchen  nicht  unmittelbar  vor  das  Auge  zu  geben ,  man  kann  es  irgend 
wo  zwischen  Auge  und  Prisma  halten  oder  am  Prisma  ankleben ,  oder  auch 
swischen  Prisma  und  Spalte  stellen ,  wenn  nur  der  Theil  des  ins  Auge  ge- 
langenden Lichtbündels ,  der  gegen  die  Kante  des  Prisma  geht  oder  von 
dieser  kommt,  durch  das  Blättchen  geht,  so  entstehen  die  Streifen. 

Man  sieht  diese  Streifen  auch  in  den  durch  ein  beugendes  Gitter  er- 
zeugten Spectren  und  zwar  in  den  links  liegenden ,  wenn  das  Blättchen 
von  rechts  in  das  von  der  Spalte  kommende  Lichtbündel  irgendwo  zwischen 
Auge  und  Spalte  eingeschoben  wird,  im  umgekehrten  Falle  in  den  rechts 
liegenden  Spectren. 

Klebt  man  auf  das  Gitter  zwei  Blättchen  neben  einander  so,  dass  in 
der  Mitte  ein  kleiner  Theil  frei  bleibt,  dessen  Breite  kleiner  als  der  Durch- 
messer der  Pupille  ist,  so  sieht  man  Streifen  in  den  Spectren  links  und 
rechts  zugleich. 

Je  dicker  das  Blättchen,  desto  feiner  und  zahlreicher  die  Streifen. 
Ein  Glasplättchen  von  0,15  Millimeter  Dicke  giebt  120  Streifen  im  Spectrum. 
Dickere  i^lättchen  können  bei  Beobachtung  mit  freiem  Auge  nicht  ange- 
wendet werden,  wohl  aber,  wenn  man  das  Spectrum  durch  ein  Fernrohr 
beobachtet.  Auch  hier  kann  man,  statt  das  Blättchen,  wie  Brewster 
und  Airy  CS  gethan  haben,  zwischen  Auge  und  Ocular  zu  geben,  dasselbe 
vor  dem  Objectiv,  überhaupt  irgendwo  zwischen  Objectiv  und  Prisma  oder 
Prisma  und  Spaltp,  aber  auf  der  Seite  der  brechenden  Kante  des  Prisma 
anbringen.  Dadurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  dickere  Plättchen 
zu  verwenden  und  selbe  während  der  Beobachtung  beliebigen  Teroperatur- 
ftnderungen  oder  Drücken  auszusetzen  und  aus  der  geänderten  Lage  der 
Streifen  auf  die  Aenderung  der  optischen  Eigenschaften  des  Plättchens  zu 
schliesson.  Dickere  Plättchen  müssen  planparallel  sein.  Ein  Plättchen 
von  über  3  Millimeter  Dicke  gab  zwischen  den  Fraunhofer'schen  Linien 
B  und  ff  2500  Interferenzlinien.  Die  letzteren  entstehen  aus  Strahlen ,  die 
ttber  5000  Wellenlängen  Gangunterschied  haben. 

Ebenso  kann  man  die  Linien  in  den  Beugungsspectren  erzeugen  durch 
Anbringen  eines  Plättchens  vor  dem  Objectiv  oder  irgendwo  zwischen 
Objectiv  und  Spalte«  Ist  das  Plättchen  links,  so  sind  die  Linien  in  den 
linksseitigen  Spectren,  wenn  das  Fernrohr  ein  astronomisches  ist  und  um- 
gekehrt. Zwei  Plättchen,  von  entgegengesetzten  Seiten  in  das  Strahlen- 
bündel geschoben,  so  dass  die  Mitte  desselben  frei  bleibt,  geben  Linien  in 
allen  Spectren  zugleich. 

Die  Linien  entstehen  auch ,  wenn  das  Plättchen  vor  die  Spalte  gegeben 
wird,  so  dass  es  die  Hälfte  derselben  bedeckt.  Hier  ist  es  gl  eich  gilt  ig, 
ob  das  Plättchen  von  rechts  oder  links  eingeschoben  wird, 
die  Streifen  im  prismatisclien  Spectrum  entstehen  in  beiden  Fällen. 
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Man  siebt  auch  Interferenzlinien,  wenn  man  die  ganze  Spalte  oder 
daa  ganze  Objeotiv  oder  Ocular  mit  einem  dünnen  Blätteben  bedeckt. 
Diese  sind  viel  feiner  und  anderen  Ursprungs,  lieber  diese ,  sowie  über 
die  durch  an  der  Vorder-  und  Hinterfläche  eines  Helioataten  reflectirtea 
Liebt  erzeugten  Linien  und  über  den  Einfiuss  dieser  auf  die  Sichtbarkeit 
der  Frauenbofer^schen  wird  in  einer  nächsten  Mittheilung  berichtet  werden. 

Wien.  Prof.  Stefan. 


ZLVn.  Der  Entdeckung  der  spectralanaljtischen  Methode  in  der 
Chemie  folgte  auf  dem  Fusse  die  Entdeckung  des  Cäsiums  und  Bubidiums 
nach,  eine  weitere  Frucht  war  die  Auffindung  des  Thalliums,  erkennbar  an 
einer  grünen  Spectrallinie,  welche  das  Prisma  aus  dem  durch  ein  Thallium- 
salz in  einer  Bunsen*schen  Flamme  erhaltenen  grünen  Lichte  ausscheidet. 
Geleitet  durch  eine  blaue  Spectrallinie,  entdeckte  endlich  Herr  Professor 
Richter  in  Freiberg  in  einer  schwarzen  Zinkblende  von  der  Grube  Him- 
melfahrt bei  Freiberg  ein  neues  Metall ,  Indium.  Dasselbe  kommt  in  der 
genannten  Zinkblende  nur  in  sehr  geringer  Menge  vor,  lässt  sich  aus  dem 
gelblich  weissen  Oxyde  durch  Kohle  oder  Wasserstoffgas  in  Zinn  bis  silber- 
weissen  Körnchen  von  7,125  specifischem  Gewicht  erhalten,  die  äusserst 
weich  und  sehr  ductil  sind.  Diese  Körnchen  schmelzen  vor  dem  Löthrohre 
leicht  und  geben  einen  gelblich-weissen  Beschlag,  wobei  die  Flamme  blau 
gefärbt  wird.  Das  Oxyd  färbt  Glasflüsse  nicht,  das  reducirte  Metall  löst 
sich  in  Schwefelsäure  und  in  Salzsäure  unter  Wasserstoffeutwickelung  auf. 
Man  ersieht  aus  dem  Vorhergehenden,  welches  aus  einer  Mittheilung  ge- 
schöpft ist,  die  Reich  im  bergmännischen  Verein  in  Freiberg  über  die  von 
ihm  und  Richter  ermittelten  Eigenschaften  des  Indiums  gemacht  hat, 
dass  das  Indium  chemische  Eigenschaften  besitzt,  die  denen  des  Zinks 
ähnlich  sind.  Dr.  Kahl.. 


Druckfehler  im  6.  Hefte  des  8.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift: 
Seite  462,  Zeile  7  von  oben  setze:  ,, Do  dekaederkante*'  statt  „Dodekaederfläehe'^ 
In  derselben  Zeile  muss  hinter  „ist"  ein  Komma  stehen. 
Seite  462,  Zeile  16  von  oben  ist  hinter  dem  Worte  „Quadrate"  einzuschieben :  „der 

Seiten". 
Seite  462,  Zeile  14  von  unten  ist  hinter  „des"  „im"  einzuschieben. 
„    462       „      10    „       „      muss  „aufgesetzt"  für  „gesetzt"  stehen. 
„    463      „      1 1     „    oben  muss  für  Zehneekaxen  „Zehneokseite"  und  für  Sechs- 
eckaxe  „Sechseckseite"  gesetzt  werden. 
Seite  403,  Zeile  11  von  unten  fehlt  hinter  dem  Worte  „Grundlinie"  das  Komma.  ' 
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Recensionen. 

Elemente  der  analytischen  Oeometrie  der  Ebene.  Von  F.  Joachimsthal. 
Mit  8  Figurentafeln.  Berlin,  G.  Reimer.  1863. 
Man  hat  es  oft  und  gewiss  nicht  mit  Unrecht  als  einen  Vorzug  der 
französischen  mathematischen  Literatur  gegenüher  der  deutschen  gerühmt, 
dass  in  dem  Lande  der  Centralisation  die  bedeutendsten  Gelehrten  es  nicht 
unter  ihrer  Würde  halten,  auch  eigentliche  Lehrbücher  derjenigen  Wissen- 
schaften zu  schreiben,  zu  deren  Vervollkommnung  sie  selbst  am  Meisten 
beitrugen,  während  bei  uns  das  Verfassen  von  Lehrbüchern  nur  den  Diis 
minorum  gentium  überlassen  blieb ,  oder  höchstens  die  erste  Arbeit  eines 
bei  dieser  Veröffentlichung  noch  wenig  bekannten  Gelehrten  zu  sein  pflegte, 
der  sich  damit  der  mathematischen  Welt  im  Grossen  und  Ganzen  vorstellen 
wollte.  Der  Grund  dieses  Gegensatzes  liegt  nicht  etwa  darin,  dass  der 
Deutsche  weniger  die  Ueberzeugung  gehabt  hätte ,  mit  einem  guten  Lehr- 
buche segensreich  wirken  zu  können.  Das  Bewusstsein  ist  wohl  schon 
längst  allgemein  verbreitet,  dass  gerade  für  den  Anfftnger  das  Beste  eben 
gut  genug  ist,  während  viel  eher  in  den  höheren  Theilen  der  Wissenschaf- 
ten dem  Schüler  Lückenhaftes  oder  gar  minder  Genaues  geboten  werden 
darf,  wo  er  schon  die  Fähigkeit  erlangt  hat,  ergänzend  und  kritisch  seinen 
Lehrgang  zu  controliren.  Der  Grund  lag  vielmehr  sicherlich  in  der  poli- 
tischen Gestaltung  unseres  Vaterlandes,  welche  es  nahezu  unmöglich 
machte,  dass  das  Lehrbuch  eines,  wenn  auch  noch  so  bedeutenden  Schrift- 
stellers in  den  benachbarten  Duodezstaaten  eingeführt  wurde,  der  auf 
seinen  eigenen  Mathematiker  viel  zu  stolz  war,  als  dass  er  seine  Schriften 
nicht  vorgezogen  hätte.  Darin  war  allerdings  ein  Hemmniss  für  bedeu- 
tende Männer,  ihre  Zeit  und  Müheleistung  au  Schriften  zu  wenden,  in 
welchen  untergeordnete  Geister  ihnen  Concurrenz  machen  und  dabei  auf 
Erfolg  hoffen  durften.  Es  ist  sicherlich  kein  Hereinziehen  von  Politik  in 
damit  nicht  Zusammenhängendes,  wenn  ich  behaupte,  ein  geeinigtes  Volk 
und  gute  Lehrbücher  in  irgend  einem  Zweige  der  Wissenschaft  gehen  stets 
Hand  in  Hand,  und  wie  der  Gedanke  einer  natnrnothwendigen  Zusammen- 
gehörigkeit deutscher  Stämme  in  den  beiden  letzten  Jahrzehnten  deutlicher 
und  kräftiger  zum  Durchbruche  kam,  so  wird  Niemand,  der  die  mathcma- 
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tiscben  Lehrbücher  derselben  Periode  vergleicht,  in  Abrede  stellen  können, 
dass  mehr  bedeutende  Mathematiker  Deutschlands  seit  dieser  Zeit  Elemen- 
tarwerke veröffentlichten  als  je  vorher,  dass  innerhalb  dieser  Periode  ge- 
rade das  letzte  Jahrzehnt  wieder  das  Beste  hervorgebracht  hat.  Zu  den 
Schriften  dieser  Gattung  gehört  in  ganz  hervorragender  Weise  die  hier  zu 
besprechende  „Analytische  Geometrie  der  Ebene^*.  Es  scheint,  als  wenn 
der  Plan  zu  derselben  zum  Theil  in  jener  aufgeregten  Zeit  entstand,  welche 
dem  1851  erfolgten  Tode  von  C.  G.  J.  Jacobi  vorherging;  dass  Jacob i 
beabsichtigte,  eine  ganz  elementar  gehaltene  analytische  Geometrie  des 
Raumes  zu  schreiben,  zu  welcher  Joachimsthal  gleichsam  die  Ein- 
leitung in  Gestalt  einer  analytischen  Geometrie  der  Ebene  verfassen  sollte, 
damit  so  die  gesammte  analytische  Geometrie  dem  Anfönger  in  wiasen- 
schaftlich  strenger  und  doch  der  Form  nach  fasslicher  Darstellung  zugäng- 
lich sei.  Jacobi  starb  und  hinterliess  ein,  wenn  auch  nicht  vollendetes, 
doch  so  weit  gediehenes  Manuscript,  dass  es  Herrn  Oswald  Hermes  an- 
vertraut werden  konnte,  welcher  gegenwärtig  die  Hoffnung  ausspricht, 
dessen  Erscheinen  in  Kürze  möglich  machen  zu  können.  Joachimsthal 
hatte  den  ersten  Entwurf  der  ihm  zugetheilten  Arbeit  um  1855  vollendet, 
aber  dieser  erste  Entwurf  genügte  ihm  nicht.  Er  arbeitete  ihn  nochmals 
vollständig  um,  indem  er  namentlich  die  Anordnung  des  Stoffes,  die  Beihen- 
folge  der  Kapitel  veränderte,  und  während  dieser  Umgestaltung  seines 
Werkes  starb  er  den  5.  April  1861.  Auch  dieses  nicht  ganz  vollständige 
JMLanuscript  wurde  Herrn  Hermes  zur  Heransgabe  überliefert,  und  so  ist 
jetzt  das  mathematische  Publikum  im  Besitze  einer  analytischen  Geometrie 
der  Ebene,  welche  für  den  Anfänger  Alles  das  leistet,  was  verlangt  werden 
kann.  Auf  dem  kurzen  Baume  von  etwa  13  Druckbogen  sind  die  wichtig- 
sten Lehren,  die  gegenwärtig  zumeist  angewandten  Methoden  der  Geome- 
trie klar  und  präcis  auseinander  gesetzt.  Beferent  hält  sonst  nicht  viel 
von  sogenannten  Elementar  werken  zur  Selbstbelehrung ,  da  der  Anfänger 
selten  ohne  Beihülfe  eines  Lehrers  sich  durchzuarbeiten  im  Stande  ist; 
aber  wenn  es  eine  analytische  Geometrie  der  Ebene  giebt,  welche  zu  die- 
sem Zwecke  empfohlen  werden  kann,  so  ist  es  die  von  Joachimsthal. 
Sie  gewährt,  wenn  ich  diese  Parallele  ziehen  darf,  dem  Leser  die  Annehm- 
lichkeit der  Schreibweise,  durch  welche  Lübsen^s  Lehrbücher  so  vielfach 
schon  bestochen  haben,  und  giebt  ihm  andererseits  die  Garantie,  dass  er 
nur  Bichtiges  findet,  dass  die  Schwierigkeiten  nicht  etwa  verhüllt,  sondern 
gelöst  werden.  Der  Gang  des  Buches  ist  folgender.  Im  1.  Kapitel  wird 
die  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  in  einer  Ebene  mit  Hülfe  von 
Parallelcoordinaten  und  von  Polarcoordinaten  gelehrt.  Es  lassen  sich, 
sagt  dabei  der  Verfasser  (S.  4) ,  noch  unzählig  viele  andere  Methoden  an- 
geben, um  die  Lage  von  Punkten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen.  Beferent 
ist  der  Ansicht,  dass  es  hier  wohl  am  Platze  gewesen  wäre,  eine  oder  die 
andere  solche  Methode  noch  zu  erläutern,  wozu  ihm  etwa  die  Plücker'- 
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sehen  Kreiscoordmaten  (Grelle  XLIV)  passend  erscheinen.    Der  Anfänger 
ist  nnr  en  sehr  geneigt,  den  Sinn  der  analytischen  Geometrie  hlos  in  dem 
Rechnen  mit  gradlinigen  Coordinaten  zu  suchen ,  und  dieser  falschen  An- 
schauung von  vornherein  entgegenzutreten,  ist  sicher  nicht  ohne  Wichtig- 
keit.    Freilich  gehört  dazu  nicht  blos  der  negative  Weg,  bei  welchem  man 
aufmerksam  gemacht  wird,  dass  ausser  dem  Rechnen  mit  gradlinigen  Coor- 
dinaten auch  noch  Anderes  in  das  Bereich  der  analytischen  Geometrie  fällt, 
sondern  der  Schüler  muss  in  positiver  Weise  dahin  geführt  werden,  dass 
er  einsehe,  wie  die  analytische  Geometrie  eine  Methode  ist,  so  gut  wie  die 
synthetische,  dass  beide  dieselben  Gegenstände  behandeln  nur  in  principiell 
verschiedener  AuffassuDg.     Der  gemeinsame  Gegenstand  besteht  in  den 
verschiedenen  Raumgebilden  und  deren  Eigenschaften  der  Lage  und  Aus- 
dehnung.    Unter  den  Sätzen,  welche  diese  Eigenschaften  bedingen,  giebt 
es  zwei  Gattungen,  die  man  trennen  kann.     Es  giebt  Sätze,  die  fast  aus- 
schliesslich Sätze  der  Lage  sind,  andere  fast  ausschliesslich  Sätze  der  Aus- 
dehnung.    Jene  ergeben  sich  am  deutlichsten  dem  sehenden  Auge  an  der 
gezeichneten  Figur,  diese  dem  rechnenden  Geiste  aus  der  Formel  oder 
Gleichung,  durch  welche  sie  sich  darstellen.     Der  Satz,  dass  die  3  Media- 
nen des  Dreieckes  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  gehört  etwa  zu  der 
ersten  Klasse;  der  Satz  A*  =  C|'  +  c^  zu  der  zweiten.     Die  Geometrie  be- 
gnügt sich  aber  nicht  damit,  die  Sätze  in  einer  Auffassung  blos  kennen  zu 
lernen ;  eine  Vollständigkeit  verlangend ,  sucht  sie  jedem  Satze  auch  die 
Seite  abzugewinnen,  welche  nicht  von  vorn  herein  zu  Tage  tritt;  sie  con- 
strnirt  den  pythagoräischen  Lehrsatz ,  indem  sie  die  zweiten  Potenzen  der 
Masszahlen  der  Linien  als  Masszahlen  von  Flächen  auffasst  und  die  so  ge- 
wonnenen Flächen  vor  den  Augen  des  Schülers  zusammensetzt;  sie  zeigt, 
dass  eine  Mediane  die   andere  in  zwei  Dritteln  ihrer  Länge  schneidet, 
woraus   mit    zwingender   Nothwendigkeit   der   gemeinschaftliche   Durch- 
schnittspunkt sich  erschliesst.     Nicht  bei  allen  Sätzen  sind  beide  Metho* 
den,  die  construirende  und  die  durch  Rechnung  schliessende,  gleich  gut  an- 
gebracht.    Bald  ist  die  Anwendung  der  einen  vortheilhafter ,  bald  die  der 
anderen.     Allein  eben  deshalb  ist  es  für  den  angehenden  Geometer  noth- 
wendig,  mit  beiden  Methoden  vertraut  zu  werden ,  und  zur  besseren  Ein- 
übung wird  er  versuchen  müssen ,  alle  Sätze  der  Geometrie  das  einemal 
nach  dem  einen  Systeme,  das  anderemal  nach  dem  anderen  zu  beweisen. 
Die  durchgehende  Anwendung  der  Construction  bildet  die  synthetische 
Geometrie,  die  Methoden  der  Rechnung  machen  die  analytische  Geometrie 
aus.     Somit  stellt  die  Aufgabe  der  analytischen  Geometrie  sich  als  eine  in 
4irei  Theile  zerfallende  dar.     Zuerst  hat  man  geometrische  Eigenschaften 
in  Gleichungen  zu  bringen.     Dann  hat  man  mit  diesen  Gleichungen  zu 
rechnen.     Endlich  hat  man  die  Schlussresultate  wieder  ins  Geometrische 
zurückzuübersetzen.     Es  stimmt  so  ziemlich  mit  diesen  Gedanken  überein, 
wenn  Joachims thal  sagt:  „Die  analytische  Geometrie  ist  eine  Anwen- 
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„düng  der  Algebra  anf  die  Geometrie;  ihre  eigenthümliche  Methode  besteht 
„darin,  Gerade  oder  Curven  der  Form  und  Lage  nach  als  den  geometrischen 
„Ort  aller  Punkte  zu  definiren,  dercwi  Coordinaten  einer  gegebenen  Gleich- 
„ung  genügen,  und  aus  den  Eigenschaften  dieser  Gleichung  die  Eigen- 
„Schäften  jener  Geraden  oder  Curven  abzuleiten*^  (S.  14).  Allein  die  De- 
finition kommt  doch  vielleicht  etwas  zu  spät;  und  so  möchte  Keferent  einige 
einleitende  Worte  etwa  des  oben  ausgesprochenen  Inhaltes  für  wünschens- 
werth  halten.  Als  besonders  gelungen  dürfte  dagegen  in  diesem  Kapitel 
§  12  „Graphische  Darstellung  der  reelUen  Lösungen  einer  Gleichung  zwi- 
schen zwei  Unbekannten"  (S.  11)  zu  bezeichnen  sein,  in  welchem  sowohl 
der  Begriff  des  geometrischen  Ortes,  als  auch  namentlich  der  von  Durch- 
schnittspunkten in  vollendeter  Klarheit  hervortritt.  Das  2.  Kapitel  ,von 
den  Linien  erster  Ordnung  enthält  die  gewöhnlichen  Aufgaben  über  die 
gerade  Linie,  aber  freilich  in  selbstständiger  Weise  behandelt.  Vielleicht 
wäre  hier  die  Discussion,  unter  welcher  Bedingung  zwei  Gleichungen  die- 
selbe Gerade  bezeichnen  (S,  20),  dahin  zu  ergänzen,  dass  man  umgekehrt 
noch  zeigte,  wie  solche  identische  Linien  keinen  besonders  hervortretenden 
Durchschnittspunkt  besitzen  können,  und  wie  es  somit  geometrisch  sich 
rechtfertigt,  wenn  die  Algebra  zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  zwei 
von  einander  unabhängige  Gleichungen  verlangt.  Im  3.  Kapitel  kommt 
der  Kreis  zur  Behandlung,  als  der  Ort  des  Endpunktes  einer  geraden 
Strecke  in  der  Ebene  von  gegebenem  Anfangspunkte.  Das  4.  und  5.  Ka- 
pitel lehren  Ellipse  und  Hyperbel  kennen  als  die  Orte  der  Punkte  von 
gleicher  Summe  und  gleicher  Differenz  der  Radien  -  Vectoren.  Alle  drei 
Curven  sind  unabhängig  von  einander  behandelt,  und  auch  darin  zeigt  sich 
der  didaktische  Takt  des  Verfassers.  Man  kann  dem  Anfänger  in  der 
analytischen  Geometrie  nur  dadurch  Vertrauen  in  die  Methoden  einflösen, 
wenn  man  sie  wiederholt  bei  der  Form  nach  verschiedenen  Curven  zur 
Anwendung  bringt.  Das  Gemeinsame  der  Gleichung  lässt  fast  immer  noch 
gewisse  Zweifel  zurück.  Ich. erinnere  nur  an  die  gewöhnlich  recht  stief- 
mütterliche Behandlung  der  Hyperbel  in  den  Lehrbüchern.  Man  sagt,  die 
Gleichungen  der  beiden  Curven,  der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  sind  iden- 
tisch bis  auf  das  Vorzeichen  von  &',  man  wird  also  diesen  Unterschied  allein 
in  den  abgeleiteteten  Sätzen  zu  wahren  haben.  Das  leuchtet  dem  Schüler 
algebraisch  genommen  freilich  ein,  aber  seine  geometrische  Ueberzeugung, 
wenn  ich  so  sagen  darf,  bleibt  sehr  schwankend.  Man  frage  doch  einen 
so  unterrichteten  Schüler  z.  B.  nach  den  Durchmessern  der  Hyperbel,  und 
man  wird  sehen,  welche  Verwirrung  darüber  herrscht.  Auch  Joachims- 
thal hat  (S.  73)  den  Zeichenunterschied  in  den  Gleichungen  der  Ellipse, 
und  Hyperbel  hervorgehoben,  aber  er  that  es  erst  dann,  nachdem  die  geo- 
metrischen Entwickelungen  zu  Ende  geführt  waren,  nachdem  besonders 
mit  Beihülfe  der  Asymptoten  alle  jene  Linien  gezeichnet  waren,  welche 
nur  noch  einmal  rccapitulirt  werden  mussten.    Unmittelbar  an  die  gezeigte 
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algebraische  Uebereinstiinmung  echliesst  sich  dann  auch  die  Ableitung  der 

für  Ellipse  und  Hyperbel  gemeinsamen  Gleichung  —  +  -^—  —  jt  =  1 ,   bei 

welcher  nur  X  von  1  verschieden  sein  mnss,  und  jetzt  ergiebt  sich  mit  Noth- 
wendigkeit,  dass  der  Fall  >L  =  1  einer  anderweitigen  Behandlung  unter- 
worfen werden  muss.  Damit  ist  der  Inhalt  des  6.  Kapitels  gegeben.  Die 
Parabel  bildet  ihn,  und  daran  wieder  sich  anschliessend  gemeinsame  Be- 
trachtungen für  die  drei  Curven,  P^llipsc,  Hyperbel,  Parabel,  deren  Scheitel- 
und  Polargleichnngen.  Jetzt  erst  kann  mit  Nutzen  für  den  Anfänger  die 
Discnssion  der  Gleichung  zweiten  Grades  erfolgen,  und  dazu  sind  die  For- 
meln der  allgemeinen  Goordinatentransformation  erforderlich.  Nun  ist 
aber  eine  didaktische  Hauptregel,  man  solle  keinen  Gegenstand  entwickeln, 
bevor  man  ihn  gebraucht,  und  deshalb  stimmt  Referent  aus  ganzer  Seele 
bei,  wenn  die  Transformation  der  Coordinaten  erst  im  7.  Kapitel  vorkommt, 
und  nicht  gleich  zum  Anfange  der  analytischen  Geometrie  vornwegge- 
nommen und  bis  zum  wirklichen  Gebrauche  wieder  vergessen  wird.  Kann 
doch  überdies  jetzt  so  mancher  Satz  anders  ausgesprechen  werden,  als  er 
im  Einleitungskapitel  möglich  gewesen  wäre.  Ich  hebe  nur  den  bei  Weitem 
wichtigsten  Satz  hervor :  ,,Sind  /?  =  0,  q  =  0  die  Gleichungen  zweier  sich 
„schneidenden  Geraden  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Coordinatensystem 
„(a:',  y)y  und  macht  man  die  erste  zur  y-,  die  zweite  zur  a:-Axe  eines  neuen 
„Systemss  (x,  y),  so  sind  die  Transformationsformeln  der  Coordinaten 
^^x  =  8py  y  =  ö'q^  wo  6  und  8'  zwei  von  Null  verschiedene  Constanten  be- 
,, zeichnen**  (S.  91).  Bei  dieser  Gelegenheit  wird  dann  auch  nach  gewohn- 
ter Weise  gezeigt,  dass,  wenn  durch  eine  solche  Transformation  die  Gleich- 
ung Z7=0  in  U'  =  0  übergeht,  ?7  und  U'  von  gleicher  Dimension-f^sein 
müssen,  weil  weder  U'  eine  höhere  Dimension  als  ü  annehmen  kann,  noch 
umgekehrt  bei  der  rückwärts  erfolgenden  Transformation  U  eine  höhere 
Dimension  als  U\  Referent  pflegt  in  seinen  Vorlesungen  mit  diesem  Be- 
weise eine  geometrische  Anschauung  zu  verbinden,  welche  die  Anfänger 
gleichfalls  in  der  Regel  weit  mehr  überzeugt,  als  der  an  sich  betrachtet 
viel  strengere  analytische  Beweis.  Es  sei  U  =  0  eine  Gleichung  n^^^  Gra- 
des, 80  wird  eine  gerade  Linie  ^  =  0  im  Allgemeinen  n>Durchschnitts- 
pnnkte  mit  ihr  besitzen.  Diese  Durchschnittspunkte  verändern  sich  aber 
offenbar  nicht,  welches  Coordinatensystem  man  auch  zu  Grunde  legt.  Da 
ferner  für  jedes  System  von  Parallelcoordinaten  die  neue  Gleichung  ^^'  =  0 
der  Gerade  vom  ersten  Grade  bleibt,  so  muss  auch  U'  die  Dimension  n 
wieder  besitzen,  damit  ^  =  0  und  Z7'  =  0  durch  n  gemeinsame  Wurzeln 
erfüllt  werden.  Das  8.  Kapitel  discutirt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  anzuerkennender  Berücksichtigung  aller  möglichen  Einzelfälle, 
welche  S.  103  in  einer  kleinen  Tabelle  zusammengestllt  werden.  In  einer 
Anmerkung  hat  der  Herausgeber  hinzugefügt,  dass  alle  diese  Curven  zwei- 
ten Grades  unter  dem  Namen  der  Kegelschnitte  zusammengcfasst  werden. 
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Die  Zaräckhaltnng  ist  sicherlich  zu  achten ,  mit  welcher  Herr  Hermes  den 
Text  so  viel  als  möglich  in  der  von  Joachimsthal  vorbereiteten  Form 
wiedergab,  und  nur  einige  wenige  mit  H,  unterzeichnete  Noten  als  eigene 
Zathat  sich  erlaubte.  Allein  innerhalb  dieser  Noten  durfte  er  vielleicht 
etwas  weiter  gehen,  und  nur  auf  solche  Erweiterungen  besiehen  sich  auch 
die  hier  ausgesprochenen  Wünsche  und  Ansichten.  So  hätte  der  Anfänger, 
scheint  mir,  das  Recht,  eine  Begründung  des  Namens  Kegelschnitte  sn 
verlangen,  und  sich  nicht  mit  den  Worten  zu  begnügen,  dass  sie  „be- 
kanntlich zuerst  als  die  ebenen  Durschnitte  eines  Kreiskegels  betrachtet 
worden  sind/'  Dem  Anfänger,  und  für  diesen  ist  ja  das  ganze  Buch  ge- 
schrieben ,  ist  das  noch  nicht  bekannt.  Im  9.  und  10.  Kapitel  kommt  die 
Theorie  der  Transversalen  an  die  Reihe,  welche  zuerst  nur  so  weit  behan- 
delt wird,  als  gradlinige  Gestaltungen  geschnitten  werden ,  dann  auch  als 
Combination  eines  Kegelschnittes  mit  gradlinigen  Transversalen.  Diese 
Kapitel  geben  einestheils  Veranlassung,  in  eingehenderer  Weise  mit  idea- 
len Linien  und  imaginären  Schnittpunkten  bekannt  zu  werden  als  vorher, 
während  anderntheils  in  ihnen  die  Methoden  immer  geläufiger  werden,  mit 
welchen  Flücker  besonders  die  Geometrie  bereichert  hat,  und  welche  im 
Wesentlichen  darin  bestehen,  dass  man  ganze  Gleichungspolynome  durch 
einen  einfachen  Buchstaben  symbolisirt,  und  somit  die  Verbindung  dieser 
Gleichnngspolynome,  nach  welcher  Operation  sie  auch  erfolgen  mag,  immer 
nur  andeutungsweise  vollzieht,  während  die  Art  der  Verbindung  schon  hin- 
reicht, um  Schlüsse  auf  den  geometrischen  Sinn  der  neuen  Gleichungen  zu 
ziehen.  Innerhalb  dieser  Kapitel  schliesst  mit  %  94  (S.  163)  das  Joachims- 
thal *sche  Manuscript  ab  und  die  noch  übrigen  2\  Druckbogen  war  der  Herr 
Herausgeber  genöthigt  nach  kurzen  Notizen,  die  eigentlich  nicht  mehr 
als  ein  Inhaltsverzeichniss  bildeten,  zu  ergänzen.  Wie  sehr  es  ihm  ge- 
lungen ist,  dem  Tone  des  Verfassers  sich  zu  nähern,  wird  das  Lesen  des 
Buches  selbst  zu  erweisen  am  geeignetsten  sein.  Wohl  Niemand  dürfte 
einen  Unterschied  in  der  Schreibart  bemerken,  der  nicht  durch  die  Vorrede 
auf  das  Dasein  zweier  Schriftsteller  aufmerksam  gemacht  wurde.  Unter 
den  hier  behandelten  Gegenständen  verdient  die  Theorie  der  reciproken 
Polaren  (S.  166)  eine  Erwähnung,  sowie  im  11.  Kapitel  „Combination  zweier 
und  mehrerer  Kegelschnitte**  die  Lehre  von  den  4  Bedingungen  erfüllenden 
Kegelschnitten ,  von  der  Involution  (S.  183)  und  dei:  PascaFsche  Satz  mit 
seinen  Folgerungen  (S.  201).  Dieses  etwa  der  Inhalt  des  uns  vorliegenden 
Buches,  durch  dessen  Angabe  das  anfängliche  Urtheil  wohl  bestätigt  ist, 
dass  man  es  hier  mit  einem  vortrefflichen  Elementarwerke  zu  thun  hat. 
Manche  Einwendungen  fallen  durch  diese  Bestimmung  des  Buches  von 
selbst  weg.  Mag  vielleicht  manche  Entwickelung  in  eleganterer  Form 
möglich  sein,  wenn  man  die  Lehren  der  modernen  Algebra  vollständig  als 
bekannt  annimmt;  mögen  manche  Kapitel  weiterer  Folgerungen  fähig  sein; 
mag  namentlich  die  Lehre  von  den  confocalen  Kegelschnitten  hier  nur  an- 
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gedeutet  erscheinen ,  während  sie  in  ansgedehnterem  Masse  den  künftigen 
Betrachtangen  dient;  so  sind  doch  dieses  Forderungen,  die  Niemand  billi- 
ger Weise  an  den  AnfKnger  stellen  wird,  also  auch  ebensowenig  an  ein  für 
AnfÜnger  geschriebenes  Bnch.  Referent  kann  also  diese  Anzeige  nur  mit 
dem  Wunsche  schliessen,  dass  das  besprochene  Werk  an  recht  vielen  Un- 
terrichtsanstalten eingeführt  werden  möge«  Die  Schüler  werden  sich  ge- 
wiss nur  gut  dabei  stehen.  Cantor. 


iff^'gini^  und  Minima.  Ein  geometrisches  und  algebraisches  Uebnngsbuch 
für  die  Schüler  höherer  Lehranstalten.  Von  H.  C.  E.  Martus, 
ord.  Lehrer  der  Math.  u.  Physik  a.  d.  Königstüdtischen  Realschule 
in  Berlin.  Mit  einer  Figurentafel.  Berlin,  Enslin.  1861. 
Die  Torliegende  Schrift  behandelt  mit  elementaren  Hülfsmitteln  eine 
grosse  Anzahl  von  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima.  Sie  zerfallt  in 
zwei  Theile  von  sehr  ungleichem  Umfange.  Der  erste  Theil  enthält  nur 
Aufgaben,  welche  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  gelöst  werden, 
von  denen  ein  grosser  Theil  einem  früher  von  E.  Heis  veröffentlichten 
Programme  entnommen  ist.  Ausser  einigen  einfacheren  Aufgaben  treffen 
wir  hier  im  Zusammenhange  Sätze  über  Dreiecke,  Rechtecke  und  Vielecke 
von  grösster  Fläche  bei  gegebenem  Umfange  behandelt;  den  Schluss  bildet 
der  Satz;  dass  unter  allen  Vielecken  von  gleichem  Umfange  der  Kreis  die 
grösste  Fläche  besitzt.  Bedeutend  umfangreicher  ist.  der  zweite  Theil, 
welcher  sich  mit  der  Bestimmung  des  Maximums  und  Minimums  anf  alge- 
braischem Wege  beschäftigt.  Die  zur  Anwendung  kommende  Methode, 
dieselbe,  deren  sich  auch  Schellbach  in  seinen  „Mathematischen  Lehr- 
stunden^*  bedient,  ist  von  der  Methode  der  Differentialrechnung  im  Princip 
nicht  verschieden.  Um  nämlich  den  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  fi^x) 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  bestimmt  man  den  Werth  der 
Quotienten 

X  — X 

für  den  Fall  x  =  x^  setzt  das  Resultat  der  Null  gleich  und  löst  diese 
Gleichung  auf.  Die  Entscheidung  darüber,  ob  der  gefundene  Werth  von 
X  einem  Maximum  oder  Minimum  entspricht,  muss  dann,  wie  bei  Sehell- 
bach,  der  Natur  der  Aufgabe  selbst  entnommen  werden.  Da  die  Er- 
mittelung des  erwähnten  Quotienten  mit  elementaren  Hilfsmitteln  nicht 
stets  unmittelbar  gelingt,  sondern  mancherlei  Kunstgriffe  nöthig  sind,  so 
hat  der  Verfasser  den  Inhalt  des  ganzen  zweiten  Theiles  nach  der  ver- 
schiedenen Art  der  Behandlung  der  Aufgaben  in  8  Abschnitte  vertheilt. 
Der  erste  Abschnitt  enthält  zunächst  solche  Aufgaben,  bei  denen  die  Divi- 
sion mita;'~-^x  sich  ohne  Weiteres  ausführen  lässt,  dann  folgen  im  zwei- 
ten Abschnitte  solche,  welche  die  Behandlung  des  Unterschiedes  zweier 
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Quadratwurzeln  nöthig  machen.  Im  dritten  Abschnitte  kommen  trigono- 
metrische Functionen  zur  Anwendung;  hier  wird  besonders  von  dem  Satze 
Gebrauch  gemacht,  dass  der  Bruch 

sina 

für  cr  =  0  den  Grenzwerth  1  erhält.  Im  vierten  und  fünften  Abschnitte 
werden  verschiedene  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima  bei  Kegel- 
schnitten und  Flächen  zweiten  Grades  gelöst.  Dann  folgen  in  den  zwei 
nächsten  Abschnitten  Aufgaben ,  die  auf  transcendente  und  auf  cubische 
Gleichungen  führen,  der  achte  Abschnitt  endlich  enthält  noch  einige 
schwierigere  Aufgaben. 

Die  vom  Verfasser  behandelten  Aufgaben  sind  sämmtlich  geometrische; 
recht  instructiv  ist  in  vielen  Fällen  die  Anknüpfung  einer  stereometrischen 
Aufgabe  an  die  entsprechende  planimetrischo ,  überhaupt  die  öfters  vor- 
kommende Verallgemeinerung  und  Erweiterung  der  Aufgaben  auf  ver- 
wandte Gebilde.  Ausser  der  Bekanntschaft  mit  der  elementaren  Geometrie 
und  Algebra  hat  der  Verfasser  nur  wenig  Vorkenntnisse  bei  Lösung  dieser 
Aufgaben  vorausgesetzt,  etwa  die  Kenntniss  der  Gleichungen  der  Kegel- 
schnitte, ihrer  Tangenten  und  Aehnliches.  Lehrer,  welche  ihre  Schüler 
mit  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  beschäftigen  wollen,  werden 
neben  Schellbach 's  „Mathematischen  Lehrstunden**  auch  das  vorliegende 
Buch  mit  Vortheil  benutzen  können. 

Leipzig.  Greta  CHEL. 


Bemerkungen  über  ältere  und  neuere  mathematiflclie  Tafeln.    Von  A. 
Gernerth.     (Besonders  abgedruckt  a.  d.  Zeitschr.  f.   d.    österr. 
Gymn.,  Heft  VI,  S.  407  ff.).     Wien,  Gerold's  Sohn.     1862. 
Seit  einer  längeren  Keihe  von  Jahren  mit  der  Bearbeitung  verschie- 
dener mathematischer  Tafeln  beschäftigt,  hat  der  Verfasser  des  vorliegen- 
den Schriftchens  mit  dieser  Arbeit  eine  sehr  sorgfältige  und  umfassende 
Eevision  älterer  und  neuerer  mathematischer  Tafeln  verbunden,  deren  £r- 
gebniss  er  uns  hier  mittheilt.     Dieses  Ergebniss  ist  wohl  geeignet,  gerech- 
tes Erstaunen  zu  erregen  und  wird  bei  Manchem  das  Vertrauen,  das  man 
mathematischen  Tafeln  im  Allgemeinen  zu  schenken  geneigt  ist,  etwas  er- 
schüttern.    Die  vom  Verfasser  revidirten  Werke  sind  die  folgenden. 

A.  Aeltere,  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  Epoche  machende 
Werke,  auf  die  man  häufig  zurückgehen  muss ,  da  neuere ,  sie  er- 
setzende nicht  erschienen  sind. 
1.  Opus  Palalinum  de  iriangulis,  a  Georgia  Joachimo  Rhetico 
cocpium;   L,  Valentinus  Olho^  Principis  Palatini  Friderici  IV* 
Electoris  Mathematicus  consummaviL     An,  sah  kum,  MDXCVL 
Folio.     Der  Verfasser  hat  nur  die  fünfte  Abtheilung  dieses 
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Tolnminösen  Werkes,  den  Magnus  canon  doctrinae  iriangulorum 
einer  Revision  unterworfen  und  hier  unter  97200  Tabular- 
grössen  408  Fehler  gefunden ,  was  nahezu  0,48  Frocent  be- 
beträgt; dazu  kommen  noch  130  Fehler  in  den  Differenzen. 

2.  PiiiscuSj  Thesaurus  mathemaiicus  sive  canon  sinuum  etc.  Franco- 

furii  anno  MDXIIL  Folio  (richtige  Jahreszahl  1613!).    Unter 
32400  Tabulargrössen  fand  der  Verfasser  110  fehlerhafte, 
von  denen  indessen  schon  Vega  im  J.  1783  22  angegeben 
hat;  dieses  giebt  etwa  0,27  Froc.  neue  Fehler. 
B.  Neuere  Werke  mit  wenigen  Fehlern. 

3.  August,  Vollständige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln 

etc.  2.  Aufl.  Berlin,  1848.  Unter  20080  Tabulargrössen 
wurden  nur  5  neue  Fehler  gefunden  (5  andere  sind  schon 
früher  von  Dr.  W.  Lehmann  veröffentlicht  worden)  oder 
0,02  Froc. 

4.  Gallet,  Tahles  portatives  de  logarilhmes  elc,  Paris,  1795  (Tirage 

1846).  Wie  schon  Bremiker  und  Schrön  bemerkt  ha- 
ben, nehmen  diese  Tafeln  in  Bezug  auf  CorreQtheit  keines- 
wegs den  hohen  Rang  ein ,  den  man  ihnen  lange  Zeit  zu- 
schrieb; so  sind  in  der  Ausgabe  von  1846  zwei  von  Hut  ton 
bereits  1822  veröffentlichte  Fehler  unberücksichtigt  geblie- 
ben. Unser  Verfasser  hat  ohne  eigentliches  Suchen  4 
neue  Fehler  gefunden. 

5.  Hantschi,  Logarithmisch  -  trig.  Handbuch  etc.     Wien,  18313. 

In  den  Logarithmen  der  Zahlen  hat  der  Verfasser  2  Fehler 
gefunden,  was  etwa  0,02  Froc.  giebt. 

6.  Hutton,  Maihematical  tahles  etc.    6.  edition.    London,  1822.     In 

den  Tafeln  der  natürlichen  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Contangenten  fanden  sich  U  Fehler,  oder  0,10  Froc. 

7.  Salomon,  Logarithmische  Tafeln.    Wien,  1827.    In  den  Ta- 

feln der  natürlichen  Sinus  und  Tangente  von  Minute  zu 
Minute  gab  die  Revision  2  Fehler,  oder  0,02  Froc. 

8.  Schrön,   Siebenstellige  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 

108000  etc.  Braunschweig  1860.  Diese  Tafeln  erscheinen 
als  das  correcteste  jetzt  existirende  logarithmische  Werk ; 
unser  Verfasser  fand  bei  Revision  von  3  Tafeln  unter  mehr 
als  100000  Tabalargrössen  nur  einen  einzigen  Fehler,  also 
0,001  Froc. 

9.  ShoTtr ede,  Logarithmic  tables  etc,    Edinburgh,  IMO.    In  zwei 

Tafeln  ergaben  sich  0  Fehler,   oder  durchschnittlich   0,23 
Frocent. 
10.  Winkler,   Logarithmische  und  logarithmisch  -  trig.  Tafeln. 
Wien ,  1839.     Von  diesen  sehr  correcten  Tafeln  hat  unser 
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Verfasser  2  revidirt  und  darin  3  Fehler,  oder  0,01  Procent 

gefanden. 
C,  Neuere  Werke  mit  vielen  Fehlern.  Von  den  in  diesen  Werken  auf- 
gefundenen Fehlern  hat  unser  Verfasser  nur  5  Proc.  mitgetheilt, 
während  die  in  den  vorerwähnten  Schriften  gefundenen  alle  abge- 
druckt sind. 

11.  Baudusson,  Le  raportewr  exaci,  ou  iahles  des  cordes  de  chaque 

angle  etc.,  Paris,  1861,  enthält  04  Fehler,  oder  1,20  Proc. 

12.  Beskiba,  Lehrbuch  für  die  juristische,  politische  und  ka- 

meralistische  Arithmetik.  Wien,  1862.  Von  den  Tabellen 
dieses  Werkes  hat  unser  Verfasser  nur  diejenigen  revidirt, 
die  zur  Berechnung  des  haaren  Werthes  einer  Rente  dienen, 
welche  man  tn  Jahre  lang  am  Ende  jedes  mtel  Jahres  er* 
halten  will ,  und  hier  unter  1800  Tabulargrössen  nicht  weni- 
ger als  1265  Fehler,  d.  i.  70,28  Proc.  gefunden. 

13.  Böhm,  Kleines  log.-trig.  Handbuch,  Innsbruck  1852,  hat 

durchschnittlich  1,02  Proc.  Fehler. 
14..Domke,  Nautische,  astronomische  und  logarithmische  Ta- 
feln etc.     Berlin,  1855.     In  4  von  ihm  der  Revision  unter;- 
worfenen  Tafeln  fand  unser  Verfasser  838  Fehler,  oder  2,58 
Procent. 

15.  Gronwaldt,  Sehnen tafel  für  den  Radius  1000  etc.,  Quedlin- 

burg, 1850,  enthält  in  den  Sehnen  der  32  ersten  Grade  648 
Fehler,  oder  33,75  Proc. 

16.  Kolbe,  Sehnentafel  etc.  für  den  Halbm.  100,  Halberstadt, 

1844,  zeigte  500  Fehler,  oder  10,93  Proc. 

17.  Rtihlmann,  Log.-trig.  und  andere  für  Rechner  nützliche 

Tafeln.  Leipzig ,  1850.  In  3  Tafeln  wurden  1403  Fehler, 
oder  4,71  Proc.  gefunden. 

18.  Stampfer,  Log.-trig.  Tafeln.     Wien,  1852.  Darin  entdeckte 

unser  Verfasser  1174  Fehler,  oder  4,08  Proc. 
10.  Hülsse,  Sammlung  mathematischer  Tafeln.     Leipzig,  1849. 
Revidirt  wurde  die  Tafel  der  wirklichen  Länge  der  trigo- 
nometrischen Functionen,  wobei  sich  600  Fehler,  oder  5,56 
Proc.  fanden. 
Die  meisten  der  vom  Verfasser  aufgefundenen  Fehler  beziehen  sich 
übrigens   auf  die  letzte  Stelle;   Fehler  in  den   Proportionaltheilen  und 
Differenzen  hat  er  nicht  mit  in  seiti  Verzeichniss  aufgenommen,  ebenso  hat 
er  die  schon  früher  von  Anderen  bekannt  gemachten  Fehler  nicht  mit 
gezählt. 

Praktischen  Rechnern   und   späteren  Herausgebern    mathematischer 
Tafeln  sei  hiermit  dieses  kleine  Schriftchen  zur  Beachtung  empfohlen. 

Oretschbl. 
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Sammliuig  nnd  Auflörang  mathematisdiar  Ausbau  von  K.  H.  Schell- 
bach, Prof.  am  Friedrich- Wilhelms -GymnaBium  and  an  der 
Kriegs-Akademie  zu  Berlin.  Unter  Mitwirkung  des  Dr.  H. 
Lieber  bearbeitet  and  heransgeg.  von  B.  Fischer,  Dr.  phih 
Hit  acht  Figtirentafeln.    Berlin,  Reimer.     186d. 

Der  Heransgeber,  ein  früherer  Schüler  des  Friedrich- Wilhelms- Gym- 
nasiums zu  Berlin  und  später  Mitglied  des  mit  dieser  Anstalt  verbundenen 
mathematischen  Seminares,  hat  in  diesem  Buche  die  wichtigsten  unter  den 
mathematischen  Problemen,  welche  Prof.  Schellbach  in  den  letzten 
Jahren  in  den  oberen  Classen  des  erwähnten  Gymnasiums  vorgetragen 
hat,  und  die  theilweise  beim  Unterrichte  selbst  entstanden  sind,  zusammen- 
gestellt und  bearbeitet.  Man  findet  in  dem  vorliegenden  Buche  ebenso 
wie  in  den  beiden  früher  erschienenen  Schriftchen  von  Schellbach,  in 
den  „Neuen  Elementen  der  Mechanik*^  und  den  „Mathematischen  Lehr- 
stunden" zahlreiche  Aufgaben,  die  sowohl  durch  den  behandelten  Gegen- 
stand selbst,  als  auch  durch  geschickte  und  elegante  Handhabung  des  Cal- 
culs  bei  den  Auflösungen  ganz  geeignet  sind,  das  Interesse  der  Schüler  zu 
erwecken  und  ihnen  Fertigkeit  in  Anwendung  der  erlernten  Methoden  zu 
verschaffen.  Eine  besondere  Empfehlung  des  Buches  erscheint  überflüssig; 
dasselbe  wird  in  den  Kreisen,  in  denen  die  anderen  Schellbach'schen 
Lehrbücher  Verbreitung  gefunden  haben,  gewiss  willkommen  sein. 

Der  nachstehenden  kurzen  Uebersicht  des  Inhaltes  der  Schrift 
schicken  wir  die  Bemerkung  voraus,  dass  der  Verfasser  sich  durchweg 
algebraischer  Methoden  bei  Lösung  der  Aufgaben  bedient  hat;  und  dass  er 
dabei  die  Grenzen  der  Elementarmathematik  nirgends  überschreitet,  auch 
nicht  bei  Aufgaben,  die  man  gewöhnlich  nur  der  Infinitesimalrechnung  zu- 
gänglich erachtet.  Es  zerfällt  nun  das  ganze  Buch  in  zwei  Abtheiluugen, 
von  denen  sich  die  erste  mit  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  be- 
schäftigt, als  dem  hauptsächlichsten  im  weiteren  Verlaufe  zur  Anwendung 
kommenden  Hilfsmittel.  Nach  Besprechung  der  gewöhnlichen  algebra- 
ischen Lösung,  die  übrigens,  abweichend  von  der  sonst  gewöhnlich  übli- 
chen Darstellung;  auf  die  Zerlegung  des  Trinoms  a^+  2ax  +  b  in  die 
beiden  Factoren 

x  +  a  +  /a*—  6»  und  x  +  a—j/a^—  6» 

gegründet  wird,  folgt  die  Entwickeinng  der  Wurzeln  in  Form  unendlicher 
Kettenbrttche  und  ihre  Darstellung  mittels  goniometrischer  Functionen. 
Sodann  werden  Gleichungen  höherer  Grade  behandelt,  die  durch  eine 
mehr  oder  minder  einfache  Substitution  sich  auf  quadratische  reduciren 
lassen,  darunter  speciell  die  reciproken  Gleichungen  dritten,  vierten  und 
fünften  Grades.  Den  nächsten  Gegenstand  bildet  die  Darstellung  ver- 
schiedener Methoden ,  durch  welche  die  Auflösung  der  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  mit  zwei  unbekannten  Grössen  erleichtert  wird.     Es  wird  hier 
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znerst  eine  Reihe  von  Beispielen  behandelt,  bei  denen  man  erst  den  Quo- 
tienten der  beiden  Unbekannten  bestimmt,  dann  solche,  wo  erst  die  Summe, 
Differenz  oder  das  Product  derselben  zu  ermitteln  ist;  im  Ganzen  sind  69 
hierher  gehörige  verschiedene  Aufgaben  gelöst.  Der  «folgende  Paragraph 
enthält  solche  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  bei  deren  Lösung  man 
auf  reciproke  Gleichungen  stösst.  Daran  schliessen  sich  im  nächsten  Pa- 
ragraphen Gleichungen  mit  mehr  als  zwei  Unbekannten.  Den  Anfang 
bilden  hier  einige  Gleichungssysteme,  welche  sämmtlich  dadurch  aufgelöst 
werden,  dass  man  zaerst  Summe  und  Product  von  je  zwei  Unbekannten 
bestimmt  und  dann  die  letzteren  selbst  durch  einfache  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  findet.  Den  Schluss  der  ganzen  Abtheilnng  bilden  Gleichun- 
gen mit  mehreren  Unbekannten,  deren  Lösung  durch  Einführung  von 
Kreisfunctionen  vereinfacht  wird;  alle  diese  Aufgaben  sind  indessen  auch 
zum  Theil  auf  mehrfache  Art  durch  rein  algebraische  Methoden  gelöst. 

Der  zweite  Theil  enthält  geometrische  und  physikalische  Aufgaben 
und  zerfällt  in  die  folgenden  fünf  Kapitel.  1.  Aufgaben  ans  der  ebenen 
Geometrie.  Nächst  der  Bestimmung  der  Dreiecksfläche  aus  den  drei 
Höhenlinien,  sowie  aus  den  Transversalen  von  den  Ecken  nach  den  Mitten 
der  Gegenseiten  treffen  wir  hier  eine  Anzahl  von  Aufgaben,  die  sich  auf 
Dreiecke  beziehen  und  in  denen  die  Eadien  der  ein-  und  umgeschriebenen 
Kreise  eine  Rolle  spielen,  ferner  Vierecksaufgaben,  als  die  Berechnung 
der  Fläche  eines  Kreisviereckes  aus  den  Seiten,  die  Berechnung  der  Dia- 
gonalen eines  Viereckes  aus  den  Seiten  und  dem  Diagonalenwinkel  u.  a. 
Daran  schliessen  sich  noch  einige  Aufgaben  über  Parallelogramme,  die 
eine  doppelte  Auflösung  gestatten,  nämlich  eine  rein  algebraische  und  eine 
goniometrische;  bei  der  ersten  dieser  Aufgaben,  der  Berechnung  der  Sei- 
ten eines  Parallelogrammes  aus  einem  Winkel,  der  Diagonalensumme  und 
dem  von  den  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkel,  sind  beide  Methoden 
in  Anwendung  gebracht,  die  übrigen  sechs  sind  nach  der  zweiten  Methode 
gelöst.  Unter  den  nun  folgenden  Aufgaben  begegnet  uns  zuerst  die  Be- 
handlung einer  von  Claus en  aufgefundeneu  Gruppe  mondförmiger  Fi- 
guren, deren  Flächeninhalt  mit  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal  construirt 
werden  kann  und  zu  denen  auch  die  altbekannten  Mondchen  des  Hippo- 
krates  gehören,  sodann  die  Construction  dreier  Kreise,  von  denen  jeder 
sowohl  die  zwei  anderen ,  als  auch  je  zwei  Seiten  eines  gegebenen  Drei- 
eckes berührt,  die  Malfatti'sche  Aufgabe,  und  zwar  sowohl  für  das  ebene, 
als  auch  für  das  sphärische  Dreieck.  Am  Schlüsse  des  Kapitels  stehen 
noch  eine  Anzahl  Kreisaufgaben,  die  auf  transcendente  Gleichungen  füh- 
ren. 2.  Aufgaben  aus  der  Stereometrie.  Nach  einigen  einfacheren ,  auf 
Prismen  und  Pyramiden  bezüglichen  Aufgaben  treffen  wir  die  Pascarsche 
Aufgabe  an,  die  in  der  Berechnung  der  Oberfläche  desjenigen  Theiles  der 
Mantelfläche  eines  geraden  Kreiscylinders  besteht,  welcher  durch  eine 
Ebene  abgeschnitten  wird,  die  durch  den  Durchmesser  der  Basis  geht  und 
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einen  halben  rechten  Winkel  mit  letzterer  bildet;  ferner  das  sogenannte 
Floreutiner  Problem,  die  Bestimmung  eines  quadrirbaren  Theiles  der 
Kugeloberfläche,  mit  der  Lösung  seines  Urhebers  Viviani,  sowie  die  all- 
gemeinere von  Jacob  Bernoulli  herrührende  Lösung,  bei  welcher  eine 
sphärische  Carve  in  Anwendung  kommt,  für  welche  die  Länge  und  Breite 
eines  jeden  Punktes  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  einander  stehen ; 
sodann  einige  Cubaturen  und  zuletzt  die  Bestimmung  des  Maximums  der 
Fläche  eines  elliptischen  Kegelschnittes,  dessen  Ebene  durch  eine  Tangente 
der  Basis  gelegt  ist.  —  3.  Aufgaben  über  sphärische  Dreiecke,  neun  an 
der  Zahl ,  die  sich  ohne  detaillirte  Angabe  ihres  Inhaltes  nicht  wohl  cha- 
rakterisiren  lassen,  und  ausserdem  noch  der  Legendr  ersehe  Satz  von 
sphärischen  Dreiecken  mit  sehr  geringer  Seitenlänge  im  Verhältniss  zum 
Kugelhalbmesser.  —  4.  Aufgaben  aus  der  angewandten  Geometrie  und 
Astronomie.  Den  Anfang  bilden  fünf  Aufgaben  über  Höhenberechnung, 
dann  folgen  zwei  Lösungen  der  Po theno tischen  Aufgabe,  ferner  ver- 
schiedene Entfernungsaufgaben,  vier  Punkte  in  gerader  Linie  betreffend, 
die  von  einem  fünften  Punkte  ausserhalb  der  Geraden  gesehen  werden, 
sodann  die  Hansen 'sehe  Bestimmung  der  Länge  einer  Linie  AB,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Länge  einer  anderen  Linie  CD,  sowie  die  Winkel  DAC^ 
CAB,  BBC  und  ABB  gemessen  sind,  und  noch  eine  ähnliche.  Daran 
schliessen  sich  astronomische  Aufgaben,  als  die  Bestimmung  des  Mond- 
radius mittels  des  Sonnenradius  und  der  Lage  dreier  Berührungspunkte 
des  Mond*  und  Sonnenrandes,  die  von  Smith  herrührende  Bestimmung 
der  scheinbaren  Gestalt  des  Himmelsgewölbes,  die  Berechnung  der  Höhe 
eines  Meteores,  vorausgesetzt,  dass  von  zwei  ihrer  Lage  nach  bekannten 
Punkten  der  Erde  Azimnth  und  Höhe  desselben  gemessen  sind,  die  Be- 
rechnung der  geographischen  Breite  eines  Ortes  aus  zwei  Höhenbeobach- 
tungen desselben  Sternes  und  der  dazwischen  verflossenen  Zeit,  die  Be- 
stimmung der  Axenlage  und  Rotationsdauer  der  Sonne  aus  den  Beobach- 
tungen der  Sonnenflecken,  sowie  eine  analoge  Aufgabe  für  die  Erde; 
endlich  die  Ermittelung  des  Erdhalbmessers  aus  den  Höhen,  um  welche 
man  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Erde  in  die  Höhe  steigen  muss,  um 
zwei  andere  Punkte  zu  erblicken.  —  6.  Aufgaben  aus  der  Mechanik.  Am 
Eingange  dieses  Kapitels  begegnen  wir  einigen  Bewegungsaufgaben,  daran 
schliessen  sich  verschiedene  Aufgaben  über  das  Gleichgewicht  von  Punk- 
ten auf  einer  geraden  Linie,  die  sich  gegenseitig  abstossen.  Ferner  sind 
zu  erwähnen  die  Bestimmung  der  Theilgestalt  des  Möteoreisens  (reguläres 
Tetraeder)  mittels  der  Widmannstätten'schen  Figuren^  die  mau  durch 
Aetzung  der  Schnittflächen  mit  verdünnter  Salzsäure  erhält,  die  Eutwicke- 
lung  der  Formel  für  die  barometrische  Höbenmessung,  verschiedene  Auf- 
gaben über  das  Schwimmen  fester  Körper  in  Wasser  oder  Luft;  die  Un- 
tersuchung der  Veränderung  der  Tonhöhe  bei  rascher  Bewegung  des 
tönenden  Körpers,  die  von  Alhazen  herrührende  Berechnung  der  Höhe 


14  Lit^atarzeitoDg. 

der  Erdatmosphäre  aus  der  Daner  der  Dämmerung  und  nocb  einige  ein* 
fache  optische  Aufgaben. 

Ein  kurzer  Anhang  enthält  eine  interessante  Entwickelnng  der  ein- 
fachsten transcendenten  Functionen  in  Form  unendlicher  Beihen.  Ist 
nämlich  a  ein  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  1 ,  bildet  man  von 
demselben  die  Evolvente ,  von  dieser  wiederum  die  Evolvente  u.  s«  f. ,  so 
haben  die  einzelnen  Evolventen,  die  sich  auf  diese  Art  ergeben,  die 
Längen 

-^  ^_  a' 

^'       1.2'         1.2.3'  1.2.3.4' 

und  ihre  Summe  ist,  wenn  man  noch  den  Kreishalbmesser  hinzurechnet. 

Die  Tangenten  am  Endpunkte  jeder  Curve,  jedesmal  bis  zu  ihrer  Evolvente 
gerechnet,  bilden  eine  geradlinige  rechtwinklig  gebrochene  Spirale ,  deren 
erste,  dritte,  fünfte  Seite  u.  s.  f.  mit  wechselnden  Zeichen  genommen,  dem 
sin  a  gleichkommen,  während  der  Halbmesser  1,  die  zweite,  vierte  Seite 
u.  s.  w.  in  gleicher  Weise  cosa  geben,  wodurch  die  bekannten  Beihen 


stnot  = + 


1        1.2.3       1.2. .5 


co^a=i ; 1- 


1.2       1.2.3.4 

entwickelt  sind.     Die  Logarithmusreihe  findet  man,  wie  ttblich,  ans  der 
Formel 

18  =  hm  — - — ,     n  =  00 , 

ü 

die  aus  der  oben  angegebenen  Entwickelung  von  e<<  sich  ergiebt« 

Oretschsi;- 


Xegelsohnittkantige  Pyramiden  und  oorrenkantige  Prismen,  von  krum- 
men Seitenflächen  begrenzte  Körper,  welche  sich  kubiren  lassen. 
Von  H.  C.  E.  Martus,  ord.  Lehrer  der  Math,  und  Phjsik  an  der 
Königstädtischen  Realschule   in   Berlin.     Mit  8  Figurentafeln. 
Berlin,  Springer.     1803. 
Der  Verfasser  bietet  in  diesem  Buche  den  Lehrern  der  Mathematik 
an  den  oberen  Classen  von  Gymnasien  oder  Realschulen  eine  Anzahl  von 
Lehrsätzen  über  eine  von  ihm  ersonnene  Gattung  runder  Körper ,  welche 
die  Eigenschaft  besitzen,  sich  kubiren  zu  lassen.    Zum  Verständnisse  wird 
allerdings  bei  dem  Schüler  die  Bekanntschaft  mit  den  Elementen  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Kegelschnitte,  insbesondere  die  Kenntniss  der 
Gleichungen  dieser  Gnrven,  bezogen  sowohl  auf  ihre  Axen,'als  auch  anf 
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schiefwinkelige  conjngirte  Halbmesser  yoraasgesetzt.  Ist  diese  Voraus- 
setzung erfüllt ,  so  bieten  die  hier  behandelten  Aufgaben  keine  nennens- 
wertbe  Schwierigkeiten  dar  und  werden  sich  als  recht  nützliche  und  in- 
teressante Uebnngsbeispiele  erweisen. 

Der  ganze  Inhalt  zerfällt  in  sechs  Abschnitte.  Gegenstand  des  ersten 
Abschnittes  ist  der  Beweis  des  Satzes,  dass  jeder  Körper  von  dem  Quer- 
schnitte 

0  =  a  +  bx  +  ca^ 
das  Volumen 

V^ax  +  ^bx'  +  lca' 
besitzt.  Dieser  Satz  wird  zuerst  geometrisch  bewiesen ,  wobei  der  Ver- 
fasser von  dem  allgemeinen  Theoreme  ausgeht,  dass  zwei  Körper  gleichen 
Inhalt  besitzen,  wenn  sie  gleiche  Grundflächen ,  gleiche  zugehörige  Höhen 
und  in  gleichen  Abständen  von  den  Grundflächen  auch  überall  gleiche 
Parallelschnitte  haben.  Sodann  folgt  ein  Beweis  desselben  Satzes  durch 
Rechnung.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  curvenkantige  Prismen, 
d.  h«  Körper,  welche  entstehen,  wenn  ein  willkürliches  ebenes  Viereck 
sich  so  bewegt,  dass  alle  Seiten  desselben  ihrer  primitiven  Lage  parallel 
bleiben ,  die  Eckpunkte  aber  beliebige ,  unter  sich  parallele  Curven  be- 
schreiben. Der  Inhalt  eines  jeden  solchen  Körpers  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  Grundfläche  und  Höhe.  Parabelkantige  Pyramiden,  die 
den  Gegenstand  des  nächsten  Abschnittes  bilden ,  entstehen  auf  folgende 
Art.  Durch  einen  willkürlichen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vieleckes  lege 
man  eine  Gerade,  welche  mit  der  Ebene  eindn  beliebigen  Winkel  bildet; 
in  jeder  der  Ebenen  ferner,  welche  durch  diese  Gerade  und  je  eine  Ecke 
des  Polygons  bestimmt  sind ,  construire  man  eine  Parabel ,  deren  Durch- 
messer jene  Gerade  ist,  während  die  Verbindungslinie  ihres  Fusspunktes 
mit  der  Ecke  die  halbe  conjugirte  Sehne  bildet.  Bewegt  sich  nnn  das 
Vieleck,  unter  Veränderung  seiner  Gestalt  und  Grösse,  so,  dass  seine  Kan- 
ten immer  der  ursprünglichen  Lage  parallel  bleiben,  seine  Ecken  aber  auf 
den  Parabeln  sich  bewegen,  so  wird  eine  parabelkantige  Pyramide  ent- 
stehen. Da  die  zur  Basis  parallelen  Schnitte  des  Körpers  sich  wie  die 
Abstände  von  der  Spitze  verhalten,  so  ist  der  Inhalt  gleich  dem  halben 
Producte  aus  Grundfläche  und  Höhe.  Sehr  einfach  ist  auch  die  Bestim- 
mung des  Inhaltes  des  abgestumpften  Körpers,  sowie  die  des  Schwerpunk- 
tes für  die  volle  und  abgestumpfte  Pyramide.  Im  vierten  Abschnitte 
werden  die  kreiskantigen  Pyramiden  besprochen.  Eine  Vorstellung 
von  einem  solchen  Körper  erlangt  man,  wenn  man  sich  in  der  Ebene  eines 
Parallelkreises  einer  Kugel  ein  eingeschriebenes  Vieleck  und  durch  dessen 
Eckpunkte  Meridiane  denkt.  Legt  man  durch  je  zwei  benachbarte  Me- 
ridiane eine  cylindrische  Fläche ,  so  begrenzen  die  nach  dem  einen  Pole 
gehenden  Cylinderflächen  mit  der  Ebene  des  Vieleckes  zusammen  den  er- 
wähnten Körper.    Die  beiden  kreiskantigen  Pyramiden,  deren  Spitzen  die 
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zwei  Pole  sind  und  die  eine  und  dieselbe  Grundfläche  haben,  bilden  su- 
sammen  ein  Kreiskant.  Ist  G^  die  Grundfläche  der  kreiskantigen  Pyra- 
mide, h  ihre  Höhe  und  r  der  Kugelradius,  so  ist  der  Inhalt 

für  das  Kreiskaut  ist,  wenn  G  den  aequatorialen  Querschnitt  bezeichnet, 
der  Inhalt  durch  die  einfache  Formel 

bestimmt.  Eine  Pyramide,  ein  Kreiskant  und  ein  Cylinder  von  gleichen 
Grundflächen  und  Höhen  verhalten  sich  also  wie  1:2:3,  ein  Satz,  den  der 
Verfasser  als  eine  Verallgemeinerung  des  Archimedischen  Lehrsatzes  an- 
führt. Ein  Paragraph  dieses  Abschnittes  enthält  noch  eine  Zusammen- 
stellung von  Sätzen ,  in  denen  regelmässige  Kreiskante  und  regelmässige 
Polyeder  verglichen  werden,  ein  anderer  giebt  den  Inhalt  der  abgestumpf- 
ten Kreiskanten- Pyramide  und  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  solcher 
Körper.  Der  fünfte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  ellipsenkanti- 
gen Pyramiden.  Durch  einen  willkürlichen  Punkt  P  in  der  Ebene 
eines  Polygones  lege  man  eine  Gerade,  die  gegen  die  Ebene  eine  beliebige 
Neigung  hat;  S  und  S'  seien  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 
liegenden  Endpunkte  dieser  Geraden.  Durch  diese  zwei  Punkte  und 
durch  je  eine  Ecke  des  Polygones  lege  man  eine  Ellipse,  so  dass  SS'  ein 
Durchmesser  derselben  und  die  Verbindungslinie  von  P  mit  der  Ecke  eine 
halbe  diesem  Durchmesser  conjugirte  Sehne  ist.  Durch  diese  Ellipsen 
und  durch  das  ebene  Vieleck  ist  auf  jeder  Seite  des  letzteren  eine  ellipsen- 
kantige Pyramide  bestimmt,  die  beiden  Pyramiden  zusammen  bilden  ein 
Ellipsenkant;  eine  spezielle  Form  desselben  ist  das  dreiaxige  Ellipsoid. 
Bedeuten  G  die  Grundfläche,  h  die  Höhe,  d.  h.  den  senkrechten  Abstand 
der  Spitze  S  von  der  Basis,  und  ß  den  senkrechten  Abstand  der  Spitze  von 
einer  zur  Basis  parallelen  durch  den  Halbirungspnnkt  von  SS'  gehenden 
Ebene,  so  ist  der  Inhalt  der  Pyramide 

^  2/5  — ä' 
der  Inhalt  des  Ellipsenkantes  aber  ist  ^  des  Productes  aus  Grundfläche 
und  Höhe.  Den  Schluss  des  Abschnittes  bilden  Schwerpunktsbestimmnn- 
gen.  Gegenstand  des  letzten  Abschnittes  sind  die  hyperbelkantigen 
Pyramiden.  Die  Constructiou  dieser  Körper  ist  den  ellipsenkantigen 
Pyramiden  analog,  doch  ist  hier,  wegen  des  wesentlichen  Unterschiedes 
zwischen  den  reellen  und  den  imaginären  Durchmessern  der  Hyperbel,  eine 
Unterscheidung  nöthig.  Die  eine  Art  dieser  Pyramiden,  von  der  das 
zweischalige  Hyperboloid  ein  spezieller  Fall  ist,  hat  der  Verfasser  spitze 
Hyperbelkanten-Pyramiden  genannt,  während  er  die  andere  Art,  zu  der 
auch  das  einschalige  Hyperboloid  gehört,  als  stumpfe  bezeichnet  Ent- 
sprechend   den   Ellipsenkanten   we^rden    hier    Hyperbelkante,    und    zwar 
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sweierlei ,  eingliedrige  und  zweigliedrige  behandelt.  Ausser  der  Inhaltfi- 
bestimtnang  dieser  Körper  und  der  Ermittelung  ihres  Schwerpunktes  finden 
wir  in  diesem  Abschnitte  auch  eine  grössere  Anzahl  von  Sätzen  über  regel- 
mässige Hyperbelkante  und  regelmässige  Polyeder  und  Kreiskante.  Her- 
vorheben wollen  wir  noch  den  folgenden  Satz,  auf  den  unser  Verfasser 
einiges  Gewicht  zu  legen  scheint:  eine  geradkantige  Pyramide,  ein  Ellip- 
senkant,  ein  Prisma  (mit  geraden  oder  krummen  Kanten)  und  ein  Hyper- 
belkant, sei  es  ein-  oder  zweigliedrig,  alle  von  gleichen  Grundflächen  und 
Höhen,  verhaicen  sich  wie  1:2:3:4. 

Die  Darstellung  ist  im  Ganzen  sehr  ausführlich,  jedenfalls  um  den 
Schülern  gehörig  verständlich  zu  sein.  Freilich  werden  viele  Lehrer, 
denen  das  Buch  ganz  willkommene  Uebungsbeispiele  bietet,  davon  ab- 
sehen, dasselbe  ihren  Schülern  zum  Dnrchstudiren  in  die  Hand  zu  geben. 
Den  beigegebenen  Figuren  hat  der  Verfasser  dadurch  grössere  Anschau- 
lichkeit verschafft,  dass  er  die  Linien,  je  mehr  sie  in  den  Vordergrund 
treten,  um  so  stärker  gezeichnet,  verdeckte  Linienstücke  aber  gar  nicht 
angegeben  hat.  G&etschei«. 

Oftlileo  Galilei»  sa  vie^  son  proces  et  ses  conUmporaws  (T apres  les  documents 
originaux  par  Philarete  Chasles*  Paris,  1862  bei  Poulel-Malassis. 
Es  giebt  kaum  eine  Figur  in  der  Geschichte  der  Naturwissenschaften, 
welche  mit  Galilei  wetteifern  könnte  in  Bezug  auf  das  romanhafte  Inte- 
resse, welches  ihre  Biographie  Lesern  aller  Zeiten  und  aller  Stände  ein- 
flöste«  Wenn  die  Einen  in  Galilei  den  grossen  Physiker  verelirten,  den 
Entdecker  der  Pendelgesetze,  den  Verbessercr  des  Tcleskopes,  den  Be- 
gründer der  Theorie  der  soh wimmenden  Körper  bewunderten;  so  war  er 
den  Anderen  der  grosse  Philosoph,  welcher  der  Schule  der  Aristoteliker 
den  letzten  Gnadenstoss  versetzte,  welcher  als  Vorgänger  von  Franz  Baco 
das  Experiment  an  die  Spitze  der  Wissenschaft  stellte  und  wunderbar  ge- 
nug zugleich  als  Vorgänger  des  Cartesins  den  Satz  aussprach,  die  sen- 
siblen Eigenschaften  der  Körper  hätten  ihren  Sitz  nicht  in  den  Körpern, 
sondern  in  uns.  Kaum  weniger  beschäftigte  sich  die  politische  und  reli- 
giöse Geschichte  des  17.  Jahrhunderts  mit  dem  Manne,  den  die  Einen  als 
Märtyrer  der  freien  Forschung  darstellten  und  ihm  das  nie  gesprochene 
stolze  Wort  :Und6iebewegtsichdochIln  den  Mund  legten,  während 
die  Anderen  ihn  als  warnendes  Beispiel  eines  wankelmüthigen  und  doch 
wieder  halsstarrigen  Anflehners  gegen  die  Befehlo  der  Kirche  zeigten, 
der  sekliessUch  sich  unterwerfen  und  die  Ruthe  küssen  musste,  mit  der  er 
▼erdientermassea  gezüchtigt  worden  war.  Schriftsteller  jeder  Richtung 
bemächtigten  sich  so  der  verlockenden  Persönlichkeit,  nnd  besonders  seit 
dem  Anfang  der  vierziger  Jahre  entspann  sich  ein  förmlicher  Wettstreit, 
wer  das  Meiste  nnd  Richtigste  zur  Kenntniss  des  Galilei'schen  Prozesses 
beizutragen    vermöchte.     Damals  waren    soeben   zu   den  von  Fabroni 
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(1773  —  75),  Nelli  (17Ö3),  Venturi  (1818—21)  herausgegebenen  Briefen 
und  Denkwürdigkeiten  des  Galilei  nnd  seiner  Zeitgenossen  noch  neun 
bisher  nicht  veröffentlichte  Aktenstücke  hinzugekommen,  welche  Alb  er  i 
in  der  16bändigen  Gesaramtausgabe  von  Galilei's  Werken  vereinigte, 
die  1842 — 56  in  Florenz  im  Drucke  erschien.  Manches  davon  war  hand- 
schriftlich auch  Libri  zu  Gebote  gestanden,  welcher  1841  im  4.  Bande 
seiner  bekannten  „Histoire  des  sciences  math^matiques  en  Italie'^  bei  einer 
umfassenden  Schilderung  des  Galilei,  seiner  Verdienste  und  seiner 
Schicksale  davon  Gebrauch  machte.  Leider  verhält  es  sich  mit  diesem 
Kapitel  des  4.  Bandes  wie  fast  mit  dem  ganzen  Werke.  Eine  Fülle  von 
Gelehrsamkeit,  eine  Summe  von  Kenntnissen,  die  durch  Niemand  über- 
troffen ,  von  Wenigen  erreicht  wird ,  steht  im  Dienste  leidenschaftlichsten 
Partheihasses,  der  es  nicht  verschmäht,  zur  handgreiflichen  Lüge  seine 
Zuflucht  zu  nehmen,  wo  es  gilt,  dem  Papstthume  eine  Wunde  beizubrin- 
gen. Gleichfalls  durch  Partheifarbe  entstellt,  aber  durch  den  Gegensatz 
der  Richtung  eine  interessante  Ergänzung  zu  Libri  gewährend,  ist  eine  in 
demselben  Jahre  1841  von  einem  deutschen  Gelehrten  verfasate  Abhand- 
lung, welche  in  den  historisch  -  politischen  Blättern  für  das  katholische 
Deutschland  von  Philipps  und  Gör  res,  Bd.  7,  erschien.  Zur  Charak- 
teristik dieser  beiden  Streitschriften  mag  es  dienen,  dass  Libri  im  fort- 
laufenden Texte  einen  Brief  des  Galilei  an  Vincetizo  Renieri  als  Beweis- 
stück anführt,  von  welchem  er  so  gut  wie  irgend  wer  wusste ,  dass  er  eine 
Fälschung  des  Duca  Caetani  war,  was  er  in  einer  Anmerkung  nur  leise 
andeutet.  Der  anonyme  Verfasser  des  deutschen  Aufsatzes  kommt  za  der 
nur  von  einem  Liebhaber  geistiger  Seiltänzerei  genug  zu  würdigenden 
Schlussfolgerung ,  das  Interdict,  welches  von  Rom  aus  gegen  die  Koperni* 
kanische  Lehre  ausgesprochen  wurde,  habe  im  Interesse  der  Wissenschaft 
und  ihres  Fortschrittes  stattgefunden.  Man  habe  eingesehen,  dass  die 
Hypothese  von  der  Bewegung  der  Erde  durch  sie  umgebende  Luft,  deren 
Schwere  ja  damals  noch  nicht  bekannt  war,  hindurch  zu  physikalischen 
Widersprüchen  führe,  wenngleich  die  astronomischen  Erscheinungen  am 
Himmel  so  erklärt  werden  konnten ,  und  deshalb  habe  man  es  verbieten 
müssen,  dass  als  wahr  ausgesprochen  werde,  was  in  der  einen  ganzen 
Hälfte  der  Erfahrungsthatsachen  sich  als  unwahr  erwies.  Eine  englische 
Monographie  aus  demselben  Mahre  1841  {Brewster,  Lives  of  Galileo,  Tycko- 
Brake  and  /.  Kepler,  the  marlyrs  of  science)  ist  mir  nur  dem  Namen  nach 
bekannt  geworden,  so  dass  ich  mich  jedes  Urtheils  darüber  enthalten  mnss. 
Nun  erschienen,  wie  schon  gesagt,  neue  Briefe,  neue  Aktenstücke,  und  als 
wichtigster  Beitrag  zur  Geschichte  Galilei^s  die  wenn  auch  nicht  ganz 
vollständige  officielle  Darstellung  seines  Prozesses.  Die  Untersuchungs- 
akten  des  Inquisitionsgerichtes  waren  1708  nach  Paris  gebracht  worden, 
hatten  zur  Verfügung  von  Delambre  gestanden,  der  sie  in  seiner  Ge- 
schichte der  Astronomie  benutzte,  waren  aber  dann  unbegreiflicher  Weise 
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verschleppt  worden,  so  dass  sie  sich  nicht  vorfanden,  als  1814  die  geraub- 
ten Docaniente  zurückgegeben  werden  sollten.  Der  pjipstliche  Hof  lies 
nicht  nach,  zu  reclamiren,  und  in  der  That  fällt  es  schwer,  nicht  an  eine 
absichtliche  Verheimlichung  von  französischer  Seite  zu  glauben,  wenn 
Biet  uns  erzählt  (Journal  de  Savants  Ann^e  1858,  p.  S98),  Graf  Rossi 
habe  sich  1845  verpflichtet,  neue  Nachforschungen  in  dem  Archive  des 
Ministeriums  der  auswärtigen  Angelegenheiten  in  Paris  anstellen  zu  lassen 
und  für  die  Auslieferung  Alles  etwa  gefundenen  sorgen  zu  wollen,  falls 
von  päpstlicher  Seite  eine  vollständige  und  unpartheiische  Veröffentlichung 
zugesichert  würde.  Jetzt  fanden  sich  plötzlich  die  betreffenden  Fascikel 
wieder  vor,  und  1850  erschien  aus  der  Feder  des  Prälaten  ilfartVio-Jlfarim 
die  officielle  Darstellung  unter  dem  Namen :  Galileo  e  Tinquisizione,  Auch 
diese  Schrift  habe  ich  leider  bisher  nicht  persönlich  einsehen  können,  in- 
dessen hat  Biet  an  der  schon  angeführten  Stelle  ein  so  eingehendes  Ur- 
theil  darüber  gefallt,  dass  ich  mich  berechtigt  glaube,  auf  die  Autorität 
dieses  hervorragenden  Oelehrten  hin  die  Unvollständigkeit  der  offlciellen 
Darstellung  zu  beklagen;  eine  Unvollständigkeit,  welche  sich  insbesondere 
dahin  äussert,  dass  die  Fragen,  welche  Galilei  vorgelegt  wurden,  nicht 
in  ihrem  lateinischen  Urtexte,  sondern  nur  in  italienischer  Erzählung  mit- 
getheilt  sind,  dass  die  Antworten  des  Galilei  ähnlich  abgekürzt  erschei- 
nen, während  es  von  der  grössten  Wichtigkeit  wäre,  namentlich  das  letzte 
Verhör  vom  21.  Juni  1633  wortgetreu  zu  besitzen.  Vor  diesem  Verhöre 
war  nach  Marini's  Aussage  (p.  50  und  62  seiner  Schrift),  Galilei  mit  dem 
„äussersten  Rechtsmittel'*,  oder  wie  es  anderwärts  heisst,  „mit  der  Tortur*' 
bedroht  worden,  wenn  er  nicht  zugestehe,  der  Lehre  des  Koperuikns  ge- 
huldigt zu  haben.  Nur  in  jenem  Verhöre  selbst  kann  also,  wenn  über- 
haupt, die  Folter  gegen  Galilei  zur  Anwendung  gekommen  sein ,  und  über 
diesen  noch  immer  bestreitbaren  Punkt  würde  allein  der  Wortlaut  des 
Protokolles  vom  21.  Juni  entscheiden  können.  Ich  persönlich  theile  da- 
rüber die  Meinung,  dass  keine  Anwendung  der  Folter  gemacht  wurde, 
und  stütze  mich  auf  dieselben  Gründe,  die  mit  grossem  Scharfsinn  in  einer 
Abhandlung  entwickelt  wurden,  welche  bei  der  chronologischen  Reihen- 
folge der  hier  einschlagenden  Arbeiten  an  dieser  Stelle  genannt  werden 
muss.  Alfred  von  Reumont  hat  seit  1853  „Beiträge  zur  italienischen 
Geschichte*'  veröffentlicht,  und  in  dem  1.  Bande  dieser  Sammlung  von 
überaus  schätzbaren  Abhandlungen  findet  sich:  „Galilei  und  Rom"  (Seite 
303 — 424).  Reumont  hat  in  dieser  Abhandlung  von  keinen  Hilfsmitteln 
Gebrauch  gemacht,  welche  nicht  gedruckt  vorgelegen  hätten.  Das  ist 
wohl  zu  beachten  gegenüber  von  der  Phrase,  mit  welcher  Herr  Chasles 
sich  in  seinem  Widmungsschreiben  an  Reumont  wendet:  „C'est  k  vous, 
„Monsieur ,  qu^appartiennent  les  documents  conteuus  dans  le  volume  dont 
,Je  vous  prie  d'apr(5er  la  dedicace."  Allein  damit  ist  das  Verdienst  des 
trefflichen  Historikers  in  Nichts  geschmälert.     Wie  ich  mir  an   anderer 
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Stelle  einmal  zu  sagen  erlaubte,  man  kann  von  dem  Geschichtschreiber 
nicht  immer  neue  Thatsachen,  neue  Documente  verlangen.  Schon  die 
neue  Zusammenstellung  des  Vorhandenen  genügt,  um  ein  cichätzeuswerthes 
Werk  hervorzubringen,  wenn  bei  dieser  Art  die  Gruppirung  der  That- 
sachen in  klareren  Zusammenhang  treten  und  eine  Einsicht  in  die  einzel- 
nen Fäden  des  historischen  Gewebes  gestatten;  das  hat  Kenmont  für  den 
Prozess  Galilei's  vor  dem  Inqnisitionstribunale  vollständig  geleistet,  und  es 
spricht  nur  um  so  stärker  für  die  Richtigkeit  seiner  Auffassung,  dass  Biet, 
der  offenbar  ohne  Kenntniss  der  Reumon tischen  Arbeit  1858  seinen  schon 
erwähnten  Aufsatz  „Za  virile  sur  le  proces  de  Galiläe^^  veröffentlichte,  aas 
denselben  Quellen  schöpfend  genau  zu  demselben  Resultaten  kam.  Durch 
diese  beiden  Gelehrten  ist  nach  meiner  Ansicht  wenigstens  endgiltig  be- 
wiesen ,  dass  der  Prozess  gegen  Galilei  weit  weniger  ein  Prozess  der  be- 
leidigten Kirche,  als  des  beleidigten  Kirchenoberhauptes  war;  dass  Papst 
Urban  VIII.  sich  und  von  ihm  gebrauchte  Ausdrücke  in  jenem  Simpliciua 
wieder  erkannte,  der  in  Galilei's  Dialog  die  Rolle  des  Komikers  wider 
Willen  spielt.  Für  die  Führung  des  Processes  ist  ferner  erwiesen,  dasa 
Galilei  zuerst  nur  die  Zeit  vom  12.  April  bis  zum  1.  Mai  im  Inquisitions- 
palaste zubrachte,  während  welcher  er  kaum  wie  ein  Gefangener  behandelt 
wurde.  Am  l.  Mai  kehrte  er  in  das  toskanische  Gesandtschaftsgebäude 
zurück.  Er  verlüsst  es  am  10.  Mai  für  wenige  Stunden,  um  das  dritte 
Verhör  zu  bestehen.'*^)  Am  21.  Juni  wurde  er  zum  vierten  und  letzten 
Verhöre  abgeführt  und  bleibt  bis  zum  24.  Juni  in  Haft,  an  welchem  Abend 
Niccolini,  der  toskanische  Gesandte,  ihn  selbst  nach  dem  Garten  la 
Trinita  del  Monte  geleitet.  Am  22.  Juli  hatte  die  Abschwörnng  Galilei*s 
stattgefunden.  Auch  in  dem  letzten  Verhöre  wurde  keine  Folter  ange- 
wandt. Man  begnügte  sich  mit  deren  Androhung,  verschärft  etwa  durch 
Vorzeigung  der  Marterinstrumente,  deren  Anblick  den  TOjährigeu  Greis 
genugsam  erschütterten ,  um  ihn  zu  strenggläubigen  Antworten  zu  nöthi- 
gen,  wie  man  sie  brauchte.  Das  ist  wohl  der  ganze  Sinn  der  Worte: 
examen  rigorosum  und  responsio  caihoUca^  von  welchen  in  der  Schluss- 
sentenz die  Rede  ist.  Ich  bemerke  übrigens,  dass  Reumont  die  Androh- 
ung der  Folter  nicht  genugsam  hervorgehoben  hat,  dass  vielmehr  erst  Biet 
auf  diesen  wesentlichen  Ergänzungspunkt  hingewiesen  hat.  Ich  erlaube 
mir  nur  noch  hinzuzufügen,  dass  in  der  That  nach  einem  ziemlich  seltenen 
Buche:  „Criminalprozess  der  P.  P.  Franciskauer,"  Strassburg,  1769,  bei 
geistlichen  Gerichten  die  Sitte  herrschte,  den  Angeklagten  in  der  Folter- 
kammer erst  zu  ermahnen,  bevor  die  Tortur  wirklich  ausgeübt  wurde. 
Doch  ich  führe  eine  Stelle  aus  jenem  Buche  an  (S.  111  — 112),  wo  ein  Fol- 
terprotokoll abgedruckt  ist:  „da  nun  der  P.  Provincial  die  Hartnäckigkeit 

*)  Biot,"^.Journ.  des  S'ivnnts  18^8,  p.  109,  setzt  diese  das  dritte  Verhör  beglei- 
tend« Umstände  ausser  Zwoirel  durch  die  Mariiii  entnommenen  Worte:  et  habila 
eJM  »uscnplione,  fuii  remissits  ad  domiim  supradicti  oratoris  serenistimi  magni  diteis. 
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sah,  so  hat  er  beschlossen,  den  Delinquenten  mit  Stricklein  u.  s.  w.  geisseln 
und  ihm  hundert  starke  Streiche  geben  zu  lassen.  Zur  Vollziehung  die- 
ses Decrets  ist  gemeldeter  schuldige  Fr.  N.  in  die  Kammer  gebracht  wor- 
den, die  vor  dem  Kerker  ist,  und  wo  man  zu  torquiren  pflegt.  Der  P. 
Provincial  befahl  also  dem  Bruder  Kerkermeister,  dass  er  den  Delinquen- 
ten aaskleiden,  ihm  nur  die  Schamtticher  wegen  der  Ehrbarkeit  lassen, 
and  ihn  an  Händen  schliesson  sollte.  Da  er  ausgezogen  wurde,  unterliess 
der  P.  Provincial  nicht,  ihn  mit  brüderlichen  Worten  zu  erinnern ,  dass  er 
die  Wahrheit  bekennen  sollte,  und  er  sagte  zu  ihm:  Jetzt  hast  Du  noch 
Zeit,  wenn  Du  willst  der  Tortur  entkommen.  Sage  also,  wen  u.  s.  w. . . . 
Nachdem  er  ausgekleidet  und  geschlossen  war,  ermahnte  ihn  der  P.  Pro- 
vincial nochmals,  er  sollte  bekennen,  da  er  aber  immer  auf  seinen  vorigen 
Antworten  blieb,  befahl  er,  man  soll  ihn  stark  geissein,  und  zwischen 
jedem  Streich  ein  Ave  Maria  lang  aussetzen  n.  s.  w." 

Schon  dieses  Brachstück,  das  mildeste  im  ganzen  Buche,  ge- 
nügt ,  um  begreiflich  zu  machen ,  dass  ein  Examen  rigorosum  vorhanden 
war,  noch  ehe  es  zur  eigentlichen  Folter  kam,  und  dass  ein  körperlich  ge- 
brochener Greis,  wie  Galilei  es  war,  wohl  fügsam  werden  konnte  unter 
den  Vorbereitungen  zur  Tortur.  Damit  habe  ich  in  Kürze  die  Kenntnisse 
angedeutet,  die  man  heute  von  dem  Galilei'schon  Processo  besitzt,  und  die 
Männer  genannt,  denen  wir  diese  Kenntnisse  verschulden« 

Der  Leser  wundert  sich  vielleicht,  dass  ich  bisher  die  Schrift  von 
Philar^te  Chasles,  welche  dieser  Kecension  als  Ueberschrift  dient, 
fast  anerwähnt  gelassen  habe.  Was  sollte  ich  auch  über  ein  Machwerk 
sagen,  welches  als  Originalarbeit  auftritt  und  bis  auf  ausserordentlich  ge- 
ringfügige Zuthaten  Nichts  ist  als  eine  Uebersetzung  der  Abhandlung  von 
Reumont.  Nicht  einmal  die  Arbeit  von  Biot  aus  dem  Jahre  1858  kannte 
Herr  Chasles ,  nur  dessen  Artikel  über  Galilei  in  der  Biographie  univer- 
selle von  1816  hat  er  gelesen  —  wie  er  behauptet  Und  diese  Schrift  hat 
H.  Chasles  die  Stirn  demselben  A.  von  Keumont  zu  widmen,  welchem 
er  sie,  so  weit  Thatsachen  mitgetheilt  sind,  und  sogar  in  den  meisten  ver- 
bindenden Zwischenbemerkungen,  fast  wörtlich  entnommen  hat!  Ja,  er 
lässt  auf  den  Titel  drucken  ,,Tous  droits  reserves'^  d.  h.  also  wohl,  die 
Rückübersetzung  ins  Deutsche  ist  verboten.  Ich  hielt  es  für  meine  Pflicht, 
das  Benehmen  des  französischen  Vielschreibers  um  so  mehr  in  das  ge- 
hörige Licht  zu  setzen,  als  eine  anderweite  Besprechung  in  den  Heidelber- 
ger Jahrbüchern  ihm  unverdientes  Lob  spendet.  Freilich  ist  jene  Recen- 
sion  vom  Herrn  Prof.  Dienger  unterzeichnet,  was  mich  der  Mühe  über- 
hebt, an  ihr  selbst  eine  genaue  Kritik  zu  üben.  Cantor. 
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Recensionen. 

Sie  Orandittge  der  Weltordnmig.  Von  Dr.  Christian  Wiener.  Leipzig 
und  Heidelberg,  C.  F.  Winter'ache  Verlagehandlnng.  1863.  8^ 
S.  XVI  nnd  808. 
Vor  den  Werken ,  die  in  neuerer  Zeit  «ur  Verbreitung  und  zur  Dar- 
stellung der  Weltansicht  des  Materialismus  erschienen  sind ,  hat  die  vor- 
liegende Schrift  manche  Vorzüge.  Entstanden  ist  der  moderne  Materia- 
lismus aus  der  Polemik  gegen  den  einseitigen  Idealismus  der  deutschen 
Philosophie  durch  Ludwig  Feuerbach  (Grundsätze  der  Philosophie  der  Zu- 
kunft 1843),  welcher  glaubte,  die  Einseitigkeiten  der  frühereji,  namentlich  der 
He^ePschen  Philosophie,  am  leichtesten  dadurch  ergänzen  zu  können,  dass 
er  aus  einem  Extrem  in  das  andere  verfiel.  An  die  Stelle  des  Pantheis- 
mus sollte  der  Atheismus,  an  die  Stelle  einer  pedantischen  Speculation 
eine  ordnungslose  Empirie,  an  die  Stelle  der  inhaltslosen  Ethik  ein  egois- 
tischer Eudämonismus  und  an  die  Stelle  des  Idealismus  endlich  der  Ma- 
terialismus treten. 

Die  populären  Schriftsteller,  welche  sich  an  Feuerbach  anschlössen, 
haben  bi^er  gleichfalls  mehr  die  polemische  als  die  positive  Seite  des 
Katerialismus  entwickelt.  In  der  Polemik  sind  sie  stark,  in  der  positiven 
Ausführung  ihrer  eigenen  Weltansicht  aber  sehr  schwach.  Sie  streiten 
namentlich  gegen  die  Annahme  eines  Gottes,  von  Naturzwecken,  von  einer 
ursprünglichen  Ordnung  in  der  Welt,  gegen  die  Unsterblichkeit  der  Seele, 
die  Freiheit  des  Willens  und  andere  Lehren.  Diese  negativen  Lehren  des 
Materialismus  sind  aber  in  der  That  nur  voreilige  Folgerungen  aus  der  im 
Voraus  angenommenen  Lösung  seines  Problemes.  Wenn  er  dargethan 
hätte,  dass  nur  körperliche  Dinge  existiren  und  dass  alle  gegebenen  Er- 
scheinungen sich  daraus  erklären  lassen,  so  würden  jene  negativen  Lehren 
daraus  nothwendige  Folgerungen  sein.  Allein  bisher  hat  der  Materialis- 
mus in  der  Begründung  seiner  eigenen  Weltansicht,  in  der  Lösung  seines 
Problemes  alle  Erscheinungen,  auch  die  geistigen,  allein  aus  dem  Stoffe 
zu  erklären,  ausserordentlich  wenig  geleistet.  Er  wiederholt  nur  ins  Un- 
endliche seine  eigenen  Glaubenssätze  und  Prophezeihungen.     Dem  Mate- 
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rialismns  fehlte  bisher  fast  jede  wissenschaftliche  Haitang,  das  desul- 
torische  Verfahren  Feucrbach'ß  ist  auch  auf  die  populären  Schriftsteller 
des  Materialismus  übergegangen. 

In  dieser  Beziehung  unterscheidet  sich  die  Schrift  des  Verfassers  vor- 
theilhaft,  in  der  das  polemische  Element  der  materialistischen  Weltansicht 
fast  ganz  zurück,  die  positive  Seite  derselben  aber  hervortritt.  In  wissen- 
schaftlicher Form,  in  ruhiger  und  leidenschaftsloser  Haltung  sucht  der 
Verfasser  alle  Erscheinungen  der  elementaren,  organischen  und  geistigen 
Natur  aus  verschiedenen  Gruppirungen  und  Bewegungen  der  allein  stoff- 
lichen Atome  zu  erklären.  Der  Verfasser  ist  kein  blosser  Dilettant  der 
Wissenschaften,  er  ist  mit  den  Erscheinungen,  deren  Erkenntniss  er  sucht, 
genau  bekannt.  Seine  Schrift  liest  sich  daher  auch  nicht  wie  ein  Unter- 
haltungsbuch,  sondern  erfordert  ein  sorgfältiges  Studium.  Auch  wenn 
man  zu  der  Weltansicht  des  Verfassers  sich  nicht  bekennt  und  ihr  Funda- 
ment für  unzuverlässig  hält,  erregt  die  Leetüre  seiner  Schrift  tiberall  das 
Nachdenken  und  leitet  derselbe  zur  weiteren  Forschung  an. 

In  einem  Punkte  können  wir  jedoch  die  Methode  des  Erkennens,  wel- 
cher der  Verfasser  folgt,  nicht  billigen ,  denn  er  erklärt  seine  Begriffe  und 
beweist  seine  Behauptungen  fast  überall  nur  durch  Excmplificationen.  Da- 
durch erreicht  er  freilich  eine  grosse  Klarheit  und  Fasslichkeit  seiner 
Lehren,  aber  ihre  logische  Form  leidet  darunter,  denn  durch  Exemplificatio- 
non  werden  nur  unzureichende  Begriffserklärungen  und  Beweise  erreicht, 
da  eine  Verbindung  der  Begriffe  und  der  Lehrsätze  und  namentlich  eine 
Kcchtfertigung  der  Grundbegriffe  dadurch  nicht  gewonnen  wird,  wie  wir 
noch  weiterhin  zeigen  werden. 

Die  Schrift  dos  Verfassers  zerfällt  in  drei  Bücher,  wovon  das  erste 
von  der  nicht  geistigen  Welt,  d.  i.  der  unorganischen  und  der  organischen 
Natur,  das  zweite  von  der  geistigen  Welt  und  das  dritte  von  dem  Wesen 
und  dem  Ursprünge  der  Dinge  handelt.  Das  erste  Buch  enthält  eine  Na- 
turphilosophie, das  zweite  eine  Philosophie  des  Geistes  und  das  dritte 
eine  Metaphysik.  In  der  Form  von  Gesetzen  hat  der  Verfasser  fast  über 
alle  Fragen  der  Philosophie  die  Ergebnisse  seiner  Forschung  aufgestellt. 

Von  der  Metaphysik ,  dem  Wesen  und  dem  Ursprünge  der  Dinge, 
handelt  der  Verfasser  zuletzt,  weil,  wie  das  Vorwort,  S.  III.  sagt,  es  an- 
möglich war,  von  vorn  herein  von  der  gemeinsamen  Grundlage  der  geisti- 
gen und  der  nichtgeistigen  Welt  einzugehen  und  alle  Erscheinungen  aas 
ihr  abzuleiten,  es  vielmehr  nothwendig  war,  vorerst  eine  zweifache  Grund- 
lage anzunehmen,  nämlich  eine  für  die  nichtgeistige  und  eine  für  die 
geistige  Welt.  Die  Grundlage  für  die  Auffassung  der  nichtgeistigen  Welt 
ist  die  korpusculare  Atomistik  und  die  mechanische  Erklärungsart.  Die 
geistige  Welt  wird  in  dem  zweiten  Buche  zunächst  unabhängig  von  dieser 
Grundlage  blos  nach  den  gegebenen  Thatsachen  der  Erfahrung  als  eine 
Welt  für  sich  dargestellt.     In  dem  dritten  Buche  wird  aber  alsdann  auch 
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die  geistige  Welt  auf  der  Grundlage  der  korpuscularen  Atomistik  und  der 
mecbanifichen  Erkläruogsart  conatituirt.  Der  Verfasser  sucht  hier  nament- 
lich die  „Körperlichkeit*^  des  Geistes  und  die  Entstehung  aller  Dingo  aus 
dem  vorigen  Stoffe  nachzuweisen.  Das  erste  und  das  dritte  Buch  stehen 
also  in  Verbindung  mit  einander  durch  das  gleiche  Fundament,  worauf 
ihre  Lehren  sich  gründen;  während  das  zweite  Buch  die  geistige  Welt, 
abgesehen  von  diesem  Fundamente,  unabhängig  von  der  atomistischen  und 
materialistischen  Hypothese  darstellt«  Darin  liegt,  wie  uns  scheint,  ein 
Beweis,  dass  für  die  Erkenntniss  der  geistigen  Welt  die  materialisti- 
sche Hypothese,  die  Annahme  der  Körperlichkeit  des  Geistes  überflüssig 
ist,  da  sie  auch  ohne  dieselbe,  wie  der  Verfasser  durch  seine  Darstellung 
selbst  beweist,  aus  sich  selbst  verstanden  werden  kann.  Die  materialisti- 
sche Hypothese  des  dritten  Buches  gründet  sich  nicht  auf  der  Erfahrung 
der  psychischen  Phänomene,  und  ihre  immanenten  Erkenntniss,  sondern 
ist  nur  eine  Folge  aus  der  Annahme  der  korpuscularen  Atomistik,  welche 
das  Fundament  der  Weltanschauung  des  Verfassers  bildet.  Nur  die  Con- 
sequenz  seiner  metaphysischen  Voraussetzungen  treibt  den  Verfasser  zur 
Annahme  der  Körperlichkeit  des  Geistes  und  der  Entstehung  aller  Dinge 
aus  der  ewigen  Materie« 

Die  korpusculare  Atomistik  und  die  mechanische  Erklärungsart  bildet 
das  Fundament  der  Weltanschauung  des  Verfassers,  welches  wir,  nach  den 
darüber  im  ersten  und  dritten  Buche  enthaltenen  Angaben,  zunächst  et- 
was genauer  untersuchen  werden.  Der  Verfasser  nimmt  zwei  Arten  von 
Atomen  an,  Körper-  und  Aetheratome,  wovon  jene  sich  gegenseitig  an- 
ziehen; diese  sich  abstossen.  Körper-  und  Aetheratome  sollen  sich  gegen- 
seitig abstossen,  worauf  wir  weiter  unten  wieder  zurückkommen  werden.  Die 
Atome  besitzen  also  bewegende  Kräfte.  Die  Körperatome  sollen  überdies 
nach  verschiedenen  Richtungen  mit  verschiedenen  Kräften  wirken.  Die 
Aetheratome  sind  von  gleicher,  die  Körperatomo  von  verschiedener  Be- 
schaffenheit, es  gäbe  so  viele  Arten  von  Körperatomen  als  es  chemisch  ein- 
fache Körper  (Stoffe)  giebt.  Doch  meint  der  Verfasser  (S.  41),  es  sei 
wahrscheinlich,  dass  die  qualitativ  verschieden  erscheinenden  Körperatome 
aus  kleineren  gleichartigen  Theilen  bestehen,  welche  von  gleicher  Be- 
schaffenheit sind,  so  dass  also  zuletzt  alle  qualitative  Verschieden- 
heiten auf  quantitative  würden  reducirbar  sein.  Die  Atomenlehre,  welche 
sich  daraus  erzielt,  würde  also  ein  quantitativer  Atomismus  sein,  wie  es 
der  ursprüngliche  der  griechischen  Philosophie  ist  Wir  halten  nur  den 
quantitativen,  nicht  aber  den  qualitativen  Atomismus  für  eine  in  sich  con- 
sequente  Lehre,  da  die  qualitative  Atomistik  nur  ein  Uebergang  ist  in  die 
dynamische  Naturansicht.  Eine  rein  mechanische  Naturansicht  ist  nur 
consequent  durchführbar,  wenn  alle  Materie  gleichartig  ist  und  also  alle 
Verschiedenheiten  der  Atome,  wenigstens  der  letzten,  nur  eine  quantitative 
nach  der  Grösse  und  der  Gestalt  ist.     Ob  aber  eine  solche  Atomenlehre, 
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welche  schliesslich  alle  qualitative  Verschiedenheit  der  Materie  nur  als 
einen  Sonnenschein  ansehen  mfisste,  mit  der  Erfahrung  übereinstimmen 
würde,  scheint  bis  jetzt  wenigstens  sehr  zweifelhaft.  Sobald  man  aber 
eine  qualitative  Verschiedenheit  der  Materie  oder  der  Atome  nennt,  geht 
die  Atomistik  von  selbst  in  eine  dynamische  Naturansicht  über,  weil  man 
alsdann  auch  genöthigt  wird,  eine  veränderliche,  ungleichartige  und  inten- 
sive Raumerfüllung  anzunehmen.  Nur  wenn  alle  Räume,  worin  Materie 
ist,  gleichartig  und  unveränderlich  erfüllt  angenommen  werden,  ist  die 
Atomistik  eine  in  sich  consequente  Lehre. 

Atome  giebt  es  nicht  ohne  leeire  Zwischenräume ,  weshalb  die  Atomi- 
stik die  Realität  des  leeren  Raumes  annehmen  muss.  Auch  der  Ver- 
fasser behauptet,  S.  683,  dass  „der  leere  Raum  wirklich  besteht'*  und 
schliesse  dies  aus  der  Möglichkeit  der  Bewegung.  Für  die  Möglichkeit 
der  Bewegung  und  für  die  Erklärung  der  Verschiedenheiten  in  der  wahr- 
nehmbaren Materie  muss  die  Atomenlehre  allerdings  die  Realität  des  lee- 
ren Raumes  annehmen.  Allein  der  ursprüngliche  Grund  liegt  in  den 
Atomen  selbst,  welche  ohne  leere  Räume  weder  getrennt  von  einander 
existiren,  noch  die  wahrnehmbare  Materie  bilden  können.  Ohne  leere 
Räume  anzunehmen  würde  die  gesonderte  Existenz  jedes  Atomes  für  sich, 
wenigstens  bei  stofflichen  oder  körperlichen  Atomen  nicht  vorstellbar  sein. 
Atome  ohne  leere  Räume  würden  eine  continuirliche  Raumerfüllung  bilden 
und  also  keine  Atome  sein.  Der  leere  Raum  drückt  nur  die  getrennte, 
ursprünglich  zusammenhangslose  Existenz  der  Atome  als  eine  Thatsache 
aus.  Ohne  leere  Zwischenräume  können  Atome  aber  auch  keine  wahr- 
nehmbare Materie  bilden.  Auch  der  allergrösste  Haufe  von  Atomen  bildet 
keine  Materie  als  Gegenstand  möglicher  Anschauung,  denn  die  Atome  sind 
nur  eine  Materie  des  Gedankens,  weil  sie  von  unendlicher  und  unsichtbarer 
Kleinheit  sind.  Erst  durch  das  Hinzutreten  von  leeren  Zwischenräumen 
bilden  Atome  eine  wahrnehmbare  Materie. 

Aus  Atomen  und  leeren  Räumen  sind  die  Phänomene  der  Natur  nur 
zu  erklären,  wenn  zu  den  Atomen  noch  Verbindungsformen  und  Bewegung 
derselben  hinzukommen.  Erst  ans  den  verschiedenen  Gruppirungen  und 
Bewegungen  der  Atome  entspringt  die  Erscheinungswelt  der  Natur.  Auch 
der  Verfasser  sucht  alle  Erscheinungen  der  Natur  aus  den  verschiedenen 
Gruppirungen  und  Bewegungen  der  Körper-  und  der  Aetheratome  abzu- 
leiten. Wenn  zu  den  Atomen  und  den  leeren  Räumen  nicht  noch  Ver- 
bindnngsformen  und  Bewegungen  der  Atome  angenommen  würden,  wür- 
den sie  nur  eine  Welt  von  Dingen  an  sich ,  aber  keine  Erscheinungswelt 
bilden. 

Diese  fundamentalen  Annahmen  einer  korpuscularen  Atomistik  finden 
sich  nun  wohl  in  der  Schrift  des  Verfassers ,  sie  enthält  aber  nur  eine  An- 
wendung und  consequente  Durchführung,  aber  keine  Begründung  dersel- 
ben.   Seine  (atomische)  Weltanschauung  schwebt  daher  in  der  Luft.    Giebt 
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es  Atome  oder  macht  man  diese  Annahme,  so  ergiobt  sich  daraus  freilich 
Ton  selbst  mit  Nothwendigkeit  eine  bestimmte  Anffassang  nnd  Erklärungs- 
art aller  Phänomene  der  uns  bekannten  Welt,  allein  auch  die  Anwendung 
dieser  Erklärungsart  wird  weder  ihre  eigne,  noch  die  Gültigkeit  ihrer 
metaphysischen  Voraussetzungen  beweisen.  Wenn  die  empirische  Natur- 
wissenschaft die  Gültigkeit  der  Atomistik  nnd  ihrer  Erklärungsart  nur 
durch  ihre  Anwendung  beweist,  so  glauben  wir  von  einer  Schrift,  welche 
eine  Weltansicht  der  Wissenschaften  aufstellen  und  durchführen  soll,  doch 
mehr  verlangen  zu  können*  Die  empirischen  Naturwissenschaften  be- 
trachten die  Atomistik  überdies  nur  als  eine  Hypothese,  deren  Gewissheit 
noch  unentschieden  ist,  nicht  aber  wie  unsere  Schrift,  als  ein  Dogma, 
welches  auch  ohne  Beweis  durch  seine  blosse  Annahme  gewiss  sein  soll. 
Sie  gebrauchen  die  Atomistik  fast  mehr  als  ein  Versinnlichungs-,  denn  als 
ein  nntrügliches  Erkenntnissmittel.  Sie  gilt  nur  als  methodisches  Hülfs- 
mittel,  nicht  aber  als  nur  gemachte  Methaphjsik.  Viele  spjrechen  von 
Atomen,  ohne  doch  Atome  anzunehmen,  ja  Einige  verwerfen  sogar  die 
Realität  eines  leeren  Kaumes  und  fahren  doch  fort  von  Atomen  zu 
sprechen,  indess  Atome  ohne  leere  Räume  keine  Atome  sind.  Zu  den  un- 
entschiedenen und  unklaren  Anhängern  der  Atomenlehre  gehört  der  Ver- 
fasser freilich  nicht,  vielmehr  ist  er  ein  klarer  und  consequenter  Denker 
innerhalb  dieser  Hypothese,  die  aber  nur  eine  blosse  Annahme  bei  ihm  ist. 
Seine  Lehre  ist  daher  auch  mehr  eine  Sache  des  Glaubens,  als  eine  Welt- 
ansicht der  Wissenschaften.  Wer  die  Weltansicht  der  Wissenschaften  auf 
der  Grundlage  der  Naturwissenschaften  erneuert  will  (Vorwort  S.  III), 
muss,  wie  uns  scheint,  entweder  zuerst  die  angebliche  Philosophie  der  Na- 
tnrwissenschaflen,  die  korpusculare  Atomistik  beseitigen,  od^r  wenigstens 
doch  ihre  Gültigkeit,  welche  aus  ihrer  blossen  Anwendung  nicht  folgt, 
nachweisen.  Dann  folgt,  in  den  gegebenen  Phänomenen  der  unorganischen 
Natur  steckt  nicht  die  ausschliessliche  Nothwendigkeit  der  Erklärungsart 
der  korpuscularen  Atomistik,  was  z.  B.  durch  die  deutsche  Krystallographie 
bewiesen  wird,  welches  die  Phänomene  ihres  Erkenntnissgebietes,  ohne  die 
Hypothese  der  Atomistik  erklärt  (H.  Karsten,  Lehrbuch  der  Krystallo- 
graphie in  der  Allg.  Encyklopädie  der  Physik  von  Gustav  Karsten), 
eine  Thatsache,  welche  die  Parteigänger  dieser  Hypothese  zu  ignoriren 
belieben.  Der  Verfasser  sucht  freilich  auch  (l.  B.  2.  Abth.  3.  Absch.)  eine 
atomistische  Krystallographie  zu  geben.  Die  Nothwendigkeit  dieser  Auf- 
fassung ist  aber  nur  eine  Folge  seiner  Metaphysik ,  aber  nicht  durch  die 
gegebenen  Phänomene  inducirt,  da,  wenn  sie  auch  ohne  die  Annahme  von 
Atomen  erklärlich  sind ,  ihre  Annahme  dafür  wenigstens  überflüssig  ist. 
Auch  die  Thatsache  der  Chemie,  dass  alle  Stoffe  in  beständigen  Proportio- 
nen chemische  Verbindungen  eingehen ,  enthalten  keinen  Beweisgrund  für 
die  Existenz  von  Atomen,  weil  diese  Gesetzmässigkeit  chemischer  Verbin- 
dung gültig  ist,  man  mag  Atome  annehmen  oder  nicht,  und  Gewichtstheile 
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einer  Proportion,  die  man,  ohne  sie  zn  ändern,  beliebig  dividiren  und  mnl- 
tipliciren  kann,  keine  Atome  sind,  welche  durch  leere  Räume  getrennt  an 
sich  zusammenhangslos  existiren  und  denen  aüe  Verbindungsforraen  zu- 
fallig sind.  Die  Erfahrung  beweist  ferner,  dass  alle  wahrnehmbare  Ma- 
terie theilbar  ist.  Aus  der  Theilbarkeit  der  Materie  folgt  aber  nicht,  dass 
sie  vor  aller  Theilung  in  Atome  und  leere  Räume  aufgelöst  existirt* 
Es  giebt  keine  Thatsache,  welche  einen  Beweisgrund  für  die  Existenz  der 
Atome  enthielte.  Eine  Begründung  dieser  Annahme  ist,  wenn  überall, 
doch  nur  auf  dem  Wege  der  Specuiation,  nicht  aber  auf  dem  der  Empirie 
möglich.  Der  Verfasser  aber  nimmt  die  Existenz  der  Atome  ohne  allen 
Grund  an,  sie  ist  in  seiner  Schrift  nur  ein  Gegenstand  instinktirer  Glau- 
ben skraf^. 

Die  Atoraenlehre  pflegt  die  an  der  wahrnehmbaren  Materie  beobacb- 
teten  Grundeigenschaften  auch  auf  die  Atome  zu  übertragen,  wie  denn  der 
Verfasser  „^sregen  der  Kristallisation  der  Körper'^  (S.  38)  den  Körper- 
atomen das  Vermögen  zuschreibt,  mit  verschiedenen  Kräften  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  zu  wirken;  Man  stattet  die  Atome  mit  all  den 
Eigenschaften  aus,  welche  man  zur  Erklärung  der  gegebenen  Phänomene, 
woraus  sie  auch  selbst  entnommen  werden ,  gebraucht.  Die  Atomenwelt 
ist  dann  aber  nur  ein  Spiegelbild  der  Erfahrung,  in  ihr  ist  nur  im  ver- 
kleinerten Maasse  dasselbe  nochmals  wieder  anzutreffen,  was  man  an  der 
wahrnehmbaren  Materie  erkannt  hat.  Dass  man  alsdann  aus  den  so  aus- 
gestatteten Atomen  auch  das  wieder  entnehmen  kann,  was  man  zur  Er- 
klärung der  Erscheinungen  braucht,  kann  Niemand  verwundern.  Die  Er- 
klärungen aber,«welche  man  so  aus  den  Atomen  gewinnt,  sind  nur  Tauto- 
logie ,  Uebersetzung  aus  der  Sprache  der  Erfahrung  in  die  der  Atomistik 
und  umgekehrt.  Bei  diesen  Uebertragungen  beachtet  man  aber  nicht,  dass 
in  den  Atomen,  wenn  man  wirklich  welche  annimmt  und  nicht  blos  den 
herrschenden  Sprachgebrauch  mitmacht,  Bedingungen  liegen,  welche  salche 
Uebertragungen  entweder  überall  nicht  gestatten  oder  das  Uebertragene 
wesentlich  modificiren.  Nimmt  man  auf  diese  Bedingungen  keine  Rück- 
sicht und  tiberträgt  die  Eigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  ohne 
weiteres,  so  ergiebt  sich  daraus  der  gewöhnliche  naive  Atomismus,  der  die 
Atome  mit  Eigenschaften  ausstattet,  w-elche  mit  ihrem  Begriffe  in  Wider- 
spruch sind ,  denn  die  Eigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  können 
nur  mit  wesentlichen  Modificationen  auf  die  Atome  übertragen  werden, 
weil  sie  einfach  und  unveränderlich  sein  sollen. 

Wenn  der  Verfasser  nun,  wie  aus  dem  schon  Angeführten  erhellt, 
auch  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Uebertragung  der  Eigenschaften  der 
wahrnehmbaren  Materie  auf  die  Atome  anwendet,  so  bemerkt  er  doch 
(S.  715),  wie  mir  scheint  mit  Recht,  dass  die  Undurchdringlichkeit  der 
Atome  eine  andere  ist  als  die  der  wahrnehmbaren  Materie,  oder,  wie  er 
sagt,  der  Körper.     Nach  dem  Verfasser  wird  die  Undurchdringlichkeit  der 
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vrabroehmbaren  Materie  oder  der  Körper  durcb  die  abstossende  Kraft  des 
ia  jden  Körpern  befiadlicbea  Aetbers  hervorgebracbt  und  verhindert  die 
Berührung  der  Körperatome.  Die  Undurchdringlichkeit  der  Atome  aber, 
welche  das  Zusammenschrumpfen  derselben  auf  einen  Punkt  verbindert  und 
bei  der  Berührung  „plötzlich**  eintritt,  bat  „kein  Maass**  und  ,, keine 
Grösse",  denn  sie  ist  „unüberwindlich". 

Der  Verfasser  anerkennt  also,  dass  die  Undurchdringlichkeit  der  Atome 
ein  andere  ist,  als  die  der  wahrnehmbaren  Materie,  welche  auf  einer  be- 
wegenden Kraft  beruht,  während  die  Undurchdringlichkeit  der  Atome, 
welche  ohne  Maass  und  Grösse,  unüberwindlich  und  plötzlich  (mehr  geister- 
haft als  physisch)  hervortritt,  eine  qualüas  occuUa  ist,  welche  auf  dem 
blossen  Dasein  der  Atome  ruht  und  sich  allen  begrifflichen  Vorstellungen 
entzieht. 

Unbedenklich  aber  überträgt  der  Verfasser  die  Eigenschaften  der 
^Trägheit,  der  bewegenden  Kräfte,  der  räumlichen  Ausdehnung,  wie  sie  an 
der  wahrnehmbaren  Materie  hervortreten,  auch  auf  die  Atome.  •  Da  die 
Atome  aber  einfach  und  unveränderlich  sind,  so  ist  diese  Uebertragung 
entweder  überall  nicht  oder  nur  mit  solchen  Modifikationen  möglich ,  dass 
jene  Eigenschaften  bei  den  Atomen  stets  etwas  anderes  bedeuten,  als  bei 
der  wahrnehmbaren  Materie.  Diese  ist  träge,  beharrt  in  ihren  Zuständen, 
d.  h.  sie  ist  nur  durch  äussere  Ursachen  veränderlich ,  wobei  aber  doch 
vorausgesetzt  ist,  dass  sie  veränderlich  ist.  Da  nun  aber  die  Atome,  we- 
nigstens die  letzten  und  eigentlichen,  sawobl  ihrer  Gestalt  als  ihrer  Raum- 
erfüllung nach  unveränderlich  sind ,  so  ist  auch  die  Eigenschaft  der  Träg- 
heit, d.  i.  die  Eigenschaft  der  Veränderlichkeit  durch  äussere  Ursache  nicht 
auf  sie  übertragbar.  Man  meint  nun  freilich,  dass,  wenn  auch  die  Atome 
unveränderlich  sein,  doch  ihre  räumlichen  Verhältnisse  der  Entfernung 
und  Nähe,  der  Stellung  und  Lagerung  eine  Veränderung  gestatteten.  Eine 
Veränderung  dieser  Verhältnisse  ist  aber  nicht  ohne  eine  Veränderung  der 
Atome  möglich,  welche  wenigstens  ihren  Ort  selbst  müssen  wechseln  kön- 
nen, wozu  aber  erforderlich  ist,  dass  eine  Einwirkung  durch  eine  äussere 
Ursache,  eine  bewegende  Kraft,  auf  sie  stattfinden  kann.  Dies  aber  er- 
scheint uns  als  unmöglich,  weil  die  Atome  selbst  unveränderlich,  ihre  Un- 
dnrchdringlichkeit  unüberwindlich,  ihr  Widerstand  absolut  ist.  Keine 
äussere  Ursache,  wäre  sie  auch  die  Allmacht  selbst,  kann  irgend  eine  Ein 
Wirkung  auf  Atome  äussern,  denn  sie  leisten  ihr  einen  unüberwindlichen 
Widerstand,  so  dass  die  Einwirkung,  etwa  ein  Stoss,  überall  nicht  statt- 
findet. Von  den  Atomen  muss  wegen  ihrer  unüberwindlichen  Undurch- 
dringlichkeit jeder  Stoss  ohne  alle  Wirkung  auf  die  Atome  abprallen,  so 
dass  er  nicht  stattfindet.  Die  unveränderlichen  Atome  können  daher  auch 
in  ihrem  räumlichen  Verhältnisse  nicht  verändert  werden  und  sind  daher 
unbeweglich,  sie  können  nur  als  in  ewiger  Ruhe  seiend  gedacht  werv 
d(Bn.     Die  wahrnehmbare  Materie  ist  beweglich,  Atome  aber  sind  eine  un- 
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bewegliche  Materie,  auf  die  der  Begriff  der  Trägheit,  der  Veründerfielikeit 
darch  eine  äussere  Ursache  sich  daher  nicht  ttbertragen  lässt«  So  unbe- 
denklich und  nothwendig  diese  Uebertragung  auch  erscheint,  so  wenig  ist 
sie  in  Wahrheit  doch  zulässig.  Nicht  blos  jede  qualitative,  lebendige  wad 
geistige  oder  innere  Veränderung  ist  bei  Atomen  unmöglich ,  sondern  auch 
jede  äussere  Veränderung  ihrer  räumlichen  Verhältnisse.  Macht  man 
diese  Annahme,  wie  dies  nun  freilich  immer  geschieht,  so  sind  die  Atome 
entweder  nicht  unveränderliche  und  also  keine  Atome  oder  die  Annfthme 
widerspricht  den  Orundbegriffen  der  Atomistik. 

Ebenso  unbedenklich  wie  die  Trägheit  schreibt  man  den  Atomen,  wss 
auch  der  Verfasser  thut,  bewegende  Kräfte  au.  Jede  wahrnehmbare  Ma- 
terie ist  nicht  nur  träge,  sondern  ttbt  auch  auf  jede  andere  eine  bewegende 
Kraft  aus.  Die  Materie  ist  daher  das  Bewegliche  mit  bewegender 
K  r  a  f  t.  Diese  dynamische  Erklärung  von  dem  Begriffe  der  Materie  liegt 
auch  der  mechanischen  Naturwissenschaft  zu  Grunde.  Schon  weil  Atome« 
eine  unbewegliche  Materie  sind,  ist  anf  der  Grundlage  der  Atomistik  keine 
mechanische  Naturwissenschaft  möglich,  deren  erste  Voraussetzang  die 
Beweglichkeit  der  Materie  ist.  Um  so  weniger  ist  dies  der  Fall ,  da  die 
Atome  auch  nicht  als  Subjecte  bewegender  Kräfte  denkbar  sind.  Denn 
wenn  sie  auch  bewegende  Kräfte  besitzen,  so  würden  sie  sie  doch,  wie  ans 
dem  Obigen  erhellt,  nicht  gegen  einander  ausüben  können,  weil  Atome 
nicht  nur  an  sich  selber  unveränderlich,  sondern  auch  unbeweglich  sind.  — 
Ihre  bewegenden  Kräfte  können  sie  daher  auf  einander  nicht  ausüben. 
Auch  diese  Annahme  bewegender  Kräfte  der  Atome ,  so  unbedenklich  sie 
auch  gemacht  wird  und  so  nothwendig  sie  auch  für  die  wahrnehmbare  Ma- 
terie ist,  hebt  entweder  sich  selber  oder  die  Annahme  von  Atomen  auf« 
Sollen  überdies  Atome  bewegende  Kräfte  besitzen ,  so  wird  auch  die  Exi- 
stenz der  leeren  Zwischenräume  zweifelhaft,  nicht  deshalb  gerade,  weil  sie 
leer  sind  und  so  ein  absolutes  Hinderniss  der  Wirksamkeit  der  Atome  anf 
einander  enthalten,  sondern  weil  sie  alsdann  nicht  leer,  sondern  erfüllt  sein 
müssen,  da  ein  Raum,  in  dem  und  durch  den  eine  bewegende  Kraft  wirkt, 
welche  einen  Widerstand  eines  ihr  entgegen  wirkenden  leistet,  kein  lee- 
rer, sondern  ein  erfüllter  Raum  sein  würde.  Dass  Atome  eine  bewegliche 
und  eine  unbewegliche  Materie  mit  bewegender  Kraft  sind,  kann  man  ge- 
rade nur  in  der  Phantasie  annehmen ,  aber  nicht  denken  und  nachweisen. 
Aus  diesen  Gründen ,  deren  weitere  Ausführung  das  Werk  philosophische 
Einleitung  in  die  Allgemeine  Encyklopädie  der  Physik,  Leipzig,  Leopold 
Voss,  enthalten,  können  wir  die  Atomenlehre  auch  nicht  einmal  ftür  die 
richtige  Grundlage  der  mechanischen  Naturwissenschaft  halten.  Wir 
müssen  ihre  Zulässigkeit  nicht  nur  ausserhalb,  sondern  selbst  innerhalb 
der  mechanischen  Naturwissenschaft  in  Frage  stellen,  wo,  wie  man  bisher 
meinte,  ihre  Berechtigung  und  ihre  Begründung  unangreifbar  sei.  Natur- 
wissenschaft   und    korpusculare  Atomistik   gehören  nicht   nur    nicht    sa- 
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»mimen,  sondern  seblieasen  sieh  mnSf  d*  die  Atomenlehre  die  erste  Voraus- 
setsQDg  aller  Nfttttrwissenschaftea,  die  Annahme  einer  bewegliehen  Materie 
mit  bewegender  Kraft,  illnsorisch  macht.  Die  w^esentlichen  Eigenschaf- 
ten der  wahrnehmbaren  Materie,  worauf  die  mechanische  Natarwissen- 
Schaft  sich  gründet,  können  nicht  als  Eigenschaften  der  Atome  gedacht 
werden,  yielmehr  steht  der  Begriff  der  Materie,  der  ans  dem  Stndinm  ihrer 
Erscheinungen  durch  die  Naturwissenschaften  selbst  gewonnen  ist,  mit  der 
atomistischen  Auffassung  derselben  in  einem  unaufhebbaren  Widerspruch. 
Werden  die  Orundeigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  auf  die  Atome 
Übertragen,  so  kann  mann  sie  nicht  mehr  als  Atome  denken,  und  denkt 
man  sie  so,  alsdann  kann  man  die  Qrnndeigenschaften  der  wahrnembaren 
Materie  nicht  auf  die  Atome  tibertragen.  Die  Atomistik  ist  eine  Meta* 
physik,  die  weder  ans  der  Erfahrung  inducirbar  ist,  noch  mit  der  aus  ihr 
gewonnenen  Erkenntniss  ttbereinstimmt  Nimmt  man  aber  die  Atomistik, 
wie  das  vielfach  geschieht,  nur  als  Versinnliehungsmittel  und  nur  als  me- 
thodisches Hilfsmittel,  und  also  nicht  als  Metaphysik ,  so  kann  sie  noch 
nicht  als  Fundament  einer  Weltanschauung  gelten. 

Alle  wahrnehmbare  Materie  ist  ausgedehnt,  womit  aber  nicht  gesagt 
ist,  dass  nun  auch  die  Ausdehnung  das  primäre  und  constitutive  Wesen 
der  Materie  ist.  Obwohl  alle  Materie  ausgedehnt  ist,  bildet  doch  die  Aus* 
dehnung  nur  das  secundäre,  ihre  bewegenden  Kräfte  aber  das  primäre 
und  constitutive  Wesen  derselben.  Da  nun  die  Atome,  wie  wir  gezeigt 
haben,  weder  als  beweglieh,  noch  als  Subjecte  bewegender  Kräfte  gedacht 
werden  können,  so  bleibt  nur  fibrig,  in  der  Ausdehnung  resp.  in  der  Ge- 
stalt das  Wesen  der  Atome  anzunehmen.  Bio  werden  daher  als  absolute 
Minima  der  Ausdehnung  gedacht,  welche  in  ihnen  weder  grösser  noch 
kleiner  sein  kann ,  als  sie  ist.  Die  Atomistik  sucht  das  Einfache  in  der 
Ausdehnung,  weil  sie  die  Ausdehnung  nicht  als  das  secundäre,  sondern  als 
das  primäre  Wesen  des  Stoffes  ansusehen  genöthigt  ist,  worin  sie  gleich- 
falls mit  der  Auffassung  von  der  wahrnehmbaren  Materie  nicht  überein- 
stimmt, da  diese  das  Wesen  der  Materie  nicht  in  der  Ausdehnung,  sondern 
in  ihren  bewegenden  Kräften  findet  Es  würde  überall  nicht  nothwendig 
sein,  das  Einfache  in  der  Ausdehnung  zu  suchen ,  wenn  die  Materie  nicht 
ihr  Wesen  in  der  Ausdehnung,  sondern  in  ihren  bewegenden  Kräften  hat. 
Eine  solche  Auffassung  würde  jedoch  eine  dynamische,  aber  keine  atomis- 
tisehe  Naturansicht  geben.  Absolute  Minima  ier  Ausdehnung,  untheilbare 
Gestalten  anznnehmen,  widerstreitet  nicht  nur  allen  mathematischen  Be- 
griffen, sondern  auch  der  Thatsache  der  Theilbarkeit  der  wahrnehmbaren 
Materie,  weil  man  aus  dieser  Thatsache  nicht  schliessen  kann  auf  eine 
Auflöeung  aller  Materien  in  Atome  (absulate  Minima  der  Ausdehnung) 
und  leere  Zwischenräume  vor  aller  Theilnng,  da  dadurch  die  Eigen- 
schaft der  Theilbarkeit  an  der  wahrnehmbaren  Materie  illnsorisch  wird. 
Die  Verlegenheit,  worin  die  Atomistik  verfällt,  auch  die  Annahme  einer 
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nntheilbaren  Ausdehnung  oder  von  absoluten  Minima's  der  Aasdehnang 
würde  gewiss  eintreten ,  wenn  man  in  Uebereinstimmung  mit  der  Abschaf- 
fung von  der  wahrnehmbaren  Materie  das  Wesen  derselben,  wie  es  in  der 
dynamischen  Auffassung  geschieht,  nicht  in  der  Ausdehnung,  sondern  in 
ihren  bewegenden  Kräften  derselben  findet.  Auch  in  dieser  Beziehung 
zeigt  es  sich,  dass  die  Atomenlehre  mit  dem  Begriffe  der  wahrnehmbaren 
Materie  nicht  harmonirt. 

Wenn  die  vorliegende  Schrift  bloss  eine  naturwissenschaftliche  wäre, 
würde  es  nicht  nöthig  sein,  hier  ihr  Fundament,  die  korpusculare  Atomistik 
au  prüfen.  Da  sie  aber  eine  Weltanschauung  auf  diesem  Fundamente 
gründet,  schien  es  uns  nothwendig,  die  unsichere  Grundlage  derselben  her- 
vorzuheben. Wir  werden  uns  jetzt  mit  dem  Gebäude  selbst  beschäftigen, 
welches  auf  dieser  Grundlage  unsere  Schrift  errichtet  hat. 

Aus  der  Annahme  von  Atomen  lässt  sich  einigermassen  der  feste  Kör- 
perzustand begreiflich  machen,  weil  die  Atome  selbst  fest  und  starr  sind, 
obgleich  auch  hierbei  in  den  Atomen  schon  als  absolute  Eigenschaft  voraus- 
gesetzt wird,  was  erklärt  werden  soll.  Viel  schwieriger,  wenn  nicht  über- 
all unmöglich ,  ist  es  aus  Atomen ,  die  nicht  flüssig  sein  können ,  die  Mög- 
lichkeit, den  tropfbaren  und  elastisch  flüssigen  Körperzustand  herzuleiten. 
Da  die  Atome  selbst  nicht  flüssig  sein  können,  so  kann  der  flüssige  Körper- 
znstand jedenfalls  nur  ein  scheinbarer  sein,  der  in  der  Natur  selbst  nicht 
vorhanden  ist,  weil  alle  Materie,  d.  i.  alle  Atome  fest  sind.  Die  Horleitung 
der  verschiedenen  Körperzustände  geschieht  mit  Hülfe  der  leeren  Zwischen- 
räume aus  den  Gruppirungen  der  Atome.  Der  Grund  dieser  Verschieden- 
heiten ,  wie  kräftig  die  Atomistik  sich  auch  gestalten  mag ,  liegt  zuletzt 
doch  nicht  in  den  Atomen,  die  unveränderlich  sind ,  sondern  In  den  leeren 
Zwischenräumen,  welche  der  allein  Veränderliche  auch  der  atomistischen 
Auffassung  sind.  Die  moderne  Atomistik  hat  freilich  dadurch  eine  andere 
Gestalt  angenommen,  dass  sie  ausser  den  „Körperatomen**  noch  einen 
Aether  annimmt,  der  die  leeren  Zwischenräume  der  Körperatome  erfüllen 
soll.  Wie  das  aber  geschehen  kann,  ist  noch  nicht  nachgewiesen,  denn  wenn 
der  Aether  selbst  aus  Atomen  besteht,  so  kann  er  auch  nur  scheinbar  elas- 
tisch flüssig  sein ,  weil  die  Atome  fest  sind  und  hat  überdies  selbst  leere 
Zwischenräume.  Der  atomistisch  construirte  Aether  kann  seine  eigenen 
Zwischenräume ,  viel  weniger  aber  die  der  ponderablen  Materie  erfüllen. 
Aether-  und  Körperatome  können  wohl  neben  einander  in  einem  Baume 
sein,  aber  dies  Nebeneinandersein  der  verschiedenen  Atome  ist  keine  Er- 
füllung ihrer  leeren  Zwischenräume ,  welche  nicht  nur  in  der  ponderablen 
Materie,  auch  in  der  inponderablen  Materie,  wenn  sie  aus  Atomen  zusam- 
mengesetzt ist,  vorhanden  sind.  Die  Summe  der  Aetheratome  zwischen 
den  Körperatomen  kann  grösser  oder  kleiner  sein,  allein  eine  Erfüllung 
der  leeren  Räume  ergiebt  sich  daraus  nicht ,  sie  werden  dadurch  nur  klei- 
ner oder  grösser,  so  dass  zuletzt  doch  immer  der  eigentliche  Erkiärungs- 
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grund  für  die  verschiedenen  Körperzust&nde  in  den  verschiedenen  leeren 
Zwischenränmen  derselben  liegt,  welche  nach  der  Summe  der  in  ihnen  be- 
findlichen Aetheratome  wechseln.  Diese  Vorstellnngsart  ist  durch  die  An- 
nahme der  Aetheratome  zusammengesetzter,  als  die  der  alten  Atomistik, 
aber  im  Wesentlichen  keine  andere,  da  aneh  schon  die  alte  Atomistik  die 
verschiedenen  Körperznstände  aus  der  Veränderung  der  leeren  Zwischen- 
räume erklärte.  Die  Entfernung  und  Nähe ,  die  Stellting  und  Lagerung, 
das  verschiedene  Nebeneinandersein  der  verschiedenen  Atome  ist  keine 
Veränderung  der  Atome,  sondern  stets  nur  eine  Veränderung  des  leeren 
Raumes,  der  der  allein  Veränderliche  ist.  Nur  die  geometrischen  Verhält- 
nisse, d.  i.  die  leeren  Räume,  nicht  aber  die  Atome,  können  sich  verändern, 
wenn  überall  eine  Veränderung  bei  Atomen  möglich  ist. 

Bisher,  meint  nun  der  Verfasser,  habe  die  Atomistik  die  verschiedenen 
Körperzustände  und  namentlich  der  tropfbarflüssigen  nicht  begreiflich 
machen  können.  Er  glaubt  aber,  es  sei  dies  möglich,  wenn  man  annehme, 
dass  die  Körper-  und  Aetheratome  sich  gegenseitig  abstossen,  während 
man  bisher  ihnen  eine  gegenseitige  Anziehung  zuschreibt  (8.  39,  40).  Der 
wesentliche  Unterschied  der  festen  und  tropfbaren  fltlssigen  Körper  be- 
stehe darin ,  dass  in  den  festen  Körpern  die  Körperatome  Schwingungen 
machen,  welche  mit  den  Wärmeschwingungen  des  eingehenden  Aethers 
entgegengesetzt  gerichtet  und  deshalb  von  kleiner  Weite  und  kleiner  le- 
bendiger Kraft  sind ;  dass  dagegen  in  den  (tropfbar)  fltlssigen  Körpern  die 
Körperatome  Schwingungen  machen,  welche  mit  denen  der  umgebenden 
Aetheratome  gleichgerichtet  und  deswegen  von  grosser  Weite  und  grosser 
lebendiger  Kraft  sind.  Die  Schwingungen  der  Aether-  und  Körperatome 
können  aber  nur  entgegengesetzt  sein,  ,,wenn  beide  kein  zusammenhängett- 
des  Ganze  von  gemeinsamer  Bewegung  bilden  und  also  nur  bei  der  An- 
nahme der  Abstossung  zwischen  Körper-  und  Aetheratomen^'  (S.  41).  Da- 
durch, meint  der  Verfasser,  sei  für  die  Annahme  der  Abstossung  statt  der 
Anziehung  zwischen  den  Aether-  und  Körperatomen  entschieden,  denn 
mit  der  Annahme  der  Anziehung  sei  der  atomistische  Unterschied  dieser 
Körperzustände  nicht  zu  gewinnen.  Bei  dem  InftfÖrmigen  Zustande  sollen 
beide  Vorstellungsarten,  sowohl  die  der  gleichen  als  der  entgegengesetz- 
ten, Schwingungsweisen  der  Aether-  und  der  Körperatome  zulässig  sein 
(S.  188).  Diese  Auffassung  von  dem  flüssigen  und  festen  Körperznstand 
hat  der  Verfasser  in  einem  eigenen  Abschnitte,  S.  105  — 180,  weiter  ausge- 
führt, namentlich  hinsichtlich  des  tropfbar  flüssigen  Zustandes,  und  seine 
Auffassung  durch  die  Entdeckung  von  R.  Brown,  dass  in  Flüssigkeiten 
schwimmende  kleine  von  belebten  oder  unbelebten  Körpern  herrührenden 
Theilchen  eine  selbstständige  zitternde  Bewegung  haben,  zu  bestätigen  ge- 
sucht, denn  diese  Bewegung  habe  allein  ihren  Grund  in  der  fortwährenden 
Verschiebung  der  Theilchen  der  Flüssigkeit  selbst,  da  bei  dem  eigenthüm- 
lichen  Schwingungszustande  der  Atome  in  den  flüssigen  Körpern  sich  be* 
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stündig  Lücken  bilden,  in  die  die  benachbarten  Flüssigkeitsmengen  hinein- 
stürzen  (S.  119).  Diese  Aaffassnng  des  Verfassers  ist  nun  freilich  viel 
complieirter  als  die,  welche  die  alte  Atomistik  von  dorn  Unterschiede  des 
festen  nnd  flüssigen  Zustandes  anfstellen,  kommt  aber  ealetzt  doch  wieder 
aaf  dasselbe  zurück,  da  der  Qrund  der  Verschiedenheit  des  festen  und 
flüssigen  Zustandes  zuletzt  doch  nur  in  den  verschiedenen  leeren  Zwischen- 
räumen besteht,  welche  in  dem  flüssigen  Körperzustande  grösser  als  in 
dem  festen  sind.  Denn  wenn  die  Körperatome  das  einemal  Schwingungen 
von  kleiner,  das  anderemal  von  grosser  Weite  machen ,  so  ist  dies  durch 
die  Verschiedenheiten  der  leeren  Zwischenräume  bedingt  und  uns  scheint 
daher  nicht,  dass  mehr  durch  diese  Erklärung  gewonnen  ist,  als  dasa  sie 
complieirter  ist  als  die,  welche  schon  die  alte  Atomistik  gegeben  hat. 

Die  leeren  Räume  werden  auch  hier  noch  neben  den  Atomen  und 
ihren  Bewegungen  als  ein  realer  Erklärungsgrund  der  Phänomene  ange- 
nommen, hierin  liegt  aber  der  Widerspruch  in  dem  Begriffe  des  leeren 
Raumes.  Der  Verfasser  sagt  freilich  (S.  682) ,  der  leere  Raum  sei  selbst 
kein  Wesen  und  keine  Eigenschaft  eines  Wesens,  weil  er  nicht  wirke ,  er 
selbst  aber  definirt  auf  derselben  Seite,  wo  er  diese  Erklärung  giefot  und 
auf  den  folgenden  den  leeren  Raum  trotzdem  als  eine  Ursache ,  wenn  die 
Atomistik  von  jeher,  weil  sie  nicht  anders  kann ,  den  leeren  Räumen  wir- 
kende Kraft  und  Ursächlichkeit  zugeschrieben  bat,  denn  die  leeren  Räume 
sind  die  Ursachen  von  der  getrennten  Existenz,  von  der  Beweglichkeit 
der  Atome  und.  ihrer  verschiedenen  Gruppirnngen  in  den  wahrnehmbaren 
Körpern.  Wie  der  leere  Raum  aber,  der  selbst  nichts  ist,  etwas  bewirken, 
oder  die  reale  Bedingung  von  Etwas  sein  kann,  wodurch  er  ein  Mittleres 
sein  würde  zwischen  dem  Nichts  und  dem  Etwas,  hat  noch  keine  Atomistik 
zu  erklären  vermocht,  weshalb  sie  auch  es  stets  vermieden  hat,  auf  diese 
Frage  einzugehen,  denn  Schweigen  ist  hier  besser  als  Reden.  Jede  Unter- 
suchung darüber  würde  zeigen,  dass  die  Annahme  der  Realität  leerer 
Räume  eine  Absurdität  ist.  Die  Atomistik  aber  scheint  an  diese  Realität 
zu  glauben,  weil  ihre  Annahme  absurd  ist. 

Aus  den  verschiedenen  Oruppirnngen  sollen  nach  atomistischer  Vor- 
stellungsweise die  verschiedenen  mechanischen,  chemischen,  organischen 
und,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist,  geistigen  Körperzustände  und  Ver- 
änderungen sich  ergeben.  Von  diesen  verschiedenen  Körperznständen, 
welche  ans  den  Aggregationen  der  Atome  hervorgehen  sollen ,  werden  nur 
hier  aus  des  Verfassers  Auffassung  von  der  ,4^örperlichkeit  des  Geistes^*, 
welche  in  dem  dritten  Buche  seiner  Schrift,  S.  718  u.  f.,  enthalten  ist,  er- 
wähnt. Diese  Auffassung  von  der  Körperlichkeit  des  Geistos  ist  eine 
Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen  korpuscularen  Atomistik, 
denn  was  der  Verfasser  ausserdem  dafür  anführt,  enthält  keinen  Beweis 
der  Körperlichkeit  des  Geistes,  sondern  nur  eine  Wiederholung  der  Be- 
hauptung die  Körperlichkeit  des  Geistes  soll  daraus  folgen ,  dass  das  6e- 


Literaturzeitang.  37 


hirn  der  Site  des  Geistes  nnd,  wie  die  Phrenologie  annimmt  oder  bewiesen 
haben  soll,  „dass  jedes  Grundvermögen  des  Geistes  seinen  Sitz  in  einem 
bestimmten  Theile  des  Gehirnes  hat,  dass  sich  der  Geist  im  Gänsen  nnd 
in  seinen  einzelnen  Vermögen  in  gleichem  Sehritte  mit  dem  Gehirn  und 
seinen  einzelnen  Sitzen  in  demselben  entwickelt  nnd  endlich,  dass  Krank- 
heiten des  Gehirnes  nnd  seiner  einzelnen  Theile  Krankheiten  des  Geistes 
nnd  seiner  entsprechenden  Vermögen  isnr  Folge  haben*'  (8.  710).  Allein 
ans  allen  diesen  Sfttzen  folgt  über  die  angebliche  Körperlichkeit  des  Geistes 
gar  nichts,  da  aus  dem  Orte,  wo  etwas  ist,  nichts  folgt  über  das  Wesen 
desselben.  Aus  der  Localisirnng  des  Geistes  im  Gehirn  folgt  nichts  fiber 
das  Wesen  desselben.  Wenn  der  Verfasser  nun  ausserdem  noch  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Thfttigkeiten  des  Geistes  nnd  der  Nerven  hervor- 
hebt und  versichert,  „dass  die  Bewegungen  des  Geistes  nach  ganz  mecha- 
nischen Gesetzen,  dass  alle  geistigen  Vorgänge  nach  ganz  bestimmten, 
ausnahmslos  bedingenden  Gesetzen  der  Nothwendigkeit  vor  sieh  gehen,** 
so  folgt  auch  hieraus  nicht  die  Körperlichkeit  des  Gebtes,  sondern  es 
würde  daraus  nur  folgen,  einerseits  die  Abhüngigkeit  des  incorporirten 
Geistes  von  seinem  Körper  und  andererseits  die  gleiche  Gesetzmitesigkeit 
in  den  Erscheinungen  des  Geistes  wie  des  Körpers.  Des  Verfassers  Schlüsse, 
woraus  er  im  besonderen  die  Körperlichkeit  des  Geistes  folgt,  sind  offen- 
bare Fehlschlüsse.  Aus  den  gegebenen  Thatsachen  llfsst  sich  auf  die  Kör- 
perlichkeit des  Geistes  nicht  schltessen,  sie  beweisen  nur,  dass  wir  den  Geist 
nur  in  Verbindung  mit  seinem  Körper  kennen,  woraus  aber  gar  nicht  die 
Körperlichkeit  des  Geistes  folgt.  Sie  folgt  aber  von  selbst,  wenn  man 
einmal  angenommen  hat,  dass  das  allein  £zi8tirende  stoffliche  Atome  und 
ihm  Aggregate  sind.  Dann  folgt  allerdings,  „dass  der  Geist  nichts  Ande- 
res ist  als  eine  Thätigkeitsfahigkeit  einer  in  bestimmter  Weise  zusammen- 
gesetzten Stoffmeuge**  (8.  706).  Diese  Auffassung  stammt  aber  aus  keiner 
Induction,  sondern  ist  eine  blosse  Consequenz  der  Metaphysik.  Wenn  die 
Körperlichkeit  des  Geistes  keine  blosse  Folge  der  Metaphysik  sein  soll,  so 
müssen  ganz  andere  Beweise  geführt  werden,  als  der  Materialismus  liefert« 
Der  Verfasser  scheint  ausserdem,  da  er  die  angeführte  Definition  am 
Schlosse  seiner  materialistischen  Erklärung  der  geistigen  Thfttigkeiten  auf- 
gestellt, zu  meinen,  dass  sie  dadurch  auch  bewiesen  sei,  während  sie  doch 
bei  der  materialistischen  Erklärung  schon  als  gültig  vorausgesetzt  wird. 
So  wenig  di&  Anwendung  der  atomistischen  Erklärungsart  ein  Beweis  ist 
für  die  Gültigkeit  der  Grundbegriffe  der  Atomenlehre,  ebensowenig  ist  die 
Anwendung  der  materialistischen  Erklärungsart  ein  Beweis  für  die  Körper* 
lichkcit  des  Geistes. 

„Die  Erklärung  der  Geistesvorgänge  aus  der  Anschauung  der  Körper- 
lichkeit des  Geistes",  welche  unsere  Schrift,  S.  724  u.  f.,  giebt,  besteht  in 
der  „Annahme**,  dass  „ein  Gedanke  ein  gewisser Bewegnngssustand  des 
Gehirns**,  „ein  Sinneseindrnck ,  eine  chemische  Zersetzung  im  Gebim**, 
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„alle  Gedanken  chemische  ZersetznugsvorgHoge  im  Gehirn'^  seien.  Allein 
angenommen,  dies  wäre  statt  Analogie  Erklärung,  ao  wäre  sie  nur  so  weit 
verkehrt,  als  man  glaubt,  dass  sie  Erklärungen  sind.  Denn  in  der  Tfaat 
sind  sie  dies  nicht,  weil  ein  Beweguugszustand  nicht  die  Wahrnehmung 
derselben,  eine  chemische  Zersetzung  nicht  die  Empfindung  derselben,  ein 
Verbrennungsprozess  oder  ein  „Glühen**  des  Gehirnes  nicht  die  Vorstel- 
lung derselben  ist.  Die  vom  Verfasser  gegebenen  Erklärungen  sind  an 
sich  völlig  uneclatant.  Mögen  immerhin  in  den  Nerven  und  im  Gehirn 
Bewegungszuatände,  chemische  Zersetzungen,  Verbrennuugsprocess,  elec- 
trische  Prozess,  ein  Glühen  und  andere  mechanische  und  chemische  Vor- 
gänge stattfinden,  zu  meinen  aber,  dass  aus  ihrer  einfachen  Gleichsetzung 
mit  geistigen  Thätigkeiten  damit  eine  Erklärung  der  geistigen  Thätigkei- 
ten  gegeben  sei,  beweist  nur,  dass  der  Materialismus  das  Problem  gar  nicht 
kennt,  dessen  Lösung  er  zu  besitzen  glaubt. 

Selbst  wenn  der  Geist  nichts  anderes  wäre  als  eine  besondere  Lebens- 
form des  lebendigen  Wesens,  oder,  wenn  man  will,  alsdie  Function  des  Ge- 
hirnes ,  so  würde  durch  die  materialistischen  Erklärungen  dieser  Functio- 
nen, welche  bloss  in  einer  Verwechselung  geistiger  Thätigkeiten  und 
körperlicher  Vorgänge  bestehen,  nichts  geleistet  sein.  Wenn  die  Körper- 
lichkeit des  Geistes  und  wenn  die  geistigen  Thätigkeiten  als  körperliche 
Vorgänge  nachgewiesen  werden  sollen,  muss  man  andere  Beweise  führen  und 
andere  Erklärungen  geben  als  unsere  Schrift  enthält.  Um  den  Materialis- 
mus zu  widerlegen,  genügt  die  formale  Logik ,  man  braucht  nur  die  Form 
seiner  Schlüsse  und  Begrifiserklärungen  zu  prüfen,  und  ist  ein  weiteres 
Eingehen  auf  die  Erscheinungen  und  das  Wesen  des  Geistes  nicht  noth- 
wendig.  Die  materialistischen  Erklärungen  spielen  aber  auch  bei  dem 
Verfasser  nur  im  Anfange  seiner  Untersuchungen  über  das  Wesen  des 
Geistes  eine  Bolle  und  hören  nachher,  wo  er  weiter  in  die  besonderen 
Phänomene  eingeht,  von  selbst  auf,  ebenso  wie  er  uns  im  Anfange  seines 
zweiten  Buches  Phrenologe  ist  und  später,  abgesehen  von  dieser  Hypothese, 
die  geistige  Welt  betrachtet.  Ueberall  wo  er  von  seinen  Hypothesen  ab- 
sieht und  sie  nicht  mehr  beachtet,  sind  wir  seinen  Untersuchungen  der 
geistigen  Vorgänge  auch  mit  Interesse  gefolgt. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Körperlichkeit  des  Geistes  meint  erwiesen 
zu  haben,  stellt  er  den  ersten  Grundsatz  seiner  Lehre,  den  Satz  auf:  ,,e8 
giebt  kein  anderes  Wesen,  d.  h.  Dinge  mit  ihrem  ausschliesslich  zu- 
kommenden Sitze,  als  den  Stoff,  und  lehrt  nun  die  Entstehung  aller  Dinge 
aus  dem  Stoffe,  dessen  Ewigkeit  angenommen  wird,  weil  alle  wahrnehm- 
baren Veränderungen  nur  Formenänderungen  sind,  welche  den  Stoff  schon 
voraussetzen,  dessen  kleinste  Theile  sich  dabei  nicht  ändern  und  auch 
ihrer  Menge  nach  dieselben  bleiben.  Die  Entstehung  der  leblosen  Körper 
bloss  ans  dem  Stoffe  versteht  sich  von  selbst,  da  sie  nur  Stoff  sind,  beson- 
dere Schwierigkeiten  bietet  aber  die  erste  Entstehung  der  Pflanzen  und 
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Thiere.  Erfalirtingsmässig  entsteht  alles  Lebendige  nur  ans  dem  Leben- 
digen, omne  vtvum  ex  ovo^  ansserdein  giebt  es,  wie  der  Verfasser  gleich falls^ 
S.  218  a.  a.  a.  O.,  einräumt,  erfahrungsmässig  keine  Verwandlung  unorga- 
nischer Materie  fn  organische,  ohne  dass  schon  organische  vorhanden  wäre, 
wie  auch  jede  Zellenbildang  schon  Zellen  yoraussetzt.  Was  berechtigt 
nns  nun  der  Erfahrung  entgegen  doch  anzunehmen,  dass  das  Lebendige 
anch  aus  dem  Leblosen ,  organische  Materie  aus  der  unorganischen  ohne 
vorhergehende  Organisation,  Zellenbildung  ohne  Grundlage  anderer  Zellen 
entstehen,  zu  behaupten?  Dies  aber  sollen  wir  annehmen  müssen,  weil  es 
eine  Zeit  gab,  den  feurig-flüssigen  Zustand  der  Erde,  in  welcher  Keime 
oder  Zellen  nicht  bestehen  konnten,  weshalb  also  eine  Vorbildung  der 
Zellen  unerlässig  gewesen  sei.  Da  nun  yor  der  ersten  Entstehung  der 
Zellen  und  des  Lebendigen  nur  das  Leblose,  der  Stoff,  die  Atome  existi- 
ren,  so  müssen  sie  hieraus,  und  zwar  „unter  ganz  besonderen  Umständen*^, 
die  nns  aber  ),ganz  unbekannt^*  sind,  entstanden  sein.  Wir  kennen  nicht 
die  erste  Entstehung  der  Zellen  und  ihre  Bedingungen,  schliesseu  aber 
doch  aus  unserem  Nichtwissen ,  dass  sie  „unter  ganz  besonderen ,  jedoch 
unbekannten  Umständen^'  mit  dem  blossen  Stoffe,  dem  ewigen  materiellen 
Atome  und  ihren  Kräften  sich  gebildet  haben ,  obgleich  dieselben  Kräfte 
gegenwärtig  nicht  mehr  leisten,  was  sie  sonst  vermocht  haben  sollen.  Die 
alte  Logik  lehrte  den  Grundsatz,  dass  die  Consequenz  sich  erstrecke  von 
dem  Wissen  auf  das  Sein,  nicht  aber  von  dem  Nichtwissen  auf  das  Nicht- 
sein. Die  Logik  des  Verfassers  aber  scheint  den  Grundsatz  zu  haben, 
dass  aus  unserer  Unwissenheit  die  sichersten  Schlüsse  auf  das  Sein  und 
Geschehen  folgen.  Die  Annahme  der  Entstehung  aller  Dinge  aus  dem 
ewigen  Stoffe  und  seinen  immanenten  Kräften  ist  unstreitig  eine  nothwen- 
dige  Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen  Metaphysik  der  kor- 
puscularen  Atomenlehre  des  Verfassers,  welche  aber  weder  mit  den  That- 
sAchen  der  Erfahrung  und  ihrer  immanenten  Erkenntniss  übereinstimmt 
noch  eine  Erklärung  derselben  giebt.  Gesetzt  aber  auch,  die  Annahme 
des  Verfassers  wäre  begründet,  so  würde  sie  dennoch  mit  den  Grandsätzen 
seiner  Metaphysik  im  Widerspruch  sein.  Denn  die  „Evolution^*  des  Le- 
bendigen aus  dem  Leblosen,  des  Geistes  aus  dem  Geistlosen,  beruht  auf 
dem  Grundsatze,  dass  die  Ursache  der  Entstehung  nicht  ist,  was  sie  her- 
vorbrmgt;  die  mechanische  Erklärungsart  aber,  welche  unsere  Schrift  als 
die  allein  mögliche  will  gelten  lassen,  hat  den  Grundsatz,  dass  die  Ursache 
ist,  was  sie  wirkt.  Die  Weltanschauung  des  Materialismus,  welche  an- 
fänglich sich  auf  der  korpuscularen  Atomistik  und  der  mechanischen  Er- 
klärungsart gründet,  verlässt  daher  im  weiteren  Verlaufe  ihre  eigene  Me- 
taphysik und  gelangt  von  der  Atomenlehre  zur  „Evolutionslehre.*^  Mag 
immerhin  aus  der  ewigen  Materie  Alles  antstanden  sein ,  diese  Annahme 
ist  wenigstens  auf  der  Grundlage  der  korpuscularen  Atomistik  und  der  me- 
chanischen  Erklärungsart  nicht  durchführbar.     Der  Materialismus  endet 
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mit  einer  anderen  Metaphysik  ah  womit  er  anfängt.  Die  Annahme,  das« 
Alles  ans  der  Materie,  wenngleich  nicht  aus  der  ewigen  entsteht,  ist  so  er- 
schrecklich nicht,  wie  saghafte  Gemüther  meinen,  nicht  bloss  MaieriaUaten, 
sondern  anch  Männer  wie  b.  B.  Albertos  magnas  haben  dies  gelehrt.  Sie 
waren  aber  mit  den  Ornndsfitaen  and  Lehren  der  Log&  und  der  Meta- 
.  phjsik  bekannt  and  wassten  daher,  was  sie  lehrten,  während  unsere  Mata^ 
rialiBten  Wissenschaften  cnltiren,  deren  Stadium  sie  erst  betreiben  sollten. 

Wenn  ans  der  ewigen  Materie,  die  in  Atome  and  leere  Zwiachen- 
räame  aufgelöst  existirt,  Alles  werden  soll,  so  muss  es  indess  mehr  geben  als 
eine  ewige  Materie,  denn  zu  den  Atomen  mttssen  noch  erst  V erbindnngsfor- 
men  und  Bewegung  hinzukommen,  welche  durch  sie  selbst  nicfatgegeben 
sind,  und  es  fragt  sich  daher,  woher  die  Bewegung  und  die  Verbindungsfor- 
men der  Atome  stammen.  Bich  selbst  können  Atome,  wenn  sie  nicht 
geistige  Wesen  sind,  nicht  in  Bewegung  bringen,  denn  jeder  Atom  wirkt, 
wie  jeder  Körper,  nur  auf  einen  anderen,  aber  nicht  auf  sich  selbst;  durch 
die  Atome  kann  daher  die  Bewegung  nicht  hervorgebracht  werden;  in 
ihnen  kann  sich  ein  gegebenes  Quantum  der  Bewegung  nur  verschieden 
▼evthetlen,  wodurch  dasselbe  weder  vermindert  noch  vermehrt,  am  wenig- 
sten aber  hervorgebracht  wird.  Es  wird  daher,  soll  aus  der  ewigen  Materie 
Alles  enstanden  sein ,  nichts  anderes  noch  bleiben  als  daneben  dann  swei- 
tens  auch  nur  ewige  Bewegung  anzunehmen,  wodurch  aber  nur  die  That- 
Sache,  dass  die  Atome  einmal  in  Bewegung  sind ,  in  die  Ewigkeit  versetzt 
wird,  ohne  dass  man  doch  die  Quelle  der  Bewegung  erfährt,  die  jedenfalls 
ausser  den  Atomen  liegen  muss,  da  sie  nur  eine  verschiedene  Verthei- 
lung  eines  gegebenen  Quantums  von  Bewegung  bewirken,  dasselbe  aber 
nicht  hervorbringen  können.  Unerklärbar  bleibt  also  bei  der  Entstehung 
aller  Dinge  aus  der  Materie  jedenfalls  die  Bewegung.  Sie  als  eine  ewige 
angenommen,  kann  doch  nur  ein  Zufall  sein,  da  sich  überall  nicht  sagen 
lässt,  wie  sie  zu  den  Atomen,  welche  unbeweglich  sind,  hinzukommt. 

Ebenso  wenig  vermag  man  innerhalb  dieser  Weltanschauung  anza* 
geben,  woher  die  Verbindungsformen  der  Atome  stammen.  Als  eine  ur- 
sprüngliche Ordnung  lassen  sie  sich  nicht  denknn ,  denn  Atome  bilden  ffir 
sich  nur  eine  zusammenhangslose  (durch  das  Leere  getrennte)  Menge  oder 
ein  Chaos.  Wollte  man  den  Atomen  immanente  Verbindungsformen  als 
eine  ursprüngliche  Ordnung  annehmen,  so  würde  auch  in  der  ganzen  Natar 
ein  Plan,  ein  vernünftiger  Zusammenhang  und  ein  Zweck  sein,  da  das  eine 
das  andere  involvirt.  Allein  das  ursprüngliche  Chaos  der  Atome  schliesst 
dies  von  selbst  aus,  weshalb  auch  die  consequente  Atomistik  alle  und  jede 
Teleologie,  wie  es  auch  unsere  Schrift  thut,  verwirft  (S.  706  u.  a.  a.  O.). 
Der  Grund  der  Verwerfung  von  allen  Naturzwecken  liegt  aber  in  der  An- 
nahme von  Atomen  (oder  vielmehr  in  der  Annahme  der  Realität)  des  lee- 
ren Raumes,  weshalb  die  Atome  eine  ursprüngliche  zusammenhangslose 
Vielheit  des  Sein  oder  Nichsein  sind.     Leere  Räume  und  Teleologie  ver- 
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tragen  sich  allerdings  nieht,  sondern  schliessen  einander  ans,  weil  Atomen 
alle  Yerbindungsformen  zufällig  sind.  Die  Verwerfung  der  Teleologie  ge- 
schieht nicht  auf  Grnnd  der  Erfahrung  und  der  Erkenutniss  gegebener 
Tbatsachen,  sondern  nur  in  Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen  - 
metaphysischen  Lehren.  Nun  aber  muss  es  doch,  wenn  aus  Atomen  der 
ewigen  Materie  etwas  werden  soll,  Aggregationsformen  derselben  geben, 
und  es  fragt  sich  dann,  woher  sie  stammen,  da  sie  in  den  Atomen  selbst 
keinen  Grund  haben.  Man  nimmt  sie  nur  aber,  wie  die  Bewegung,  nach 
dem  jedesmaligen  Bedürfnisse  der  Erklärung,  welche  gegeben  werden  soll, 
aus  der  der  Erfahrung  willkürlich  von  Aussen  zu  den  Atomen  hinzu,  wes- 
halb auch  alle  Verbindungsformen,  wie  die  Bewegung,  nur  ein  Zufall  sind. 
Man  kann  auch  diesen  Zufall  wie  die  Bewegung  verewigen,  indem  man 
die  einmal  empirisch  gegebenen  Formen  als  ewig  annimmt,  erreicht  da- 
durch aber  nichts ,  weil  doch  der  Zufall  in  Beziehung  auf  Bewegung  und 
Verbindungsformen  der  letzte  Erklärungsgrund  von  allem  Geschehen 
bleibt.  Der  Glaube  aber  an  den  Zufall  als  letzten  Erklärungsgrund  ist  der 
Aberglaube  der  Atomistik.  Unsere  Schrift  giebt  aber  über  diese  Punkte 
der  Grundlage  ihrer  Weltanschauung  gar  keine  Auskunft ,  indem  sie  nur 
das  übliche  Verfahren  der  Atomistik,  Bewegung  und  Verbindungsformen 
der  Atome,  aus  der  Erfahrung  nach  den  Bedürfnissen  der  zu  gebenden  Er- 
klärungen hinzunimmt,  ohne  das  Verfahren  selbst  und  seine  metaphysischen 
Bedingungen  zu  rechtfertigen.  Die  Atomistik  ist  eine  sehr  plausible  Lehre, 
so  lange  man  sie  als  ein  blosses  Dogma  ansieht,  welches  durch  seine  An- 
nahme gewiss  und  begründet  ist.  Betrachtet  man  sie  aber  nicht,  wie  un- 
sere Schrift,  bloss  als  die  Glaubenslehre  der  Naturwissenschaften ,  sondern 
als  eine  blosse  Hypothese  derselben,  die  noch  erst  eine  Begründung  er- 
heischt, so  wird  man,  wenn  man  sich  mit  einer  solchen  zu  thun  macht, 
bald  finden ,  dass  ihre  fundamentalen  Sätze  und  Begriffe  nicht  nur  unge- 
wiss und  grundlos,  sondern  auch  sehr  unzureichend  für  die  Erklärung  der 
gegebenen  Phänomene  sind.  Die  gegenwärtige  Atomenlehre  in  den  Na- 
turwissenschaften ist  allerdings  namentlich  durch  die  Annahme  der  Aether- 
atome  viel  complicirter  als  die  alte  Atomistik;  in  den  Grundbegriffen  aber 
völlig  mit  ihr  einstimmig,  und  ebenso  wenig  zu  rechtfertigen  als  diese, 
wenn  sie  auch  durch  ihre  weit  künstlichere  Gestalt  ihre  Schwächen  mehr 
SU  verhüllen  weiss  als  die  antike  Atomistik. 

Auf  die  Lehren  der  Geistesphilosophie,  welche  in  dein  zweiten  und 
zum  Theil  auch  in  dem  dritten  Buche  unserer  Schrift  dargestellt  sind, 
können  wir  hier  nicht  ausführlich  eingehen  und  müssen  wir  uns  daher  auf 
einige  Bemerkungen  beschränken.  Die  ethischen  oder  die  praktischen 
Wissenschaften  von  dem  Ethos  selbst,  dem  Hechte  und  dem  Staate,  und 
der  schönen  Kunst  gründet  der  Verfasser  auf  dem  Satze,  dass  das  Grund- 
ziel jeder  menschlichen  Handlung  „eigenes  Wohlgefühl''  ist.  Für 
den  Menschen  soll  es  keine  andere  Triebfeder,  keinen  anderen  Beweg- 
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grnnd,  kein  anderes  letztes  Ziel,  als  das  Erreichen  des  eigenen  Wollige- 
fühles  geben,  wonach  nlle  Menschen,  gute  and  böse,  wirklich  streben 
(S.  323,  324  n.  a.  a.  0.).  Denn  auch  die  sittlich  höchsten  Triebfedern 
seien  gleichartig  mit  allen  anderen  menschlichen  Triebfedern,  da  alle  auf 
das  eigene  Wohl  des  Handelnden  gehen.  Wer  das  Gute,  weil  er  gut  ist, 
thut,  soll  es  nur  zur  Befriedigung  seiner  Gewissenhaftigkeit,  und  wer  es 
thut ,  weil  es  Gottes  Wille  ist ,  soll  es  nur  zur  Befriedigung  seines  Ehr- 
furchtssinnes ,  wodurch  er  ein  eigenes  Wohlgefühl  empfinde,  thun  (8.  319 
bis  322).  Auch  das  Wohlwollen  gegen  Andere  geschehe  wegen  des  eige- 
neu  Wohlgefühles ,  welches  dadurch  erreicht  wird  (S.  317).  Indess  sagt 
doch  Niemand,  dass  der  aeine  Kinder  liebt,  der  es  thut  wegen  des  eigenen 
Wohlgefühles,  welches  ihm  diese  Liebe  bereitet.  Jedes  Grundvermögen 
des  Geistes,  deren  der  Verfasser  nach  der  Phrenologie  35  annimmt,  hat 
aber  sein  eigenes  Wohlgefühl,  weshalb  es  auch  einseitig  sei,  nur  den  sinn- 
lichen Genuss,  das  Wohigefühl  der  niederen  Geistesvermögen  als  das 
alleinige  wirkliche  Ziel  menschlicher  Handlungen  aufzufassen  (8.  326),  da 
vielmehr  die  Befriedigung  aller  Triebe  oder  Grundvermögen  des  Geistes, 
woraus  eigenes  Wohigefühl  entspringt^  das  wirkliche  Grundziel  mensch- 
liehen  Lebens  sei. 

Dieser  egoistische  Eudämonismus  ist  nun  aber,  wie  auch  die  fernere 
Darstellung  des  Verfassers  zeigt,  doch  eine  nicht  durchführbare  Lehre,  da 
er  durch  die  Erfahrung,  „dass  einerseits  augenblickliche  Genüsse  durch 
künftiges  Unglück  derselben  Person  aufgehoben,  ja  weit  tiberwogen  wer- 
den können,  und  dass  andererseits  eine  Handlung,  welche  ein  W^ohlgeföhl 
des  Handelnden  erregt,  zugleich  ebenso  viel  oder  noch  mehr  Schmerz  An- 
derer mit  sich  führen  kann''  (S.  424),  sich  genöthigt  sieht,  statt  des  ange- 
gebenen Grundzieles  aller  menschlichen  Handlungen,  sich  zu  begnügen 
„mit  einer  möglichst  grossen  Menge  von  Glück"  oder  eigenen  Wohlgefühles 
des  Handelnden  und  daher  zugleich  „eine  Mässignng  jedes  Einzelnen  in 
solchen  sinnlichen  und  geistigen  Genüssen,  welche  ausserdem  Unglück 
(Schmerz)  erzeugen^^,  fordern  niuss.  Aus  dem  positiven  Gi'undziele 
menschlichen  Strebens,  eigenes  Wohigefühl  des  Handelnden,  wird  hier- 
durch ein  negatives:  Vermeidung  des  Schmerzes,  der  Unlust,  des  Un- 
glückes ;  denn  es  giebt  in  der  That  kein  eigenes  Wohlgefühl ,  keinen  Ge- 
nuss durch  die  Dauer  des  Lebens,  sondern  nur  ein  Wechsel  von  Freud  und 
Leid,  von  Wohl  und  Uebel.  Nur  der  Eudämonismus  des  Aristippos  ij^t 
consequent,  wenn  er  den  augenblicklichen  Genuss  als  das  alleinige  höchste 
Gut  annimmt,  wodurch  aber  zugleich  die  Einheit  des  Lebens,  welches  in 
seine  einzelnen  Momente  zerfällt,  aufgehoben  wird.  Hält  man  aber  die 
Einheit  des  Lebens  fest,  so  verwandelt  sich  auch  das  positive  Ziel,  eigenes 
Wohlgefühl,  in  ein  negatives:  Verminderung  der  Unlust,  des  Schmerzes. 
Die  möglichst  grosse  Menge  von  Glück  ist  nichts  Positives,  sondern  nvr 
etwas   Negatives,    oder   wie   eine    Summe   von    negativen    und   positiven 
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Grössen,  wobei  das  Endergebniss  zweifelhaft  ist«  Der  egoistische  Eadä- 
monismus  ist  also,  bloss  logisch  angesehen,  gar  kei^e  durchführbare  Lehre. 
Das  Naturgeseta :  alle  lebendigen  Wesen  sncbeu  die  Lust  and  fliehen  den 
Schmera^  bestreitet  Niemand.  Zu  meinen  aber,  dass  dieses  Naturgeseta 
der  Qrundsats  der  ethischen  Wissenschaften  sei,  ist  der  Wahn  des  egoisti- 
schen Eudämontsmus,  der  durch  seine  Darstellung  sich  selbst  widerlegt. 
Die  weitere  Anwendung,  welche  unsere  Schrift  von  jenem  Naturgesetz  in 
der  Sitten-,  Kecht«-  uud  Staatslehre,  wie  in  der  Aesthetik  macht,  wollten 
wir  sie  hier  weiter  verfolgen,  würde  nur  im  Einzelnen  eine  Bestätigung 
unserer  Behauptung  liefern. 

Wir  betrachten  zuletst  noch  die  Ansicht  des  Verfassers  über  die  Ent- 
stehung und  die  Realität  der  Gedanken,  denn  die  letzte  Rechtfertigung 
einer  Weltanschauung  liegt  in  ihrer  Erkenntuisstheorie ,  worüber  unsere 
Schrift  Folgendes  enthält.  Die  sinnlichen  Vorstellungen  werden  durch 
Einwirkungen  auf  die  Sinne  unmittelbar  in  uns  hervorgebracht,  die  nicht- 
sinnlichen aber  sind  von  den  sinnlichen  Vorstellungen  abgezogene  Begriffe 
(S.  3S4  u.  f,  S.  792).  Diese  Bildung  der  Gedanken  geschieht  nach  dem 
Gesetze  „der  Gedankenfolge*^  d.  h.  nach  dem  Gesetze  der  Association  der 
Vorstellungen  (S.  ^25).  Hiernach  behauptet  nun  der  Verfasser  S.  362: 
„alle  sinnlichen  Vorstellungen  und  somit  alle  Gedanken  werden  entwjeder 
durch  Einwirkungen  der  Sinne  oder  nach  dem  Gesetze  der  Gedanken  folge, 
sonst  aber  auf  keine  Weise  hervorgebracht^^  In  dem  dritten  Buche  will 
der  Verfasser  ferner  nachgewiesen  haben  „die  Entstehung  des  Geistes *% 
indem  er  zeigt,  dass  die  Sinne  durch  die  ihnen  entsprechenden  Einwirkun- 
gen  von  Aussen,  d.  h.  durch  ihre  specifischen  Reise  „durch  berührende 
Körper,  durch  in  Flüssigkeiten  oder  in  Licht  aufgelöste  Körper,  durch 
Licht-  oder  Schallstrahlen**  (S.  780  u.  f.)  und  aus  den  Sinnen  alle  niederen 
und  höheren  Geistesvermögen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Einwirkun- 
gen, wobei  die  veranlassende  Erregung  zugleich  die  Stelle  einer  hervor- 
bringenden Ursache  vertritt,  entstehen.  Der  Geist  entsteht  also  mittelbar 
und  unmittelbar  aus  den  Sinnen,  woher  nicht  nur  der  Inhalt,  sondern  auch 
die  Form  alier  Vorstellungen  stammt,  da  auch  aUe  geistigen  Thätigkeiten 
nur  Umformungen  der  sinnlichen  sind.  Wir  wollen  diese  bekannten  Leh- 
ren des  Sensualismus,  welche  sich  ebenso  bei  Locke  und  Hume  und  am 
folgerichtigsten  bei  Gondillac  finden,  hier  selbst  nicht  weiter  prüfen,  müssen 
aber  doch  den  „Dogmatismus**,  mit  dem  sie  in  unserer  Schrift  sich  verge- 
sellschaftet haben ,  hervorheben.  Die  genannten  berühmten  Sensualisten 
der  Geschichte  der  Philosophie  unterscheiden  sich  von  dem  Verfasser  in 
dem  einen  Punkte,  dass  sie  zugleich  auch  die  Folgen  ihrer  Lehren  kannten, 
während  der  Verfasser  an  diese  gar  nicht  gedacht  hat,  da  er  sie  völlig 
übergeht.  Die  Folge  des  Sensualismus  ist  die  Aufhebung  der  Realität  der 
Erkenntniss,  wie  sie  bei  Locke,  mehr  noch  bei  Hume,  am  Entschiedensten 
aber  bei   Cordillas  hervortritt.      Der   Verfasser  nimmt  aber  das  gerade 
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Odgentheil  davon  an,  sein  Sensaalismus  ist  ganz  dogmatisch.  iEr  meint, 
die  UebereinstimmuDg  des  Denkens  mit  dem  Sinn  verstehe  sich  von  selbst 
(S.  792),  „weil  alle  GreistesverroGgen,  insbesondere  auch  das  Vergleich ungs- 
und  Schlussvermögen  ihre  Entstehung ,  die  Art  ihrer  Thätigkeit  und  ihren 
Inhalt  durch  Sinneseindrücke  aus  der  Wirklichkeit  enthalten*^  Allein 
wenn  hierauf  die  Uebereinstimmung  des  Gedankens  mit  der  Wirklichkeit 
beruhen  soll ,  so  wird  dadurch  zu  viel  bewiesen ,  weil  alsdann  gar  keine 
Differenz  unserer  Vorstellungen  mit  der  Wirklichkeit  möglich  sein  und  also 
jedes  Denken,  da  es  eine  nothwendige  Folge  des  aus  der  Wirklichkeit 
stammenden  Sinneseindruck  ist,  wahr  sein  würde.  Es  scheint  uns  daber, 
dass  der  Verfasser  besser  gethan  hätte,  wenn  er  seine  Vorgänger,  jene 
berühmten  Sensualisten ,  die  ganz  andere  Folgen  aus  der  Lehre  von  dem 
allein  sensualen  Ursprünge  unserer  Vorstellungen  und  Erkenntnisse  ge* 
zogen  haben ,  ein  Wenig  berücksichtigt  hätte.  Er  würde  dann  vielleicht, 
glücklicher  als  Hume,  nachgewiesen  haben  wie  bei  der  Lehre,  dass  „alle 
sinnlichen  Vorstellungen  und  also  alle  unsere  Gedanken  entweder  durch 
die  Einwirkung  der  Sinne  oder  nach  dem  Gesetze  der  Gedankenfolge, 
sonst  aber  auf  keine  Weise  hervorgebracht  wordenes  eine  objective  Er- 
kenntniss  von  dem  causalen  und  Substantiven  Zusammenhange  aller  Er- 
scheinungen, und  also  eine  Weltanschauung  von  der  Natur  der  Dinge  und 
ihrer  Entstehung  möglich  sei,  was  Hume  bekanntlich  nicht  einzusehen  ver- 
mochte, worin  wir  aber  bei  dem  berühmten  englischen  Kritiker  mehr  Folge- 
richtigkeit finden  müssen  als  wir  in  unserer  Schrift  antreffen,  deren  ge- 
sammte  Weltansicht  weit  die  Grenzen  eines  Sensualismus  überschreitet, 
der  gerade  gar  keine  Metaphysik  und  Naturwissenschaft  zulässt  Der 
Verfasser  aber  ignorirt  nicht  nur  die  deutsche  Philosophie  seit  Kant,  son- 
dern auch  die  Philosophie  vor  Kant,  deren  Lehren  er  doch  nur  wiederholt 
und  mit  unpassenden  Zusätzen  versieht.  Wir  vermögen  in  einer  Weltan- 
schauung, welche  in  der  Erneuerung  der  korpnscularen  Atomistik,  des 
egoistischen  Eudämonismus  und  eines  dogmatischen  Sensualismus  besteht, 
keinen  Fortschritt  in  der  Entwickelung  unserer  Philosophie,  sondern  nur 
eine  Reaction  dagegen  zu  erkennen. 
Kiel,  am  2.  October  186S. 

Friedrich  Harms. 


Lehrbuch  der  Expetimantalphyiik,  mit  theil weiser  Benutzung  von  Ja  min  's 
cours  de  physique  de  fecole  polytechnique^  bearbeitet  von  Dr.  Adolph 
WuLLNER,  Director  der  Provinzialgewerbschule  zu  Aachen.  Voll- 
ständig in  zwei  Bänden.  Jeder  Band  in  zwei  Abtheilungen.  Mit 
vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbild,  in  Holzschnitt.  Zweiten 
Bandes  erste  Abtheilung,  Wärmelehre.  Leipzig,  Druck  und  Ver- 
lag von  B.  G.  Teubner,  1863. 
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Wenn  man  dasjenige  Lehrbuch  mit  Recht  für  ein  gutes  hält,  welches 
auf  jede  Anfrage  genaue  Auskunft  giebt,  weil  es  seinen  Stoff  mit  wUn* 
schenswerther  Klarheit  behandelt  giebt  und  weil  es  Hinweise  für  das 
tiefere  Studium  enthält,  die  man  aus  seiner  Bearbeitung  leicht  erkennen 
kann,  so  verdient  das  gegenwärtige  in  vollem  Maasse  die  Anerkennung,  es 
für  ein  gutes  Lehrbuch  zu  empfehlen.  Die  gegenwärtig  besprochene  1. 
Abtheiinng  des  2.  Bandes  bebandelt  in  der  eingehendsten  Weise  die  Aus- 
dehnung durch  die  Wärme,  Veränderung  des  Aggregatsustandes  durch  die 
Wärme,  specifische  Wärme,  Fortpflanzung  der  Wärme  und  die  Quellen 
der  Wärme.  Mit  Vergnügen  bemerkt  man  bei  der  Duchlesung  des  Buches 
sogleich  überall  die  klaren  Begriffe  und  Definitionen  derselben,  die  man 
vergeblich  in  unseren  gangbaren  Lehrbüchern  der  Physik ,  etwa  a.  B.  von 
Wärmeleitungsfähigkeit  sucht,  obwohl  dieselbe  gewöhnlich  in  Zahlen  an- 
gegebeu  zu  werden  pflegt.  Da  bei  jeder  Frage  die  verschiedenen  Be- 
handlungen derselben  nach  der  Zeitfolge  geordnet  beschrieben  und  mit 
Citaten  hinlänglich  unterstützt  sind ,  so  muss  man  auch  den  vorstehenden 
Theil  des  besprochenen  Lehrbuches  für  einen  der  anregendsten  beim  Stu* 
dium  und  deswegen  sehr  empfehlenswerthen  halten.  Dem  Inhalte  schliesst 
sich  würdig  die  vortreffliche  äussere  Ausstattung  auch  dieser  Abtheilung 
als  etwas  lobend  Hervorzuhebendes  an.  Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

Pasiages  relativi  k  des  sominatioxis  de  B^ries  de  cubes  extraifs  de  manu- 
scriis  arabes  inedits  et  traduits  par  M.  F.  Woepcke.  Rome  18^. 
37  S.  4«. 
Die  kleine  Brochüre,  auf  welche  ich  hiermit  die  Aafhierksarakeit  des 
lesenden  Publikams  lenken  möchte,  ist  ein  Separatabdruck  eines  im  5*** 
Bande  der  Tortolinischen  Annalen  erschienenen  Aufsatzes.  Der  Verfasser, 
dessen  umfassende  Kenntniss  der  arabischen  Sprache  und  Literatur  sich 
bei  jeder  Gelegenheit  neu  bewährt,  und  ihm  gestattet,  Fundgruben  zu 
durchforschen,  welche  den  meisten  mathematischen  Historikern  verschlossen 
sind,  hat  auch  hier  wieder  Bruchstücke  aus  Manuscripten  der  pariser  Bi- 
bliothek veröffentlicht,  welche  es  ausser  Zweifel  setzen,  dass  die  Araber 
spätestens  um  das  Jahr  1200  mit  der  Summationsformel  für  die  Keihe 
1'  +  2*  +  3'  +  ....  +  n*  bekannt  waren.  Die  Handschriften ,  aus  welchen 
die  Beweisstellen  entnommen  sind,  sind  zwar  sehr  neuen  Ursprunges  (ihre 
Tollendung  reicht  bis  zu  den  Jahren  1731  und  1814  herab),  nichtsdesto- 
weniger darf  man  ihnen  unbedingtes  Zutrauen  schenken,  indem  sie  Com* 
mentare  zu  den  Schriften  des  Ihn  Albannä  von  Marokko,  eines  Mathema- 
tikers des  S.  XIII  enthfdten^  in  welchen  die  betreffenden  Stellen  des  comraen- 
tirten  Schriftstellers  in  übereinstimmendem  Worlaute  angeführt  werden. 
Die  Verfasser  der  Commentare  selbst  sind  zum  Theil  unbekannt.  Einer 
ist  jedoch  der  auch  als  Originalschriftsteller  geschätzte  spanische  Araber 
Alkala^Adt,  welcher  1486  starb.  Wenn  ich  oben  sagte,  die  Summationsformel 
der  Cubikzahlen  sei  spätestens  um  1200  bekannt  gewesen,  so  gründet  sich 
diese  Einschränkung  wesentlich  auf  den  letzten  Auszug,  welchen  Herr 
Woepcke  veröffentlicht  (S.  34 — 30).  Auch  dieser  enthält  die  betreffende 
Summe  und  ist  einer  Schrift  des  Abod  Beqr  Mohammed  Ben  Alha^an  AI« 
qarkht  entnommen ,  welche  dem  Vizir  Fakhr  Almoulq  gewidmet  ist  Da 
dieser  aber  den  3.  September  1016  starb,  so  mnss  die  Schrift  etwa  200  Jahre 
älter  sein,  als  die  des  Ihn  Albannft.  Freilich  ist  dabei  die  vollständige 
Authenticität  der  benutzten  Handschrift  voraosgesetst,  welche  nach  Hrn. 
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Woepcke's  Aussage  jetzt  selbst  fünf  bis  sechshundert  Jahre  alt  sein  mag, 
also  eine  Copie  sein  muss.  Cantor. 


Das  Horizontal -Dynamometer  und  seine  Anwendung  auf  die  Mechanik, 

nebst  Ableitung  eines  neuen  Principes  für  den  Ausfluss  tropfbarer 
und  luftförmiger  Flüssigkeiten  von  Th.  Schönemann,  Professor, 
Für  Physiker,  Mathematiker,  Artilleristen,  Mechaniker  etc.  mit 
5  Tafeln  in  Steindruck  und  1  Holzstich.  Berlin,  Otto  Müller's 
Verlag,  1864. 

Das  in  dem  vorgenannten  Buche  beschriebene  Instrument  bildet  eine 
vortreffliche  Bereicherung  der  zur  Ausführung  experimenteller  Untersuch- 
ungen auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  bekannten  Hülfsmittel;  es  ist  das- 
selbe für  horizontal  gerichtete  Kräfte,  was  die  Waage  in  ihren  verschie- 
denen Formen  für  vertikale  Kräfte  ist  und  wie  bei  dieser  sind  die  Fälle 
der  Anwendbarkeit  sehr  zahlreich.  Das  Horizontaldjnamometer  ist  in 
seiner  Zusammensetzung  der  Brückenwaage  verwandt;  wie  bei  dieser  eine 
horizontale  Belastungstafel  (die  Brücke)  durch  Hebel  und  Stangen  so  mit 
einem  Waagebalken  verbunden  ist,  dass  sie  eine  Beweglichkeit  nur  in  ver- 
tikaler Kichtung  besitzt,  so  besteht  bei  dem  neuen  Instrumente  eine  ähn- 
liche Verbindung  zwischen  Waagebalken  und  der  in  horizontaler  Ebene 
verschiebbaren  Belastnngstafel.  Diese  Tafel  stützt  sich  am  einen  Ende 
durch  Schneiden  und  Kreuzgehänge  auf  einen  vertikalen  Träger,  der  am 
unteren  Ende  um  eine  horizontale  Schneidenaxe  beweglich  ist  und  hängt 
am  entgegengesetzten  Ende  an  dem  vertikalen  Hängebrett,  welches 
ebenso  um  eine  obere  horizontale  durch  zwei  in  Pfannen  ruhende  Schnei- 
den gebildete  Axe  frei  schwingen  kann;  mit  diesem  Hängebrett  ist  ein 
gleichnamiger  Waagebalken  mit  Zeiger  fest  verbunden.  Jede  auf  die  Be-' 
lastungstafel  wirkende  Kraft  zerlegt  sich  in  eine  horizontale  und  eine  ver- 
tikale Componente,  von  denen  letztere  durch  die  Spannung  des  Hänge- 
brettes und  der  Strebekette,  sowie  den  Druck  auf  deren  Lagerpfannen, 
erstere  durch  Gewichte  aufgehoben  wird,  die  man  in  eine  der  beiden 
Waagschalen  zur  Herbeiführung  des  Einspielens  der  Zunge  legt. 

Das  Buch  zerfällt  in  fünf  Kapitel,  von  denen  das  erste  ausser  der 
näheren  Beschreibung  des  Instrumentes  die  vollständige  Entwickelung  der 
analytischen  Ausdrücke  für  die  Empfindlichkeit  und  Schwingungsdaaer 
des  Dynamometers  enthält;  letztere  ist  in  ähnlicher  Art  wie  bei  der 
Waage  zur  Feststellung  der  Specialwerthe  der  Constanten  für  ein  ausge* 
führtes  Exemplar  des  Instrumentes  zu  benutzen.  Der  Verfasser  tbeilt  in 
einem  Anhange  auch  eine  elementare  Ableitung  jener  Ausdrücke  mit,  wo- 
durch der  Gebrauch  des  Dynamometers  selbst  Schülern  der  oberen  Klasse 
eines  Oymnasiums  oder  einer  Realschule  deutlich  gemacht  werden  kann. 
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Die  übrigen  Kapitel  sind  einer  schönen  Reihe  Ton  Anwendungen  des 
Instrumentes  gewidmet,  von  denen  hier  einige  angedeutet  sein  mögen. 

Die  Trägheit  fester  Körper  ist  durch  einen  Versuch  von  folgender  Art 
in  grosser  Reinheit  sichtbar  und  gleichzeitig  niessbar  zu  machen :  Am  einen 
Ende  der  Belastungstafel  befindet  sich  eine  zweispurige  Rolle  um  eine 
horizontale  Axe  leicht  drehbar;  in  jeder  der  beiden  Spuren  ist  eine  Schnur 
befestigt,  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  ein  paar  Mal  um  die  Rolle 
herumgeschlungen  ist;  die  eine  Schnur  geht  von  der  Rolle  in  horizontaler 
Richtung  Über  der  Belastungstafel  nach  einem  auf  derselben  ruhenden 
Körper  und  ist  an  diesem  befestigt;  die  andere  geht  nach  unten  und  ist 
mit  einem  Gewicht  belastet,  das  wir  uns  zunächst  so  gross  denken  wollen, 
dass  es  nicht  nur  die  Reibungen  an  der  Rolle  und  die  Reibung  jenes  be- 
weglichen Körpers  auf  der  Belastungstafel  zu  überwinden  vermag,  son- 
dern auch  diesen  Körper  in  Bewegung  zu  setzen  und  zu  beschleunigen  im 
Stande  ist.  Es  ergiebt  sich  sogleich,  dass  aus  den  vorhandenen  Reibungen 
kein  wirksamer  horizontaler  Druck  auf  die  Belastungstafel  entspringen 
kann,  dass  jedoch  aus  der  Trägheit  des  verschiebbaren  Körpers  durch 
Yermittelung  der  horizontalen  Schnur  und  der  Rolle  ein  einseitiger  hori- 
zontaler Druck  auf  die  Belastungstafel  hervorgeht,  welcher  diese  za  einem 
Ausschlag  nach  der  einen  Seite  veranlasst;  wenn  man  durch  einseitige 
Belastung  diesen  Ausschlag  verhindert,  so  stehen  die  hierzu  dienenden 
Gewichte  im  Zusammenhange  mit  der  Grösse  der  Beschleunigung.  Wenn 
man  an  dem  niedersinkenden ,  die  ganze  Bewegung  hervorbringenden  Ge- 
wichte eine  bei  der  Atword^schen  Fallmaschine  übliche  Einrichtung  an- 
bringt, durch  welche  zu  einem  bestimmten  Augenblick  der  beschleunigende 
Theil  des  Gewichtes  abgehoben  wird,  so  lässt  sich  aufs  Unzweifelhafteste 
nachweisen ,  dass  in  der  That  bei  dieser  Anordnung  nur  durch  die  Träg- 
heit des  bewegten  Körpers  ein  Ausschlag  der  Belastungstafel  hervorge- 
rufen wird. 

Auch  für  die  Trägheitswirkungen  innerhalb  kurzer  Zeiten  verspricht 
das  Instrument  eine  bemerkenswerthe  Ausbeute;  es  ist  als  ballistisches 
Pendel  brauchbar ,  denn  aus  dem  Ausschlag  der  Belastungstafel  und  der 
Masse  alier  bewegten  Theile  lässt  sich  auch  hier  auf  die  denselben  er- 
theilte  Geschwindigkeit  und  daraus  auf  die  Geschwindigkeit  eines  Ge- 
schosses schliessen,  welches  durch  Eindringen  in  die  Belastung  des  Dyna- 
mometers die  Bewegung  desselben  hervorgerufen  hat.  Es  wird  gezeigt, 
dass  der  Ort  des  Eindringens  des  Geschosses  beim  Horizontaldynamometer 
von  minderem  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeitsbestimmnng  sei,  als  beim 
ballistischen  Pendel ,  und  man  muss  auch  den  praktischen  Vorzug  dem  In- 
strumente zugestehen,  dass  eine  starke  Belastung  sich  leichter  ausführen 
lässt,  als  bei  jenem. 

In  dem  dritten  Kapitel  werden  die  sehr  einfachen  Vorrichtungen  an- 

5» 


52  '     Literaturzeitung. 

gegeben,  wodurch  das  Dynamometer  zur  Auffindung  der  Reibnngscoeffi- 
cienton  namentlich  für  gleitende  Reibung  geschickt  gemacht  wird. 

Die  umfänglichsten  und  fruchtbarsten  Versuche  mit  seinem  Instru- 
mente hat  der  Erfinder  selbst  über  die  Reaction  ausfliessenden  Wassers 
und  ausfliessender  Luft  angestellt,  deren  Ergebnisse  die  sehr  umfanglichea 
letzten  zwei  Kapitel  des  Buches  füllen ,  in  denen  gleichzeitig  die  Erschei- 
nungen des  Ausflusses  und  der  Contraction  auf  einem  neuen  Wege  (ohne 
die  Hypothese  vom  Parallelismus  der  Schichten)  erklärt  werden. 

Wegen  der  sehr  ausführlichen  Untersuchungen  über  diesen  Gegen- 
stand, welche  Referent  nicht  nachgerechnet  hat,  wird  der  Leser  auf  das 
Buch  selbst  verwiesen;  es  erscheint  unzweifelhaft,  dass  die  Hydraulik  da- 
mit einen  erheblichen  Fort'schritt  erfahren  hat. 

Noch  mag  an  dieser  Stelle  die  Notiz  beigefügt  sein,  dass  das  Instru- 
ment, welches  eine  brauchbare  Bereicherung  jedes  physikalischen  Cabi- 
netes  bilden  dürfte,  in  Berlin  durch  C.  A.  Warmbrunn  &Quielitaf 
Rosenthalerstrasse  Nr.  40  und  in  Brandenburg  durch  Liepe,  Neu- 
städtische  Heide  zu  beziehen  ist. 

Dresden.  Dr.  E.  Hartig. 


Materialien  zur  Selbstbeschäftigung  der  Sclitller  bei  dem  TTnterriclite  in 
der  ebenen  Geometrie  von  Dr.  Ch.  H.  Naoel,  Rector  iu  Ulm. 
Vierte  bedeutend  vermehrte  Auflage.  Mit  in  den  Text  einge- 
druckten Holzschnitten.  Ulm  1863.  Verlag  von  Wöhler.  Preis 
%  Thlr. 

Das  vorliegende  Schriftchen  ist  ursprünglich  kein  selbstständiges 
Werk,  sondern  es  bildete  den  Anfang  zu  NageTs  Planimetrie  und  wurde 
erst  später  in  einem  eigens  umgearbeiteten  Sonderabdruck  (welcher  jedoch 
keine  auf  ein  bestimmtes  Lehrbuch  gehende  Citate  enthält)  für  weitere 
Schulkreise  herausgegeben.  ' 

Dasselbe  enthält  planimetrische  Lehrsätze  (bei  200)  und  Aufgaben 
(bei  360),  ohne  Lösungsandeutungen,  zum  Selbstbeweisen  und  Auflösen, 
und  zerfällt  in  fünf  Abtheilungen. 

Die  L  Abtheilung  enthält  Lehrsätze  und  Aufgaben,  welche  die  Lehre 
von  der  Congruenz  der  Dreiecke  und  das  damit  Verwandte ;  die  IL,  L.  und 
A,  welche  die  Lehre  von  den  Parallelogrammen  und  vom  Rauminhalte 
der  Figuren;  die  IIL,  L.  und  A.,  welche  die  Lehre  vom  Kreise,  jedoch 
ohne  Anwendung  der  Proportionslehre;  die  IV.,  L.  und  A.,  welche  die 
Lehre  von  den  Proportionen  und  von  der  Aehnlichkeit  der  Figuren;  die 
V.  endlich,  L.  und  A.,  welche  die  Lehre  von  den  ein-  und  umschriebenen 
Figuren,  von  den  regulären  Vielecken  und  von  der  Kreismessung  voraus- 
setzen. 

£s  ist  kein  Zweifel,  dass  beim  geometrischen  Unterriehte,  ebenso  wie 
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beim  anthmetischen  zweckmässige  Uebungen  absolut  nöthig  sind  und 
dass  NagePs  M.  sich  mit  vielem  Nutzen  hierzu  verwenden  lassen.  Nun 
BQ  einigen  sachlichen  Wünsclien  und  Bemerkungen. 

Die  Einrichtung  dieses  Werkchens  macht  es  möglich,  dass  die  Samm- 
lang den  Anfänger  durch  die  ganze  Theorie  Schritt  für  Schritt  begleitet 
nnd  daher  denselben  schon  nach  Aneignung  einer  bestimmten  Theorie  zur 
Uebung  seiner  eigenen  Krfifte  drängt,  woraus  für  die  Ausbildung  des 
jagendlichen  Verstandes  der  reichste  Gewinn  fiiesst.  Da  es  sich  aber 
nicht  blos  um  die  Einübung  einzelner  geometrischer  Abschnitte  handelt 
and  ferner  nebst  den  mittleren  auch  gleichzeitig  die  vorgerückteren  Schü- 
ler zu  beachten  sind,  so  sollte  eine  VI.  Abtheilung  Lehrsätze  und  Aufgaben 
enthalten,  welche  das  Gesammtgebiet  der  Planimetrie  voraussetzen  und 
Eur  Uebung  zu  bringen  vermögen.  Damit  ferner  der  ganze  Bau  auf  einem 
ordentlichen  Grunde  ruhe,  dürfte  eine  Einleitung,  welche  in  Kürze  das 
Wesen  der  geometrischen  Analysis  nebst  entsprechenden  Musteraufgaben 
und  eine  praktische  Anleitung  zur  Findung  des  Beweises  geometrischer 
Lehrsätze  enthält,  sehr  zweckmässig  sein.  Ja  diese  Einleitung  wäre  um 
Bo  wichtiger,  als  man  erstens  in  den  meisten  Lehrbüchern  über  obige 
Punkte  geradezu  nichts  findet,  zweitens  weil  es  nicht  mehr  als  billig  ist, 
demjenigen,  dem  man  Probleme  vorlegt,  wenigstens  die  Principien  der 
Mittel  and  Wege  zur  Lösung  anzudeuten,  und  drittens,  als  durch  selbe 
den  Besitzern  der  „Materialien**  die  Auslagen  für  ergänzende  Werke  so 
ziemlich  erspart  würden.  Referent  rouss  noch  ausdrücklich  erwähnen, 
dass  Nagel's  „Anleitung  zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben,  Ulm  1840", 
und  selbst  die  werth volle  „geometrische  Analysis,  Ulm  1850**  desselben 
Herrn  Nagel  obigen  Wünschen  nicht  genügen  können,  da  beide  Schriften 
über  Lehrsätze  nichts  enthalten  und  beiden  die  Materialien  abgehen. 

Durch  die  Verwirklichung  der  angedeuteten  Wünsche  dürften  die 
Materialien  Dr.  Nagel's,  welcher  sich  um  die  Hebung  des  geometrischen 
Unterrichtes  schon  manche  Verdienste  erwarb,  an  Werth  und  Boden  be- 
deutend gewinnen  und  eine  solche  Neuauflage  würde  dann  mit  weit  mehr 
Recht  als  diese  vierte  eine  „vielfach  vermehrte*'  zu  nennen  sein. 

Graz,  Osterwoche  1864.  A.  V.  Kautzner. 


Anfluigigrftnde  der  Physik  für  den  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  der 
Gymnasien  and  Realschulen,  sowie  zur  Selbstbelebrnng ,  von 
Karl  Koppe,  Professor  nnd  Oberlehrer  am  königl.  preuss.  Gym- 
nasium zu  Soest.  Mit  ZS^  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit* 
ten  and  einer  Karte.  Achte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Preis  complet  1  Thlr.  8  Sgr.  Essön ,  Druck  und  Verlag  von  G. 
D.  Bädeker.  1864. 
Ein  Lehrbacb,  dessen  Braach barkeit  sich  durch  so  viele  Aaflagen  er- 
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wiesen  hat,  bedarf  eigentlich  keiner  Empfehlung  weiter.  Der  Verfasser 
hat  nicht  gerade  beabsichtigt,  in  seinem  Buche  Lehrern  nnd  Lernenden 
der  Physik  etwas  in  die  Hand  zu  geben,  was  von  ihnen,  sich  streng  an  die 
Ordnung  im  Buche  bindend,  in  derselben  Reihenfolge,  wie  im  Buche,  zur 
Benutzung  kommen  soll,  sondern  er  ist  selbst  der  Meinung,  dass  die  ange- 
fähr  in  der  Mitto  des  Buches  aufgenommenen  mehr  phänomenologisch  be- 
handelten Kapitel  Chemie,  Magnetismus  nnd  Electricität  in  Secunda,  die 
nicht  deductiv  gehaltenen  von  den  mechanischen  Erscheinungen,  Tom 
Schall,  vom  Licht  und  von  der  Wärme  handelnden  Kapitel  erst  in  Prima 
vorgenommen  werden  möchten.  Bei  einer  Benutzung  des  Baches  im  Sinns 
des  Verfassers  werden  Lehrer  und  Lernende  auch  von  der  vorliegenden 
neuesten  Auflage  um  so  mehr  Gewinn  haben,  als  der  Doductionstheil  ge- 
gen den  der  früheren  Auflagen  wesentlich  vermehrt  ist.  Die  äussere  Aus* 
stattung  des  Buches  ist  gut.  Dr.  Kahe*. 


Beobaohtnngen  und  TTniersnchiingen  über  die  Oenauigkeit  barometrisdhsr 

Höhdnmessiingen  und  die  Veränderungen  der  Temperatar  nnd 

Feachtigkeit  der  Atanosphäre,  von  Dr.  Carl  Maximilian  Bauern- 

FEIND.     Mit  79  Tabellen,  darunter  6  zur  Höhenberechnnng  nnd 

1  Steinzeichnmng.     München,  literarisch  -  artistische  Anstalt  der 

J.  G.  Cotta'schen  Buchhandlung.    1862.    VII  und  144  Seiten  gr.  S. 

Preis  1  Thlr.  6  Sgr. 

Der  durch  mehrfache  literarische  Arheiten  und  namentlich  durch  seine 

Vermessungskunde  rühmlichst  hekannte  Verfasser  hat  es  unternommen, 

über  den  Werth  und   die  Oenauigkeit  barometrischer  Höhenmessnngen, 

sowie  über  die  Aenderungen   der  Temperatur  und   der  Feuchtigkeit  der 

Atmosphäre  mit  der  Höhe   Untersuchungen  anzustellen,   welche  sowohl 

hinsichtlich  ihrer  Anordnung  nnd  Durchführung,  als  auch  hinsichtlich  ihrer 

schliesslichen  Discussion   die  vollständige  Anerkennung  und   daher  auch 

allgemeine  Beachtung  verdienen. 

Veranlassung  zu  diesen  Untersuchungen  war  die  ausserordentliche 
Verschiedenheit  der  Meinungen ,  welche  über  die  Zuverlässigkeit  barome- 
trischer Höllenmessungen  existiren,  und  der  Verfasser  führte  dieselben  ans, 
um  sich  sowohl  in  dieser  Beziehung,  als  auch  über  den  Grad  der  Zuver 
lässigkeit  der  hei  der  Entwickelung  der  Barometerformel  in  Anwendung 
kommenden  Hypothesen  über  die  Aenderungen  der  Temperatur  nnd  der 
Feuchtigkeit  der  Atmosphäre  mit  der  Höhe  ein  selbstständiges  Urtheil  zu 
bilden,  ferner,  um  zur  Feststellung  der  barometrischen  Constanle,  welche 
in  Folge  der  neueren  Bestimmungen  über  die  Dichtigkeit  und  Ausdehnung 
der  Luft  und  des  Quecksilbers  eine  Abänderung  bedarf.  Einiges  beizutra- 
gen und  endlich  um  Anhaltspunkte  zu  liefern  zur  Beurtheilung  der  von 
G.  S.  Ohm  im  Jahre  1854  aufgestellten  Ansicht,  dass  die  auf  das  Barome- 
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tet  drückende  Luftsäule  nicht  das  Gewicht  eines  Cylinders »  sondern  eines 
vertical  stehenden  Kegels  habe,  dessen  Spitze  im  Erdmittelpunkte  liegt. 

Seine  desfallsigen  Beobachtungen  stellte  er  im  Monat  August  1857  an 
einem  der  höchsten  Berge  des  Bayrischen  Hochgebirges,  dem  grossen  Mie- 
sing,  an,  dessen  Höhe  er  von  der  Thalsohle  bis  zum  Scheitel  durch  Nivel- 
liren  mit  einem  guten  Libelleninstrumente  auf  das  Genaueste  bestimmte 
und  dieselbe  in  vier  nahezu  gleiche  Theile  theilte. 

Um  den  hierdurch  sich  ergebenden  5  Theilpunkten  wurden  Thermo- 
meter und  Psychrometer,  an  dem  ersten,  dritten  und  fünften  aber  überdies 
Barometer  und  Windfahnen  aufgestellt  und  diese  Instrumente  durch  11  der 
tüchtigsten  Zuhörer  des  Verfassers  an  9  Tagen  Vor-  und  Nachmittags  in 
beziehentlich  halb-  und  einstündigen  Zwischenräumen  gleichzeitig  beob- 
achtet. 

Die  Ergebnisse  dieser  Beobachtungen,  sowie  die  Schlüsse,  welche  der 
Verfasser  aus  denselben  zu  ziehen  sich  für  berechtigt  hält,  übergiebt  er 
der  wissenschaftlichen  Welt  in  dem  in  Hede  stehenden  Werke  und  schickt, 
damit  sich  der  Leser  ein  Urtheil  über  den  Werth  der  Beobachtungen  selbst 
bilden  kann,  eine  eingehende  Beschreibung  der  in  Anwendung  gekomme- 
nen Instrumente  und  der  damit  vorgenommenen  Prüfungen  und  Vergleich- 
iiDgen  voran. 

Nachdem  der  Verfasser  dann  die  Beobachtungsarbeiten  auf  den  Sta- 
tionen beschrieben  und  in  dem  Abschnitte:  „die  Berechnung  der  Beobach- 
tungen*' die  Vorschriften  für  die  Reduction  der  Barometerstände  und  die 
Berechnung  des  Feuchtigkeitszustandes  der  Luft  gegeben,  theilt  er  die 
Besultate  mit,  welche  er  für  die  Höhenunterschiede  seiner  Beobachtungs- 
punkte  zuvörderst  durch  die  Berechnung  nach  den  Formeln  und  beziehent- 
lich Tafeln  von  Gau  sS;  BesselundOhm  erhalten  hat.  Die  hierdurch  ge? 
fundenen  Höhenunterschiede  treten  durchaus  und  wesentlich  kleiner  auf, 
als  die  durch  das  Nivellement  erhaltenen  und  hierbei  liefert  wiederum  die 
Ohm'sohe  Formel  die  grössten  Abweichungen. 

Der  Verfasser  erklärt  diese  letzteren  Abweichungen  dadurch,  dasa 
Ohm  bei  Aufstellung  der  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Atmosphäre 
ausdrückenden  Differentialgleichung  von  einem  bis  zur  Grenze  der  Atmos- 
phäre reichenden  Kegelelement  ausgegangen  ist ,  hierbei  aber  die  Seiten- 
drücke  unberücksichtigt  gelassen  hat,  die  die  umgebende  Luft  auf  den 
Kegel  ausübt  und  gerade  so  viel  von  dem  Gewichte  des  letzteren  aufhebt, 
dass  nur  noch  das  Gewicht  eines  Cylinderelementes ,  wie  solches  auch  La- 
place  bei  £ntwickelung  seiner  Formel  in  Betracht  gezogen  hat,  übrig 
bleibt.*) 


*)  Bereits  im  7.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  8.  359  u.  f.,  hat  Guldberg  den  Eüir 
fluss  der  oben  erwähnten  Ohm^schcn  Vernnchläfisigfung  der  Seitendrüeke  theoretisch 
untersucht  und  dargetban,  dass  die  alte  Laplace^sche  Formel  die  richtigere  ist. 
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Der  Umstand,  dass  auch  die  nach  Gauss  und  Beseel  berechneten 
Höhenanterschiede  zn  klein  aasfallen ,  weist  den  Verfasser  auf  die  Noth- 
wendigkeit  der  Vergrüsserung  der  barometrischen  Constante  hin,  welche 
ohnedies  darch  die  neueren  Bestimmungen  der  Dichtigkeit  der  Luft  und 
des  Quecksilbers  von  Regnault,  sowie  des  Ansdehnnngscoefficienten  der 
Luft  gefordert  wird.  In  diesem  Sinne  berichtigt  derselbe  nicht  allein  die 
der  Laplftce*schen  Formel  zu  Grunde  liegenden  Gonstanten ,  sondern  fiigt 
auch  Torzugsweise  dieser  Formel  einen  Factor  bei,  welcher  den  Einflass 
der  mit  Psychrometern  beobachteten  Feuchtigkeit  der  Luft  giebt  and  sich 
durch  grössere  Einfachheit  von  dem  BessePschen  unterscheidet,  ohne  — 
wie  der  Verfasser  auch  an  einem  Beispiele  nachweist  —  an  Genauigkeit 
zu  verlieren. 

Bei  Bestimmung  der  Constanten  ist  der  Verfasser  rein  der  Theorie  ge- 
folgt und  hat  jene  willkührlichen  Aenderungen  derselben  vermieden,  die 
von  fast  allen  Autoren  über  barometrisches  Höhenmessen  (mit  Ausnahme 
von  Bessel  und  in  neuerer  Zeit  auch  von  Ritter)  in  der  Absicht  gemacht 
wurden,  die  Uebereinstimmung  mit  den  trigonometrischen  Höhenmesaungen 
zu  vergrössern. 

Auf  Grundlage  der  so  verbesserten  Formel  für  das  barometrische 
Höhenmessen  hat  der  Verfasser  die  bekannten  compendiösen  hypso- 
metrischen Tafeln  von  Gauss  umgearbeitet  und  durch  drei  andere  ver- 
mehrt, welche  sich  auf  die  Berücksichtigung  des  Fenchtigkeitsznstandes 
der  Luft  beziehen.  Die  dritte  dieser  Tafeln,  welche  die  Correction  we- 
gen der  mit  der  Höhe  veränderlichen  Schwerkraft  giebt  und  die  gleich- 
vielte  der  Gauss^schen  vertritt,  hat  gegen  der  letzteren  den  Vorzug,  dass 
sie  zugleich  die  Meereshöhe  der  unteren  Station  zu  berücksichtigen  ge- 
stattet. 

Diese  in  dem  in  Rede  stehenden  Werke  mit  enthaltenen  hypsometri- 
schen Tafeln  sind  auch  bereits  in  den  als  Anhang  der  2.  Auflage  der  Ele- 
mente der  Vermessungskunde  des  Verfassers  beigegebenen  „Tafeln  über 
verschiedene  Gegenstände  der  Vermessungskunde**  mit  aufgenommen.  Zu 
bedauern  ist  aber,  dass  diese  so  nützliche  Vermehrung  nicht  Veranlassung 
für  die  Verlagshandlnng  gewesen  ist,  den  Separatabdruck  dieser  zweck- 
mässigen Tafeln  zu  erneuern,  da  die  auf  dein  Umschlage  genannter  2.  Auf- 
lage der  Vermessungskunde  annoncirten  „Tafeln  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  praktischen  Geometrie**  immer  noch  der  Separatabdrnek  des 
zur  1.  Auflage  der  Vermessungskunde  gehörenden  Anhanges  sind,  der 
selbstverständlich  die  neuen  hypsometrischen  Tabellen  nicht  enthält. 
Mindestens  hätte  man  diesen  älteren  Tafeln  einen  Separatabdruck  der 
neuen  hypsometrischen  Tafeln  beifügen  sollen. 

Die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Formel  und  der  nach  derselben  ent- 
worfenen Tafeln  findet  ihre  Bestätigung  in  der  hinreichenden  Ueberein- 
stimmung der  mit  den  Barometern  gefundenen  Höhenunterschiede  mit  den 
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dnrch  NiTelliren  ermittelten  am  grossen  Miesing.  Der  Verfasser  hat  n&m- 
lich  mit  Hilfe  seiner  neuen  Tabellen  die  Höhenunterscliiede  der  Stationen 
I  ond  III,  III  und  V,  sowie  I  und  V  ans  100  corresp.  Beobachtungen  be- 
rechnet nnd  hinter  dem  Verzeichnisse  sämrotliche  Beobachtungsergebnisse 
unter  Beifügung  der  entsprechenden  Mittel  tabellarisch  zusammengestellt. 
Die  Berechnung  ist  für  zwei  Fülle  durchgeführt ,  das  eine  Mal,  indem  die 
Temperatur  und  die  Feuchtigkeit  der  LuftsAule  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  den  an  den  beiden  Endstationen  beobachteten  Temperaturen 
und  Fenc^itigkeitszustSnden,  und  das  zweite  Mal,  indem  Temperatur  und 
Feuchtigkeit  gleich  dem  arithm.  Mittel  aus  den  an  den  beiden  Endstatio- 
nen nnd  an  allen  dazwischen  liegenden  Stationen  beobachteten  Tempera- 
turen und  Feuchtigkeiten  angenommen  wurde.  In  beiden  Fällen  stimmen 
die  gesogenen  Mittel  mit  den  entsprechenden  nivellirten  Höhen  sehr  gn^ 
überein ,  denn  die  grösste  Abweichung  beträgt  im  ersteren  Falle  blos  2,s 
Fnss,  im  letzteren  blos  1,4  Fuss  und  der  Verfasser  kommt  wegen  der  ge- 
ringen Unterschiede  der  nach  beiden  Principien  berechneten  relativen 
Höhen  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Höhenunterschiede  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  der  Temperaturen  der  beiden  Endstatio- 
nen mit  hinreichender  Genauigkeit  gefunden  werden  kann.  Hierdurch 
findet  vorläufig  schon  der  später  in  einem  besonderen  Abschnitte  über  die 
räumlichen  Temperaturverändernngen  der  Atmosphäre  aufgestellte  Satz, 
dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre  mit  der  Höhe  gleichmässig  abnimmt, 
seine  Bestätigung. 

In  dem  die  Genauigkeit  der  barometrischen  Höhenmes- 
Bungen  behandelnden  Abschnitte  hat  der  Herr  Verfasser  die  berechneten 
Höhenunterschiede  nach  Tagen  und  Stunden  geordnet  und  gefunden,  dass 
seine  barometrischen  Messungen  am  Morgen  und  am  Abend  zu  kleine, 
Bwischen  10  und  4  Uhr  zu  grosse,  gegen  10  nnd  4  Uhr  aber  nahezu  rich- 
tige Werthe  für  die  gesuchten  Höhenunterschiede  liefern.  Er  hat  als- 
dann, um  die  Ursache  dieser  Erscheinung  zu  erklären,  die  erhaltenen  Ab- 
weichungen mit  dem  Gange  der  Temperatur  verglichen  und  einen  unver- 
kennbaren Zusammenhang  zwischen  beiden  bemerkt,  was  ihn  vermuthen 
lässt,  dass  die  Thermometer  die  Lufttemperatur  nur  um  10  Uhr  Vormittags 
und  um  4  Uhr  Nachmittags  richtig,  bis  g'egen  10  Uhr  zu  niedrig,  zwischen 
10  und  4  Uhr  zu  hoch ,  nach  4  Uhr  aber  wieder  zu  niedrig  angeben  und 
dass  diese  Unterschiede  von  der  Einwirkung  der  Bodentemperatur  auf  die 
freien  in  der  Luft  stehenden  Thermometer  herrühren. 

Diese  Betrachtungen  führen  den  Verfasser  auf  die  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  Wärmestrahlung  des  Bodens  auf  die  Thermometeran- 
gaben und  auf  die  Correction,*  welche  aus  diesem  Grunde  an  den  abgelese- 
nen Thermometerständen  anzubringen  ist  und  die.  er  mit  Hilfe  einer  von 
ihm  aufgestellten  Formel  ermittelt. 

Mit  diesen  so  cornKirten  Lufttemperaturen  berechnet  er  nahesu  die 
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Hälfte  der  Beobachtungen  für  die  drei  Hdhenanterschiede  and  erlangt  da- 
durch die  Genagthang,  dass  nicht  allein  die  Mittel  der  aas  45  corresp.  Be- 
obachtungen mit  corrigirten  Lufttemperataren  berechneten  Höhen  sich  den 
durch  Nivelliren  gefundenen  Höhenunterschieden  eben  90  gut  anschliesflea 
als  die  berechneten  Durchschnittswerthe  aus  je  100  Messungen  ohne  Tem« 
peraturcorroction ,  sondern  dass  auch  die  frühere  ßegelmässigkeit  and 
Grösse  der  Abweichungen  hierbei  wegfällt,  indem  die  mit  den  verbesser- 
ten Lufttemperaturen  berechneten  Höhen  nunmehr  theilweis  auch  am  Mor- 
gen und  Abend  zu  gross,  am  Mittag  aber  zu  klein  werden,  worin  er  den 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  angewendeten  Temperaturcorrection  findet. 

Der  Verfasser  gelangt  bei  diesen  Betrachtungen  zu  dem  S.  79  ausge 
sprochenen  Resultate: 

„Sobald  durch  fortgesetzte  Beobachtungen  der  hier  für  eine  bestimmte 
Zeit  (Ende  August)  und  eine  bestimmte  geographische  Lage  (48^  Breite 
und  1350"^  mittlere  Meereshöhe)  gegebene  Ausdruck  für  die  Temperatur- 
correction  auf  alle  Monate  und  jede  geographische  Breite  und  Höhe  ausge- 
dehnt sein  wird ,  kann  man  von  Morgens  bis  Abends  zu  jeder  Stunde  fast 
mit  gleicher  Sicherheit,  wie  jetzt  4im  10  Uhr  Vormittags  und  4  Uhr  Nach- 
mittags, eine  barometrische  Höhenmessung  ausführen.** 

Nachdem  dann  der  Verfasser  noch  dem  Einflüsse  derBeobachtnngsfehler 
eine  eingehende  Betrachtung  gewidmet,  schliesst  er  den  Abschnitt  über  die 
Genauigkeit  der  barometrischen  Messungen  S.  84  mit  folgenden  Worten: 

„Nach  diesen  Rechnungen  und  Betrachtungen  nehme  ich  keinen  An- 
stand, zu  behaupten:  dass  die  grössten  Fehler,  welche  in  unseren  hundert 
(sollte  heissen:  dreihundert)  aus  correspondirenden  Beobachtungen  be- 
rechneten Höhen  vorkommen,  alle  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler  liegen;  dass  folglich  die  Barometerformel,  wie 
ich  sie  oben  berichtigt  habe,  allen  gerechten  Ansprüchen  genügt,  und  so- 
mit auch  die  Genauigkeit  gleichzeitiger  Barometerroessungen,  welche  zwi- 
sehen  horizontal  nicht  weit  entfernten  Stationen  angestellt  werden ,  dnreh 
die  Gleichung  (24)  ausgedrückt  ist,  wenn  man  die  Messungen  gegen  10  Uhr 
Vormittags  oder  4  Uhr  Nachmittags  macht,  oder  nach  den  Lufttemperatu- 
ren die  nach  den  Gleichungen  (12)  oder  (13)  berechneten  Verbesserungen 
anbringt*^ 

Die  folgenden  Abschnitte  fallen  mehr  in  das  Gebiet  der  Meteorologie 
und  es  enthält  der  nächste  die  Betrachtung  über  die  räumlichen  Tempera- 
turveränderungen der  Atmosphäre,  während  der  letzte  die  Feuchtigkeita- 
yerhältnisse  derselben  bespricht,  insoweit  sie  sich  aus  den  am  grossen 
Miesing  angestellten  Beobachtungen  erklären  lassen.  Zunächst  giebt  der 
Verfasser  unter  Anführung  der  Quellen  einen  schätsenswerthen  Ueberblick 
der  bisherigen  Bestrebungen,  die  Gesetze  der  räumlichen  Temperatarän- 
derungen zu  finden  und  stellt  dann  einen  neuen  Versuch  auf,  die  Tempe- 
raturabnahme sowohl  nach  der  Höhe,  als  nach  der  geographischen  Breite 
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SQ  bestimmen,  indem  er  die  Beziebunj^en  aufsocbt,  die  zwiscben  den  abso- 
luten Temperaturen,  den  El astici täten  und  Dicbtigkeiten  der  Lnft,  sowie 
den  Atmospbärenhöhen  zweier  beliebiger  Punkte  einer  verticalen  Luft- 
sftale  besteben.  Die  hierzu  nötbigen  Constanten  leitet  er  selbstverständ- 
lich nicht  allein  aus  seinen  eigenen  Beobachtungen  ab,  sondern  benutzt 
hierbei  auch  die  Messungen  von  Gay-Lussac,  John  Welsh,  Ra- 
mond,  Humboldt,  Laussure,  Flantamonr,  Prediger  und 
Anderen. 

Dabei  kommt  er  zu  den  Sätzen,  dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre 
mit  der  Höhe  gleichmässig  abnimmt,  dass  die  Erhebung  in  der  Atmosphäre 
für  1^  Temperaturabnahme  der  Atmosphärenhöhe  direct  und  der  absoluten 
Temperatur  des  Ortes  umgekehrt  proportional  ist,  und  dass  sich  diese  Er- 
hebung für  alle  Orte  der  Erde  nur  wenig  ändert. 

Die  Widersprüche,  welche  in  dieser  Beziehung  zwischen  Theorie  und 
Beobachtung  zu  bestehen  scheinen,  unterwirft  er  einer  näheren  Erörterung 
nnd  kommt  zu  dem  Resultate,  dass  dieselben  von  der  Einwirkung  der 
Wärmestrahlung  des  Bodens  herrühren,  dass  sie  aber  verschwinden,  wenn 
man  die  beobachteten  Temperaturen  von  diesem  Einflüsse  befreit« 

Schliesslich  gelangt  er  zu  der  Bestimmung  der  Höhe  der  Atmosphäre 
nnter  verschiedenen  Breiten,  welche  er  für  den  Aequator  zu  7,6,  für  die 
Pole  zu  5,6  und  für  45^  Breite  zu  6,6  deutsche  Meilen,  sowie  die  Abplattung 
derselben  zu  V]„  berechnet. 

Aus  dem  Abschnitte,  welcher  dem  Feuchtigkeitszustande  der  Atmosphäre 
gewidmet  ist,  sei  nur  eins  der  wichtigsten  Ergebnisse  der  Beobachtungen 
des  Verfassers  erwähnt,  dass  nämlich  das  Verhältniss  des  Dampf-  und  Luft- 
druckes zwischen  4  Stationen  gleichmässig  mit  der  Höhe  abnahm,  und  dass 
es  daher  der  Verfasser  für  gerechtfertigt  hielt,  wenn  bei  der  Berechnung 
des  Höhenunterschiedes  zweier  Barometerstationen  das  arithmetische 
Mittel  der  auf  diesen  Stationen  beobachteten  Werthe  für  das  obige  Ver- 
hältniss gesetzt  wird. 

In  einem  Rückblick  stellt  der  Herr  Verfasser  am  Schlüsse  des  Wer- 
kes seine  durch  diese  Untersuchungen  gewonnenen  Ueberzeugungen  und 
Ansichten  und  zwar  in  15  Punkten  kurz  zusammen,  von  denen  die  haupt- 
sächlichsten bereis  im  Laufe  der  gegenwärtigen  Besprechung  hervorgehoben 
worden  sind. 

Referent  hat  diese  ausgezeichnete,  mühevolle,  einen  bedeutenden  Zeit- 
aufwand verursachende  Arbeit  —  es  sei  nur  an  die  Berechnung  der  79 
meist  sehr  umfänglichen,  etwa  58  Druckseiten  einnehmenden,  Tabellen  er- 
innert —  mit  ausserordentlichem  Interesse  einer  eingehenden  Durchsicht 
unterworfen  und  er  hegt  die  volle  Ueberzeugung,  dass  sie  der  sachkundige 
Leser  nicht  ohne  hohe  Befriedigung  ans  der  Hand  legen  wird.  Sie  kann 
nicht  nur  als  Muster  für  derartige  Unternehmungen  aufgestellt  werden, 
sondern  sie  wird  gewiss  auch  aufmunternd  wirken  zur  Anstellung  ähnlicher 
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Beobachtungen,  die  allerdings  znr  endlichen  Bestätigung  und  Feststellnng 
80  mancher  Ansicht  (wie  dies  auch  der  Verfasser  S.  79  selbst  indirect  aus- 
spricht) sehr  erwünschend  sein  müssen.  Namentlich  dürften  hierbei  Orte 
unter  verschiedenen  geographischen  Breiten  und  unter  verscbiedeDen 
Meereshöhen,  sowie  verschiedene  Monate  zu  berücksichtigen  sein,  wobei 
es  sich  dann  unter  Anderem  auch  herausstellen  wird,  ob  wegen  des  Ein- 
flusses der  Wärmestrahlung  des  Bodens  auf  die  Temperaturbestimmiing 
das  barometrische  Höhenmessen,  wie  bei  den  Versuchen  des  Verfassers  im 
Monat  August,  auch  zu  anderen  Jahreszeiten  nur  gegen  10  Uhr  und  4  Uhr 
nahezu  fehlerfreie  Resultate  liefert,  oder  ob  diese  zw  eck  massigsten  Beo- 
bachtungsstunden, wie  sich  vermuthen  Iflsst,  mit  dem  Tagebogen  der  Sonne 
in  einer  gewissen  Beziehung  stehen. 

Nur  Eines  dürfte  an  dieser  Arbeit  auszustellen  sein,  was  jedoch,  da 
es  sich  auf  eine  Nebensache  bezieht,  keinesweges  den  hohen  Werth  des 
Werkes  auch  nur  im  Mindesten  schwächen  soll.  Es  betrifft  dies  nämlich 
die  Aufstellung  der  sämmtlichen  berechneten  Höhenunterschiede  nach 
bayrischen  Füssen.  Für  eine  Arbeit,  die  einzig  und  allein  einen  wissen- 
schaftlichen Zweck  hat,  sieht  dies  zu  sehr  nach  Particularismus  ans  und 
sollte  vermieden  sein,  da  die  Benutzung  der  Resultate  für  Nichtbajern 
wesentlich  erschwert  wird.  Der  Verfasser  selbst  hat  sich  aber  die  Arbeit 
nicht  unbedeutend  vermehrt,  da  seine  Tafeln  für  Meter  und  pariser  Fnsse 
eingerichtet  sind,  weshalb  er  genöthigt  gewesen  ist,  jeden  der  300  Höhen- 
nnterschiede  auf  bayrisches  Mass  zu  reduciren. 

Dresden.  Professor  Nagbi». 
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Recensionen« 

J>ie  Anwendung  der  Trigonometrie  auf  Arithmetik  und  Algebra^.    Zum 

Gebrauche  für  angehende  Mathematiker,  Techniker  and  solche 

Schüler,  welche  sich  durch  den  Selbstunterricht  weiter  ausbilden 

wollen.     Von  Dr.  Wilh.  Berkhan.     Halle,  Druck  und  Verlag 

von  H.  W.  Schmidt.     1863.     (140  Seiten;  Preis  24  Ngr.) 

Herr  Dr.  Berkhan  will  mit  obiger  Schrift  den  an  sich  ganz  zweck- 

mftssigen  Versuch  machen,  die  zahlreichen,  aber  vereinzelt  dastehenden 

Anwendungen  der  goniometrischen  Functionen  auf  Arithmetik  und  Algebra 

zu  ordnen  und  so  viel  als  möglich  in  ein  System  zu  bringen. 

Statt  nun  einleitungsweise  sein  System  darzustellen  und  dann  zur 
Durchführung  desselben  zu  schreiten,  fällt  der  H.  V.  lieber  mit  der  Thüre 
in*8  Haus  und  beginnt  sogleich  Seite  1  mit  dem  1.  Capitel,  welches  von  der 
trigonometrischen  Umformung  arithmetischer  Formeln  oder  algebraischer 
Ausdrücke  ersten  und  zweiten  Grades  handelt. 

In  diesem  Capitel  werden  nun  recht  klar,  wenn  auch  etwas  breitspurig. 

Ausdrücke  wie;  a  +  6;     jK^'XT»   ^V^c  +  df]  yA  +  j/ß    n.  s.  w.   mit 

Hilfe  trigonometrischer  Functionen  logarithmisch  brauchbar  eingerichtet 
und  schliesslich  die  Bestimmung  der  Logarithmen  von  Summen  und  Diffe- 
renzen gezeigt«  Nur  an  zwei  Stellen  ist  der  Calcül  übertrieben  gekünstelt 
und  zwar  im  S  21,  wo  die  (vorher  entwickelte)  Formel  für  y^  +  yB  zur 
logarithmisoben  Berechnung  hergerichtet  wird.  Der  H.  V«  kommt  näm« 
lieb  nach  einer  einfachen  Umformung  auf  die  Gleichung : 

B  .^ 

wobei  -^zsLtin*^  ist;  anstatt  nun  die  Belation  co$u  +  W»a=J^2.co*(45  +  «) 


2 

eines  Hilfswinkels  in  ein  Prodnct  verwandelt.     Die  zweite  Stelle  ist  im 


zur  weiteren  Bechnung  zu  benutzen,  wird  cos  —  +  *«»  -r  durch  Einführung 

2  « 


S  25,  WO  o;  =  ya  +  b  +  ya  —  b  berechnet  wird ;  hier  stösst  der  Verf.  wieder  ^ 

LiUntarztgr.  d.  Z«iUchr.  f.  Malh.  n.  Phys.  IX,  4.  7 
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auf  cos^  +  sin  — ,  leitet  dann  die  Formel  cos ~  +  sin  —  =  ^1  +  sin tp     ab 

2  2  it  /> 

und  führt  hierauf  einen  Hilfswinkel  ein.  Das  Sonderbare  besteht  nicht 
allein  in  dieser  Rechnerei,  sondern  auch  darin,,  das  der  H.  V.  ganz  ver- 
gisst,  dass  die  vom  Eef«  angezogene  Formel  in  Nr.  215  und  216  der  Formel- 
sammlung des  Buches  vorkommt  und  Seite  56,  §  96  von  ihm  selbst  weitläufig 
erwiesen  wird. 

Das  2.  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Auflösung  trigonometrischer 
Gleichungen,  mit  der  Umformung  trigonometrischer  Ausdrücke  zur  loga- 
rithmischen Rechnung,  der  Auflösung  einiger  (eigentlich)  transcendenten 
Gleichungen,  dem  Gebrauche  der  dekadischen  Ergänzung.  Da  die  trans- 
cendenten Gleichungen  ohnehin  das  Aschenbrödel  in  den  meisten  Lehr- 
büchern der  allgemeinen  Arithmetik  sind,  so  wäre  der  H.  V.  um  so  mehr 
verpflichtet  gewesen,  die  Theorie  der  transcendenten  Gleichungen  (mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  trigonometrischen  Gleichungen)  gründlich 
und  nicht  blos  mit  25  flüchtigen  Zeilen  zu  besprechen. 

Demgemäss  wäre  da  zu  sagen,  dass  die  synthetischen  Gleichungen 
sich  in  algebraische  und  transcendente  scheiden;  diese  wieder  in  reduc- 
tibele  und  irrednctibele  zerfallen,  worauf  dann  die  Auflösung  der  alge- 
braisch-reductibelen  durch  passende  Umformungen  oder  Substitutionen, 
die  der  irreductibelen  aber  durch  die  Regula  falsi  zu  folgen  hätte. 

Ueber  die  reductibelen  Gleichungen  giebt  der  H.  V.  blos  Beispiele 
und  bei  den  irreductibelen  erwähnt  er  nur  des  Lehrsatzes  der  Regula  faltig 
ohne  sie  zu  begründen,  was  eine  wesentliche  Lücke  ist,  da  z.  B.  der  geo- 
metrische Nachweis  (s.  Dr.  Schlö milch 's  algebraische  Analysis,  3.  Aufl., 
S.  387)  sehr  einfach  ist  und  wenig  Raum  einnimmt.  Musste  auch  der 
theoretische  Theil  des  2.  Capitels  entschieden  getadelt  werden,  so  kann 
Ref.  doch  den  praktischen  Theil  lobend  hervorheben.  Es  sind  darin  63 
reductibele  und  3  irrednctibele  transcendente  Gleichungen  ganz  zweck- 
mässig gelöst;  nur  bei  den  irreductibelen  Gleichungen  wären  mehr  Auf- 
gaben und  darunter  verwickeitere  Fälle,  die  a*;  logx\  sinx\  arcx  gemischt 
enthalten,  ganz  am  Platze  gewesen. 

Sehr  unpassend  hat  der  H.  V.  zwischen  den  beiden  Classen  von  trans- 
cendenten Gleichungen  die  Umformung  trigonometrischer  Ausdrücke  sur 
logarithmischen  Berechnung  eingeschoben  und  dabei  nebst  mehreren  recht 
netten  Umformungen  höchst  überflüssigerweise  die  Umwandlung  der  Aus- 
drücke cosu  ;j^sina^  1 +  5fn2a,  iga  ^coia  eiQ,^  die  in  jedem  besseren 
Lehrbnche  der  Trigonometrie  sich  befinden,  vorgenommen. 

Das  3.  Capitel  zeigt  die  trigonometrische  Auflösung  quadratischer 
Gleichungen.  Zuerst  führt  der  H.  V.  die  Auflösung  aller  4  Fälle  der 
Gleichung   a^ -^  px  +  q^=^0   mit   Einführung  eines   Hilfswinkels   in   die 

Formel  x  =3  —  T^r     T — ^'  welche  Methode  durch  Behandlung  der  % 
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Fälle  x^  +  px  +  g  =  0  genügend  deutlich  wird.  Hierauf  folgen  sweck* 
massige  Beispiele  aus  Heis,  unter  welchen  auch  6runert*s  Lösung  der 
quadratischen  Gleichungen  vorkommt,  ohne  dass  auf  die  Quelle,  Archiv  1, 1, 
▼erwiesen  wird.  Die  S$  111  — 119  enthalten  eine  hübsche  Lösung,  welche 
sich  auf  Vergleichung  von  a^  +  px  +  q:=0  mit  goniometrischen  Formeln 
stützt. 

Die  3.  Lösung  beruht  darauf,  dass  aus  a^  +  px  +  q^=sO  das  2.  Glied 
weggeschafft  und  dann  auf  die  reducirte  Gleichung  die  erste  Methode 
(mittelst  Hilfswinkel)  angewendet  wird;  wobei  wieder  die  Durchführung 
Bweier  Fälle  genügt  hätte. 

Die  interessante  Lösung,  welche  Mollweide  im  XXII.  Bande  der 
monatlichen  Correspondenz  gegeben  hat,  fehlt 

Den  Schluss  des  3.  Capitels  bildet  die  Auflösung  quadratischer  Gleich- 
ungen mit  mehreren  Unbekannten  durch  goniometrische  Functionen  an  ö 
speciellen  Fällen  erläutert. 

Das  4.  Capitel  handelt  von  der  trigonometrischen  Auflösung  der  kubi- 
schen Gleichungen.  Vorerst  leitet  der  H.  Y.  die  Cardan*sche  Formel  ab, 
an  welche  statt  einer  gründlichen  Discussion  die  folgenden  unüberlegten 
Zeilen:  „Dieser  Ausdruck,  welcher  unter  dem  Namen  der  Cardan'schen 
Formel  bekannt  ist,  giebt  eine  Wurzel  der  reducirten  kubischen  Gleichung, 
ohne  dass  es  möglich  wäre,  die  beiden  anderen  Wurzeln  mit  zu  bestimmen. 
Sie  giebt  rationale  Grössen  oft  in  irrationaler  Form*'  angehängt  werden. 
Dieselben  mögen  sich  selbst  richten. 

Dann  folgt  die  gewöhnliche  trigonometrische  Behandlung  der  Gleich* 
ung  x^  +  px  +  qzz^O  und  der  Gleichung  ar*— />«  + j=0,  wenn  4p'<27j^, 
wobei  jedoch  die  imaginären  Wurzeln,  vor  welchen  H.  B.  eine  eigene 
Scheu  zu  haben  scheint,  ganz  unberücksichtigt  gelassen  sind.  Hierauf 
kommt  die  Durchführung  des  Casus  irreducibäis  auf  drei  Arten  und  dann 
eine  Reihe  guter  Beispiele. 

Das  Capitel  5  endlich  enthält  die  Auflösung  der  Gleichungen  vierten 
Grades. 

Voran  kommt  Eni  er 's  Lösung,  bei  welcher  abermals  eine  gründliche 
Discussion  der  Endformeln  fehlt,  ja  nicht  einmal  die  4  Wurzelwerthe  auf- 
gestellt werden;  auf  diese  Methode  kommt  die  von  Descartes.  Die  Bei- 
spiele  sind  auch  hier  zweckmässig.  Im  S  150  werden  noch  10  Gleichungen 
zur  weiteren  Uebung  aufgegeben.  Hiermit  schliesst  der  Verf.  und  lässt 
nur  noch  eine  ziemlich  vollständige  Sammlung  goniometrischer  Formeln, 
258  an  der  Zahl,  folgen. 

Gans  unerwähnt  bleiben  die  reciproken  Gleichungen,  die  sich  doch, 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  des  31  und  4.  Grades,  bis  zum  9.  Grade  auflösen 
lassen  und  andererseits  für  die  Schlömilch'sche  Auflösung  der  biquadrati- 
schen Gleichungen  nöthig  sind. 

Ebenso  unbeachtet  blieben  die  so  interessanten  und  wichtigen  binomi- 

7» 
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sehen  Gleichungen  von  der  Form  o::^  -f-  a=sO,  die  sieh  sehr  schdn  mittelst 
goniometrischen  Fanetionen  auflösen  lassen. 

Ferner  giebt  es  eine  Menge  von  Gleicbungsformen,  die  sich  auf  Oleich- 
ungen  des  2. ,  3. ,  4.  Grades  oder  auf  binomische  zurückführen  lassen ,  von 
welchen  der  H.  V.  aber  mit  keiner  Silbe  Erwähnung  macht;  beispielsweise 
seien  nur  einige  solche  Gleichungsformen  angedeutet: 

(ax^+bx^+c)^+A(ax^+bx**+c)*  +  B=o 
[aiax^+baf'+cf''+ß{ax^+bac^+c)*+yYr 

+A[a{ax^+ba^+cy'^+ß{aa^+bx^+c)*+y]P  +  B=0 

fla-t-P*+y'*"+^'*+*'*  =  b 
A .  a  2(«-f|J*+y**-*^'*-H**)  +  ^ .  a  «+tf*fy**+**'-H**  +(7  =  0 
u.  s.  w. 

Was  die  Ausstattung  des  Buches  anlangt,  so  ist  selbe  nett,  wie  bei 
allen  Werken  aus  dem  Verlage  von  H.  W.  Schmidt  in  Halle.  Als  druck- 
fehlerlos  kann  Bef.  das  Buch  nicht  bezeichnen,  da  ihm  Seite  IV,  6,  9,  10, 
13,  15,  16,  17,  21,  35,  47,  83,  87  Druckfehler  aufstiessen. 

Ueberblicken  wir  schliesslich  das  ganze  Werkchen,  so  zeigt  sich,  dass 
es  den  theoretischen  Theilen ,  besonders  bei  den  Gleichungen ,  durchwegs 
an  mathematischer  Strenge  fehlt  und  dass  der  H.  V»  von  dem  Geiste,  wel- 
cher in  Folge  der  bahnbrechenden  Arbeiten  eines  Gauss,  Cauchj  etc. 
in  neueren  mathematischen  Schriften  herrscht,  wenig  durchdrungen  ist 
Die  praktischen  Theile  sind  nach  guten  Mustern  gearbeitet  und  die  grosse 
Zahl  von  meist  zweckmässigen  Beispielen  macht  es ,  dass  Bef.  das  obige 
Buch  zum  Gebrauche  als  Aufgabensammlung  noch  anrathen  kann. 

Graz,  Osterwoche  1864.  A.  V.  Kautzneb. 


Methode  der  qualitativeii  ohemisohen  Analyse  von  Substanien,  welche  die 
h&nflger  vorkommenden  Elemente  enthalten.    Fttr  den  Schulge- 
brauch zusammengestellt  von  R.  Geist,  College  «an  der  Real- 
schule.   Halle,  Verlag  der  Buchhandlung  des  Waisenhauses,  1863. 
Die  kleine  nur  1  %  Bogen  umfassende  Schrift  wird  beim  analytisch- 
chemischen  Unterrichte  ihrer  Einrichtung  nach  recht  gute  Dienste  leisten 
Sie  behandelt  die  Untersuchung  auf  die  gewöhnlich  vorkommenden  Basen 
und  Säuren  und  ist  so  abgefasst,  dass  der  Schüler  die  dahin  gerichteten 
chemischen  Analysen  unmittelbar  nach  ihrer  Anleitung  auszuführen  im 
Stande  ist.     Mag  das  Schriftchen  wohl  dem  vorgerückteren  Schüler  nicht 
mehr  genügen,  so  ist  es  doch  jedenfalls  für  die  ersten  analytischen  Ar- 
beiten eine  recht  willkommene  Zugabe.  Dr.  Kahl. 
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Anfimgigmnde  cbr  Vatarlehr«  fftr  die  unteren  Klaeeen  der  Mittelschulen 
von  Dr.  Jos.  Krist,  Lehrer  der  Physik  an  der  k.  k.  Schotten- 
felder Ober-Realschule  in  Wien.  Mit  291  in  den  Text  einge- 
druckten HolBschnitten.  Wien,  1804,  Wilhelm  Brauroflller,  k.  k. 
Hofbnchh&ndler. 
Mit  Vergnttgen  habe  ich  das  Werkchen  des  Herrn  Verfassers  durch- 
gelesen, welches  sich  die  Aufgabe  stellt,  den  Schüler  zum  Beobachten  an- 
zuregen und  mit  ihm  Erfahrungen  zu  besprechen,  welche  bei  gehöriger 
Anleitung  auf  die  Naturgesetze  führen,  von  denen  sie  specielle  Fälle  dar- 
stellen. Die  Anordnung  des  Lehrstoffes  eignet  sich  recht  für  den  jugend- 
lichen Schüler,  welcher  zu  Anfange  hauptsächlich  mit  den  Theilen  der 
Physik  bekannt  gemacht  wird,  welche  ihn  die  Erscheinungen  allein  kennen 
lehren,  während  er  erst  später  in  die  deductiven  Capitel  de^  Physik  einge- 
führt wird.  Nur  mit  der  Schwere  hat  der  Verfasser  eine  Ausnahme  machen 
zu  müssen  geglaubt,  indem  er  sie  in  sehr  geschickter  Darstellung  sogleich 
nach  der  Einleitung  folgen  lässt;  hieran  reihen  sich  die  Wärme,  die  che- 
mischen Erscheinungen,  der  Magnetismus,  die  Elektricität,  Gleichgewicht 
und  Bewegung,  die  Wirkungen  der  Molekularkräfte,  die  tropfbarflüssigen 
Körper,  die  luftfbrmigen  Körper,  die  Akustik  und  die  Optik.  Der  Ver- 
fasser hat  nur  nach  seiner  in  der  Vorrede  ausgesprochenen  Absicht,  die  er 
meist  in  dem  Capitel  der  Schwere  so  vortrefflich  ausgeführt  hat,  überall 
die  Aufgabe  lösen  sollen.  Versuche  zu  beschreiben,  deren  Discussion  un- 
gezwungen zu  Naturgesetzen  führen  mnss.  Es  ist  ihm  dies  meistens  recht 
wohl  gelungen,  allein  es  scheint  mir,  als  ob  er  den  Begriff  specifische 
Wärme  noch  besser  durch  Misehungsbeispiele  vorbereitet  hätte,  als  in  der 
von  ihm  eingeschlagenen  Weise.  Auch  in  Bezug  auf  die  Erscheinungen 
.  an  Spiegeln,  Linsen  und  Planplatten  habe  ich  eine  andere  Ansicht  als  der 
Verfasser  zu  haben  scheint.  Sollte  nicht  in  diese  Lehrgegenstände  auf 
ungezwungnere  Weise  Deduction  hineinkommen,  wenn  man,  was  mathe- 
matisch nur  mit  Aufwand  von  viel  Zeit  und  Mühe  geschehen  kann ,  der 
Reihe  nach  experimentell  die  Sätze  nachweist:  das  optische  Bild  eines 
leuchtenden  Punktes  ist  wieder  ein  Punkt,  das  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade,  senkrecht  auf  demselben  Punkte  der  Axe  stehende  Gerade  wieder 
im  Allgemeinen  durch  einen  der  genannten  optischen  Apparate  proportio- 
nal verkürzt  oder  verlängert  etc.  ? 

Es  entspricht  dem  Unterrichtszwecke  des  Buches  vollkommen,  dass 
in  dem  chemischen  Theile  der  Schüler  nur  mit  den  gewöhnlicheren  Me- 
talloiden und  mit  dem  Wasser,  der  Kohlensäure ,  dem  Verbrennungs-  und 
Athmungsprocess  bekannt  gemacht  wird.  Obwohl  ich  nun  oben  in  Be- 
ziehung auf  den  optischen  Theil  eine  abweichende  Ansicht  ausgesprochen 
habe,  so  bin  ich  doch  im  Ganzen  von  dem  Buche  sehr  befriedigt,  der  Leser 
desselben  wird  auf  ungezwungene  Weise  lernen  und  wird  durch  das  Buch 
selbst  zur  Klarheit  angeregt  werden.     Die  interessanten  kleingedruckteni 
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sich  eingehender  mit  dem  kure  vorher  behandelten  Gegenstand  befassen- 
den Anmerkungen,  sowie  die  passenden  Fragen  werden  dem  Leser  des 
Buches  sehr  willkommen  sein.  Das  Buch,  welches  sich  auch  durch  seine 
ünssere  Ausstattung  empfiehlt,  verdient  recht  wohl  benutzt  zu  werden. 

Dr.  Kahl. 


Ziehrbnoh  der  Physik  für  Gymnasien,  Realschulen  und  höhere  Lehran- 
stalten.    Von  Dr.  Johann  Robbrt  Bovmann,    Oberlehrer  am 
Gymnasium  zu  Ooblenz.     Mit  264  in. den  Text  eingedruckten 
Holzschnitten.       Köln    und    Neuss,    Druck    und    Verlag    der 
L.  Schwann'schen  Verlagshandlung.     1803. 
Der  Verfasser   will   mit   vorliegendem   Lehrbnche   der  Physik    den 
Schttlern  höherer  Lehranstalten  ein  Buch  in  die  Hand  geben ,  welches  die 
Erfüllung  der  von  der  höchsten  ünterrichtsbehörde  in  Preussen  gestellten 
Anforderungen   an   die  physikalischen  Kenntnisse  der  Abiturienten  von 
Gymnasien    und  Realschulen   vorbereiten    hilft.      Diese  Anforderungen 
spricht  das  Prüfungsreglement  für  die  Gymnasien  vom  4.  Juni  1834  aus: 
„Deutliche  Erkenntnisse  der  Hauptgesetze  der  Natur,  namentlich  der  Ge- 
setze, welche  mathematisch ,  jedoch  ohne  Anwendung  des  höheren  Calculs 
begründet  werden  können^*  und  die  Prüfungsordnung  für  die  Realschulen 
vom  6.  October  1859:   „Bei   der  auf  Experimente  gegründeten  Kenntniss 
der  Naturgesetze  muss  die  Befähigung  vorhanden  sein ,  dieselben  mathe- 
matisch zu  behandeln  und  zu  begründen ,  die  Schüler  müssen  eine  Fertig- 
keit erworben  haben ,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualität  Gefasste 
durch  Quantitäten  auszudrücken**.  —  Die  Anordnung  des  Lehrstoffes  hat 
den  Verfasser  zu  folgender  Reihenfolge  geführt:  Allgemeine  Eigensehaf-. 
ten  der  Körper,  Wirkung  der  Molekularkräfte,  chemische  Erscheinungen, 
Statik  und  Dynamik  der  festen,    der  flüssigen,   der  gasförmigen  Körper, 
Magnetismus,  Reibungselektricität,  Berührungselektricität,  Wellenbewegun- 
gen, Akustik,  Optik,  Wärmelehre,  gegen  welche  sich  wenig  einwenden 
lässt.     Mag  nun  der  Verfasser  auch  dem  Wortlaut  der  oben  erwähnten 
Anforderungen  genügt  haben ,  alles  mathematisch  zu  behandeln ,  so  fehlt 
doch  das  die  Erscheinungen  oder  Gesetze  Verknüpfende,  so   dass  diese 
meist  aphoristisch  erscheinen.     Warum  hat  der  Verfasser  beim  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  nur  in  trockener  Weise  dessen  Definition  und 
nicht  auch  die  charakteristische  Eigenschaft  angegeben ,  dass  er  Angriffs- 
punkt der  Resultante  bleibt,  auch  wenn  die  Componenten  um  gleichviel 
gedreht  werden?     Es  scheint  mir  auch  mit  Grund  die  Anforderung  an  ein 
Lehrbuch  der  Physik  gestellt  werden  zu  können,  an  das  Bekannte  das  neu 
zu  Erklärende  anzuknüpfen,  die  Erscheinung  aus  dem  Gesetze  zu  dedn- 
eiren,  klar  und  correct  in  den  Erklärungen,  streng  in  den  Herleitungen  zu 
sein.     Der  Verfasser  scheint  diese  Anforderung  nicht  an  sich  herantreten 


Literatarzeitung.  79 

gefühlt  sn  baben,  denn  er  schiebt  die  Wirkung  von  Kräften  an  Naschinen 
gleich  nach  der  Standftthigko.it  nnter  dem  TiteJ:  ,, Gleichgewicht  der  ein- 
fachen Maschinen*'  ein,  wo  wahrlich  Niemand  verstehen  kann,  was  es 
heisst:  „Soviel  an  Kraft  gewonnen  wird,  so  viel  geht  au  Weg  und  also 
auch  an  Zeit  verloren".  Wenn  zur  Erklärung  die  einfachen  Maschinen 
als  einfache  Beispiele  beibehalten  werden,  warum  folgt  der  Verfasser  nicht 
Redtenbacher's  ausgezeichneter  Erklärung  in  den  Principien  der  Mechanik 
und  des  Maschinenbaues?  Dann  aber  müssen  die  Maschinen  erst  nach 
der  Wirkung  der  Kräfte  behandelt  werden.  Bei  der  Bewegung  gewöhnt 
der  Verfasser  den  Schüler  überall  daran,  Punkt  und  Körper  nicht  zu  un* 
terscheiden ,  weist  die  so  leicht  herzuleitende  dynamische  Bedeutung  des 
Schwerpunktes  nicht  nach,  bringt  die  Hindernisse  der  Bewegung  erst  nach 
der  mechanischen  Arbeit  und  das  Trägheitsmoment  nach  dem  Pendel. 
Offenbar  unrichtig  ist  es,  von  der  Leistung  einer  Kraft  zu  sprechen,  wenn 
bei  deren  Wirkung  die  Zeit  nicht  mit  in  Betracht  kommt,  dann  heisst  es 
auch  nicht  Ma reo tte/s  Gesetz,  wie  wiederholt,  sogar  im  Register  vor- 
kommt. Zu  meinem  grossen  Bedauern  finde  ich  auch  in  den  übrigen  Ab- 
schnitten des  Buches  das  Bestreben  nicht  hervortretend,  deutliche  Einsiebt 
und  Zusammenhang  in  die  Erscheinungen  und  Naturgesetze  zu  bringen, 
so  dass  ich  bekennen  muss,  ich  halte  die  Absicht  des  Verfassers,  den  Schü- 
lern durch  sein  Werk  etwas  zu  nützen,  für  eine  gänzlich  verfelilte. 

Dr.  Kahl. 


Lahrbitöh  der  tpliftrisclieii  Astronomie  von  Dr.  F.  Brünnow,  Professor 
der  Astronomie  an  der  Universität  von  Michigan  und  Director  der 
Sternwarte  zu  Ann.  Arbor.  Mit  einem  Vorworte  von  T.  F.  Enckb, 
Director  der  Berliner  Sternwarte.     Zweite  vermehrte  Ausgabe. 
Berlin,  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung.  1862. 
Als  im  Jahre  1851  die  erste  Auflage  dieses  Werkes  erschien,  befrie- 
digte dieselbe  in  Wirklichkeit  ein  dringendes  Bedürfniss,  indem  trotz  der 
Keichhaltigkeit  unserer  Literatur  namentlich  an  populären  astronomischen 
Schriften,   sich  doch  kein   neueres  Werk  in  derselben  vorfand,  das  die 
Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie  im  Zusammenhange  darstellte 
und  dem  Anfänger   den  Zugang  zu  dieser  Disciplin  erleichtern  konnte. 
Letzterer  sah  sich  vielmehr  bei  seinen  Studien  fast  auf  die  verschieaeqen 
astronomischen    Zeitschriften,    akademischen  Memoiren   etc.    verwiesen. 
Diese  Umstände   erklären   die    rasche  und   weite  Verbreitung,   die   das 
Brtfnnow*sche  Buch  sofort  in  astronomischen  Kreisen  fand  und  in  Folge 
deren  sich  bereits  vor  mehreren  Jahren  das  Bedürfniss  einer  neuen  Auf- 
lag« fiihlbar  machte.     Der  Verfasser,  der  seine  frühere  Stellung  in  Bilk 
mittlerweile  aufgegeben  hatte  und  nach  der  neuen  Welt  übergesiedelt  war, 
beabsichtigte  nun  anfangs  eine  vollständige  Umarbeitung  d^DucJyesyJn- 
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dessen  der  ungttnstige  Zustand  seiner  Gesundheit  hinderten  ihn  an  der 
Ausführung  dieses  Verhahens  und  so  hat  er  sich  darauf  beschränkt,  nur 
die  nöthigsten  Zusä^se  und  Verbesserungen  anzubringen,  so  dass  diese 
neue  Auflage  wenigstens  die  beiden  Hauptprobleme  der  sphärischen  Astro- 
nomie, die  Bestimmung  des  Ortes  der  Gestirne  an  der  scheinbaren 
Himmelskugel,  sowie  die  des  Beobachtungsortes  auf  der  Erde  nebst  Allem, 
was  darauf  Bezug  hat,  in  ziemlicher  Vollständigkeit  behandelt.  Da  die 
erste  Auflage  des  Werkes  hinreichend  bekannt  ist,  »o  können  wir  uns  in 
dieser  Anzeige  darauf  beschränken,  die  wesentlichen  Aenderungen  und 
Zusätze,  welche  der  Verfasser  bei  der  neuen  Auflage  gemacht  hat,  knrs 
anzufahren. 

Die  Einleitung,  welche  in  der  ersten  Auflage  nur  zwei  Theile  ent- 
hielt, nämlich  A.  die  Transformation  der  Coordinaten  und  die  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  und  B.  die  Interpolationsrechnung,  hat  in  der 
zweiten  Auflage  fünf  Theile.  Zunächst  treffen  wir  nämlich  hier  C.  die 
Theorie  einiger  bestimmter  Integrale,  welche  besonders  die  in  der  Theorie  der 

Befraction,  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  etc.  wichtige  Transceadente 
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behandelt.     Der  Verfasser  giebt  für  das  erwähnte  Integral  zwei  Reihen- 
entwickelungen und  die  Laplace'sche  Darstellung  in  Form  eines  Ketten- 
bruches.     Es  schliesst  sich  hieran  noch  die  Untersuchung  von  ein  paar 
anderen  bestimmten  Integralen,  die  auf  das  vorige  zu  reduciren  sind.   Das 
Wesentlichste  dieser  Betrachtungen  findet  sich  in  der  ersten  Auflage  aller- 
dings auch  schon,  aber  nicht  abgesondert,  sondern  bei  der  Theorie  der 
Kefraction  behandelt.     Ganz  neu  hinzugekommen  sind  dagegen  die  beiden 
nächsten  Theile,  nämlich  D.  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (S.  42—46) 
und  E.  die  Entwickelung  periodischer  Functionen  aus  gegebenen  nume- 
rischen Werthen  in  Form  von  Reihen,  welche  die  Form  haben 
^0  +  <iiC08x  +  atC082x  -h... 
+  h^sinx  +  h^sin2x  +  ... 
(S.  67 — 73).     Die  Praxis  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erläutert  der 
Verfasser  an  einem  Beispiele ,  das  B  e  s  s  e  Ts  Bestimmung  der  Refractions- 
Constanten  (7.  Band  der  Königsberger  Beobachtungen)  entnommen  ist. 

Im  ersten  Abschnitte  (die  scheinbare  Himmelskugel  und  deren 
tägliche  Bewegung)  hat  der  erste  Theil,  der  die  verschiedenen  Ebenen  und 
Kreise  an  der  Himmelskugel  behandelt,  eine  neue. Darstellung  erhalten, 
während  der  zweite,  die  Verwandlung  der  verschiedenen  Coordinaten* 
Systeme  enthaltend,  nur  wenig  geändert  worden  ist.  Der  dritte  und  vierte 
Theil  der  alten  Auflage  haben  in  der  neuen  ihre  Plätze  vertauscht.  Neu 
hinzugekommen  ist  in  dem  jetzigen  dritten  Theile  die  Ableitung  der  wah- 
ren Länge  der  Sonne  aus  der  mittleren  mit  Hilfe  der  Kepler'schen  Gesetze 
t 
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wftbrend  in  der  ersten  Anflftge  die  Form  der  betreffenden  Gleichung  nnr 
historisch  angegeben  war;  ebenso  ist  die  Verwandlung  der  Lftnge  in  Beet* 
ascension  in  Form  einer  nach  den  Sinns  und  Cosinus  der  Vielfachen  der 
mittleren  Länge  fortschreitenden  Reihe  neu  hinzugekommen.  Auch  an 
die  Spitze  des  jetzigen  vierten  Abschnittes  ist  eine  neue  Nummer  getreten, 
welche  die  Berechnung  der  Cuiminationszeit  des  Mondes  und  der  Planeten 
aus  den  in  den  Ephemeriden  angegebenen  Rectascensionen  im  Mittage 
lehrt;  desgleichen  stehen  auch  am  Schlüsse  zwei  neue  Nummern,  betreffend 
die  grösste  Digression  ron  Circumpolarsternen  und  die  Zeit,  in  welcher 
Sonne  und  Mond  sich  durch  einen  gegebenen  grössten  Kreis  bewegen. 

Der  jetzige  zweite  Abschnitt  (Veränderungen  der  Fundamental* 
ebenen ,  auf  welche  die  Orte  der  Sterne  bezogen  werden)  bildete  in  der 
ersten  Auflage  einen  Theil  des  dritten  Abschnittes.  Er  behandelt  die 
Präcession  und  Nutation.  Hier  hat  besonders  die  Darstellung  der  Nuta* 
tion  eine  gänzliche  Umarbeitung  erfahren;  die  zu  Grunde  liegenden  Con* 
stauten  sind  nicht  mehr,  wie  in  erster  Auflage,  die  BesseTschen,  sondern 
die  von  Peters  in  der  Schrift  ^,Numeni8  constans  nutationis^^  veröffent* 
lichten,  die  bekanntlich  auch  den  Nicolai^schen  Nutationstafeln  zu  Grunde 
liegen. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  Parallaxe,  Refraction  und  Aberra« 
tion  behandelt.  Eine  neue  Darstellung  hat  die  Refraction  gefunden,  eines- 
theils  nämlich  ist  ein  Theil  der  rein  analytischen  Sätze ,  die  in  der  ersten 
Auflage  diesen  Oapitel  einverleibt  waren,  in  die  Einleitung  verwiesen  wor- 
den, andererseits  hat  der  Verfasser  ausser  der  Boss eTschen  Hypothese 
ttber  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  mit  wachsender  Höhe 
auch  die  von  Ivory  berttcksichtigt ,  endlich  ist  auch  noch  eine  kurze 
Nummer  über  die  Dämmerungspbänomene  hinzugefügt  worden.  Auch  das 
Capitel  von  der  Aberration  hat  einen  Zusatz  erhalten,  nämlich  die  ana- 
lytische Ableitung  der  Formeln  für  die  Aberration  für  Gestirne,  die  eine 
eigene  Bewegung  haben. 

.Der  vierte  Abschnitt  (Herleitung  der  mittleren  Sternörter  und 
der  wahrscheinlichen  Werthe  der  darauf  Einfluss  habenden  Gonstanten 
aus  Beobachtungen)  ist  zum  grossen  Theile  neu.  Ganz  neu  sind  die  beiden 
ersten  Nummern  (Reduction  der  mittleren  Oerter  der  Sterne  auf  schein- 
bare und  umgekehrt,  und  Bestimmung  der  Rectascension  und  Declination 
der  Sterne,  sowie  der  Schiefe  der  Ecliptik),  während  die  dritte  Nummer 
(Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  zur  Reduction  der  Stern- 
'  örter  angewandten  Constanten  aus  Beobachtungen)  sich  zwar  in  dem  fünf- 
ten Abschnitte  der  ersten  Auflage  vorfindet,  aber  in  bedeutend  kürzerer 
Gestalt. 

Der  fünfte  Abschnitt  (Bestimmung  der  Lage  der  festen  grössten 
Kreise  der  Himmelskugel  gegen  den  Horizont  des  Beobachtungsortes) 
bildete  in  der  ersten  Auflage  den  vierten  Abschnitt,  der  sechste  (Be- 
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stimmnng  der  Dimensionen  der  Erde  nnd  der  Horizontalparallaxen  der 
Himmelskörper)  ist  ans  den  beiden  ersten  Nummern  des  früheren  fünften 
gebildet. 

Endlich  hat  der  siebente  Abschnitt,  der  frühere  sechste,  welcher 
die  Theorie  der  astronomischen  Instramente  enthält,  mehrere  nicht  nnbe- 
deutende  Zusätze  erhalten.  Gleich  in  der  ersten  Nummer  ist  als  neu  su 
erwähnen  die  Behandlung  der  Einwirkung  der  Schwere  auf  die  Kreise  und 
das  Fernrohr,  sowie  die  Untersuchungen  der  Ungleichheiten  der  Mikro- 
meterschrauben. In  der  Theorie  des  Aequatoreals  isfc  die  Benutsnng  des- 
selben für  die  Bestimmung  relativer  Oerter  hinzugetreten  und  am  Ende 
des  Abschnittes  finden  wir  in  einer  neuen  Nummer  den  Einfinss  der  Prä- 
cession,  Nutation  und  Aberration  auf  den  Positionswinkel  und  die  Distanz 
zweier  Sterne  besprochen. 

Trotz  des  nicht  unbeträchtlichen  Umfanges,  den  manche  dieser  Zu- 
sätze haben,  ist  doch  die  neue  Auflage  kaum  um  einen  halben  Bogen 
stärker  als  die  frühere.  Diese  Platzersparniss  ist  bewirkt  worden  theils 
durch  kleineren  und  engeren  Druck  der  Formeln ,  theils  durch  Abkürzun- 
gen in  Darstellung  an  manchen  Stellen,  wo  die  erste  Auflage  ohne  Noth 
weitläufig  war.  Schliesslich  müssen  wir  noch  erwähnen,  dass  die  Abbil- 
dungen ,  welche  in  der  ersten  Auflage  auf  einer  besonderen  Tafel  beige- 
geben waren,  in  dieser  neuen  Auflage  in  der  jetzt  Üblichen  Weise  dem 
Texte  eingedruckt  sind. 

Jedenfalls  wird  das  Buch  auch  in  dieser  neuen  Gestalt  dieselbe  An- 
erkennung finden ,  wie  in  der  früheren  und  recht  Vielen  den  Eingang  zur 
Wissenschaft  der  Astronomie  erleichtem  helfen.  Grbtschei.. 


Helmbs,  J.  ,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Celle.    Die  Elemeatar-lCatlie- 
matik  nach  den  Bedürfnissen  des  Unterrichtes   streng  wissen- 
schaftlich dargestellt.  ErsterBand:  Arithmetik  und  Algebra, 
zweiter  Band :  Planimetrie.     Hannover ,  Hahn*sche  Hofbach- 
handlung.    1862. 
Nach  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers  soll  das  vorliegende  Bach 
ein  Lernbuch  im  vollsten  Sinne  des  Wortes  sein,  d.  h.  ein  Buch,  in  wel- 
chem der  Schüler  den  Unterrichtsstoff  in  vollständig  ausgearbeiteter  Form 
so  dargestellt  findet,  wie  er  ihn  sich  anzueignen  hat.     Als  Hauptaufgabe 
eines  solchen  Buches    aber   stellt  er  hin,    „die  Forderungen   strengster 
Wissenschaftlichkeit  mit  den  Forderungen  grösstmöglicher  Fasslichkeit  für ' 
die  Jugend  zu  vereinen,  den  Inhalt  des  Unterrichtes  aber  auch  für  das 
Leben  möglichst  brauchbar  zu  machen".     Diesen  Forderungen  hat  er  zu 
genügen  gesucht,  erstens  durch  vollkommen  organische  Verbindung  and 
Gliederung  des  Ganzen  wie   des  Einzelnen;   zweitens  durch  eine  solche 
Einrichtung  des  Lehrganges,  dass  er  die  grösstmögliche  Ursprüngliehkeit 
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Qnd  Unmittelbarkeit  der  Erkenntniss  ersielt,  den  Fortgang  Yotn  Betende* 
ren  zum  Allgemeinen  nimmt  und  ohne  ünterlass  die  theoretische  Erkennt- 
niss  mit  praktischer  Uebnng  verbindet;  drittens  durch  besondere  Hervor- 
hebung von  Anwendungen  der  Wissenschaft  aufs  Leben,  namentlich  in  der 
Aufstellung  und  Auflösung  von  Aufgaben. 

Was  nun  zunächst  den  ersten,  die  Arithmetik  und  Algebra  behandeln- 
den Band  anlangt,  so  zerfällt  dieser  in  zwei  Theile.  Gegenstand  des 
ersten  Theiles  sind  die  vier  Species  und  die  Gleichungen  ersten  Grades. 
Derselbe  zerfällt  wieder  in  neun  Abschnitte,  deren  Inhalt  der  folgende  ist. 
l)  Die  vier  Species  in  ganzen  Zahlen;  2)  die  algebraischen  Zahlen  (ent- 
gegengesetzte Grössen);  3)  gemeinschaftliched  Maass  der  Zahlen,  Prim- 
zahlen, commensurable  und  incomroensurable  Grössen ;  4)  Brüche ;  5)  De- 
cimalbrüche;  6)  Kettenbrüche;  7)  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  und 
mit  mehreren  Unbekannten ,  sowie  Diophantische  Gleichungen  vom  ersten 
Grade ;  8)  Verhältnisse  und  Proportionen ;  0)  Quadriren  und  Cubiren,  Aus- 
ziehen von  Quadrat-  und  Cubikwurzeln. 

Im  Ganzen  müssen  wir  dem  Verfasser  das  Zeugniss  geben,  dass  seine 
Darstellung  den  Anforderungen  entspricht,  die  er  selbst  stellt.  Auf  einen 
Punkt  aber  wollen  wir  hier  aufmerksam  machen ,  weil  wir  daselbst  einen 
Irrthum  zu  bemerken  glauben.  In  $  53  wird  der  Lehrsatz :  „Mit  einer 
Differenz  wird  multipHcirt,  indem  man  mit  dem  Minuendus  und  mit  dem 
Subtrahend  US  derselben  multiplicirt  und  letzteres  Product  vom  ersteren 
subtrahirt**,  also 

a{fn  —  n)  =  am  —  an, 
auf  folgende  Art  bewiesen.  Wenn  man  mit  m  statt  mit  m  —  n  multiplicirt, 
so  hat  man  mit  einer  um  n  zu  grossen  Zahl  multiplicirt,  man  muss  daher 
von  dem  erhaltenen  Producte  noch  das  Product  an  abziehen.  Dies  ist 
aber  kein  Beweis,  sondern  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  den  Satz.  Der 
Beweis  selbst  wird  wohl  nicht  anders  zu  führen  sein,  als  indem  man  m  ~-fi 
als  positiv  voraussetzt,  die  Factoren  vertauscht  und  so  die  Aufgabe  zu- 
rückführt auf  die  im  vorhergehenden  S  behandelte  Gleichung 

(a  —  b)fn  =  am  —  bm. 
Dies  hat  aber  weiter  die  Folge,  dass  der  in  $  118  stehende  Satz:  „Mit  einer 
negativen  Zahl  wird  multiplicirt,  indem  man  das  Entgegengesetite  des 
Multiplicandus  mit  dem  positiven  Multiplicator  multiplicirt",  nicht  auf  die 
dort  angegebene  Art  bewiesen  werden  kann : 

(+«)•(—«)  =  (+«)(ö — m)=sO  +  ma=  + m«, 
denn  die  Regel  des  S  58  ist  eben  nur  für  positive  Differenzen  bewiesen. 
Die  in  $.  118  angegebene  Regel  ist  flberhaupt  kein  Lehrsatz ,  sondern  eine 
Definition,  gerade  eben  so  wie  die  Regeln  für  die  Addition  einer  negativen 
Zahl,  für  die  Mnltiplication  mit  einem  gebrochenen  Multiplicator,  für  die 
Potenzirung  mit  einem  negativen,  der  Null  gleichen  oder  gebrochenen  Ex- 
ponenten durchaus  als  Definitionen  hinzustellen  sind,  sobald  man  vorher 
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das  Product  als  eine  Samme  gleicher  Addenden,  die  Potenz  als  ein  Prodnct 
gleicher  Factoren,  Quotient  und  Wureel  aber  als  Umkebrungen  der  beiden 
vorigen  Z  ah  lenver  bin  düngen  definirt  hat. 

Der  zweite  Theil  beschäftigt  sich  mit  den  Entwickelungen  des  Potenz- 
begriffea  und  den  Gleichungen ,  deren  Auflösung  auf  ihnen  beruht.  Die 
Vertheilung  des  Stoffes  auf  die  einzelnen  Abschnitte  ist  folgende,  10)  Po- 
tenziren und  Hadiciren;  11)  quadratische  Gleichungen  (mit  einer  und  mit 
zwei  Unbekannten,  Diophantische  Gleichungen  zweiten  Grades);  12)  Lo- 
garithmen; 13)  Progressionen  (arithmetische,  geometrische  und  harmo- 
nische, Interpolation  u.  a.);  14)  Zinseszins-  und  Bentenrechnung;  15)  Com- 
binationslehre  (Permutationen,  Combinationen  und  Variationen,  binomi- 
scher Lehrsatz,  Elemente  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung;  16)  arith- 
metische Reihen  höherer  Ordnung;  17)  cubische  Gleichungen. 

Allen  einzelnen  Abschnitten ,  mit  Ausschluss  der  beiden  letzten ,  hat 
der  Verfasser  zahlreiche  Uebungsbeispiele  beigegeben,  so  dass  bei  Be- 
nutzung des  Buches  eine  besondere  Sammlung  algebraischer  Aufgaben  ent- 
behrt werden  kann. 

Der  zweite  Band,  welcher  die  Geometrie  der  Ebene  enthält,  zerfüllt 
gleichfalls  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  die  Congruenz  und  Gleich- 
heit der  Figuren  behandelt.  Die  einzelnen  Abschnitte  haben  folgenden 
Inhalt.  1)  Die  gerade  Linie  und  der  Winkel  (Länge  der  Geraden,  swei 
Gerade  sind  durch  eine  dritte  geschnitten,  Parallelentheorie);  2)  das  Drei- 
eck (Allgemeines,  die  vier  Congruenzsätze,  besondere  Sätze  über  das  recht- 
winklige und  gleichschenklige  Dreieck,  merkwürdige  Punkte  des  Drei- 
eckes, geometrische  Oerter) ;  8)  Auflösung  von  Aufgaben  durch  Construc- 
tion  (ohne  Analyse  und  mit  Analyse);  4)  das  Parallelogramm;  5)  Gleich- 
heit des  Flächeninhaltes  bei  Dreiecken  und  Parallelogrammen  (Pytbago- 
räischer  Lehrsatz,  Verwandlung  und  Theilung  der  Dreiecke  und  Parallelo- 
gramme); 0)  das  Vieleck;  7)  Kreislehre  (Sehnen,  Tangenten  und  Winkel 
im  Kreise ,  um-  und  eingeschriebene  Vielecke ,  gegenseitige  Lage  zweier 
Kreise). 

Im  zweiten  Theile  kommen  die  arithmetischen  Beziehungen  der 
planimetrischen  Gebilde  zur  Sprache  und  es  handelt  derselbe  von  dem 
Verhältniss  der  Flächen  und  von  der  Aehnlichkeit  der  Figuren.  Die  ein- 
zelnen Abschnitte  sind  hier  folgende.  8)  Berechnung  des  Flächeninhaltes 
geradlinig  begrenzter  Figuren;  9)  Proportionalität  der  Linien  und  Aehn- 
lichkeit der  Figuren ;  10)  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  des  rechwinkli- 
gen Dreieckes,  .regelmässiges  Zehneck,  Linien  am  Kreise;  11)  Anwendung 
der  Eigenschaften  ähnlicher  Figuren  auf  Lehrsätze  und  Aufgaben  der 
Planimetrie;  12)  Bectification  und  Quadratur  des  Kreises;  13)  Wechselbe- 
ziehung der  Geometrie  mit  Arithmetik  und  Algebra;  14)  ein  elementares 
Theorem  der  Isoperimetrie« 
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Aach  in  diesem  Bande  sind  den  meisten  Abschnitten  Uebungsbeispiele 
in  ziemlicher  Anzahl  beigegeben. 

Das  ganze  Werk  macht  den  Eindruck  einer  fleissigen  and  sorgsamen 
Arbeit;  die  Darstellung  ist,  wenn  auch  nicht  elegant,  so  doch  klar  und  ver- 
ständlich ,  die  Entwickelungen  und  Beweise  sind  in  der  Hegel  streng  und 
richtig.  Jedenfalls  wird  sich  die  Schrift  als  ein  nützliches  Hilfsmittel  beim 
Unterrichte  an  höheren  Lehranstalten  bewähren.  Gretschel. 


TafUn  der  Additions-  und  Snbtraoüo&s-LogarifhmeiL  für  sieben  Stellen 
berechnet  von  J.  Zech.     Besonderer  Abdruck  aus  der  Vega- 
Hül  SS  ersehen  Sammlung  mathematischer  Tafeln.     Zweite  Auf- 
lage.    Berlin,  Weidmann.     1863, 
Die  Yorliegenden  Tafeln  sind  den  practischen  Rechnern  schon  lange 

bekannt  und  bedürfen  daher  einer  besonderen  Empfehlung  nicht  mehr. 

Die  erste  Tafel,  die  Additionstafel,  giebt  für  alle  Werthe  von  logx  von  0 

bis  6  die  zugehörigen  Werthe  von  log  ll+  —j    bis   auf  sieben   Decimal- 

stellen  an.     Die  zweite  oder  Subtractionstafel  enthält  zu  den  Werthen  von 

logx  von  0  bis  0,3029  die  zugehörigen  Werthe  von  log . 

X — 1 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  sofort  der  Gebrauch  der  Tafeln.  Lei- 
der ist  denselben  gar  keine  Erläuterung  beigegeben  ,^so  dass  man  darauf 
angewiesen  ist,  die  Einrichtung  der  Tafeln  selbst  aus  denselben  herauszu- 
finden. Ist  auch  dieser  Uebelstand,  eben  weil  die  Tafeln  schon  hinläng- 
lich bekannt  sind,  nicht  allzuempfindlich,  so  würde  es  immerhin  zweck- 
mässiger gewesen  sein,  denselben  einige  erläuternde  Worte  vorzudrucken, 
nm  ihren  Gebrauch  auch  in  weiteren  Kreisen  zu  erleichtern. 

GSETSCHEL. 
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Recensionen. 

OenTiat  da  Deaarpiaa  r^unies  et  analysdes  par  M.  Poudra,  Paris  1804. 

Die  EntwickelaDg  der  Geometrie  zeigt  demjenigen,  welcher  sie  am 
Faden  der  Geschichte  verfolgt,  einen  eigenthümlichen  Wechsel  der  Be- 
handluugsweise.  Rechnet  man  die  Geschichte  der  Mathematik  auch  nur 
Ton  den  Zeiten  des  Euclid  an,  zu  welchen  die  Wissenschaft  schon  einen 
Höhepunkt  erreicht  hatte,  welcher  auf  eine  lange  Vorgeschichte  hinweist, 
so  waren  sicherlich  zwei  Jahrtausende  hindurch  synthetische  Methoden, 
oder,  wie  man  vielleicht  deutlicher  sagen  könnte,  Methoden  der  Zeichnung 
und  der  Anschauung  vorhanden,  mit  deren  Hülfe  mau  die  Eigenschaften 
der  Raumgebilde  untersuchte  und  Resultate  erzielte,  welche  unser  Erstau- 
nen um  so  mehr  hervorrufen,  je  künstlicher  oft  der  Weg  war,  auf  welchem 
man  zu  ihnen  gelangte. 

Wenn  man  diese  ältere  Geometrie  studirt,  so  geht  es  einem  ähn- 
lich wie  beim  Studium  der  Schriften  von  Cauchy:  Man  bewundert  die 
Strenge  der  Beweise,  aber  man  verwundert  sich  ebenso  über  deren  Mangel 
an  Natürlichkeit.  Man  kann  unmöglich  glauben ,  dass  der  Beweis  dieses 
oder  jenen  Satzes  den  Satz  selbst  habe  entdecken  lassen.  Man  vermisst 
das  Gerüste,  welches  dazu  diente,  die  fein  und  scharf  behaueneu  Ecksteine 
einzusetzen ,  die  das  ganze  Gebäude  so  künstlich  tragen. 

Es  mag  wohl  sein,  dass  dieses  Gefühl  mangelnder  Befriedigung  dazu 
beitrug,  den  allgemeinen  Enthusiasmus  noch  zu  steigern,  welcher  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Descartes  gleich  bei  ihrem  Erscheinen  be- 
grüsste.  Hier  war  eine  Methode  angegeben,  nach  welcher  nicht  bloss  schon 
bekannte  geometrische  Eigenschaften  in  analytischer  Uebersetzung  in 
neuem  Zusammenhange  auftraten,  auch  neue  Eigenschaften  ergaben  sich 
jetzt,  wie  von  selbst,  bei  der  Discussion  einer  ganz  beliebig  angenommeneu 
Gleichung.  War  es  früher  Aufgabe  des  höchsten  geometrischen  Scharf- 
sinnes gewesen,  Curven  wie  die  Cissoide ,  die  Quadratrix  des  Dinostrates, 
die  Spirale  des  Conen  nach  ihren  Gesetzen  zu  prüfen,  so  war  es  jetzt  Je- 
dem, der  nur  mit  algebraischen  Grössen  rechen  konnte,  ein  Leichtes,  diese 
Curven  als  specielle  Fälle  von  anderen  weit  umfassenderen  Gruppen  zu 
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betrachten,  so  konnte  man  beispielsweise  jetzt  die  gemeinsamen  Eigen- 
X schaffen  der  Kegelschnitte  entwickeln,  wenn  man  sich  früher  genötbigt  sah, 
mit  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  sich  einzeln  abzuplagen.  Aber  nicht 
bloss  diese  geometrische  Wichtigkeit  lag  der  Descartes'schen  Methode 
inne.  Eine  Folge  derselben  war  auch ,  dass  jetzt  erst  die  Lehre  von  den 
Functionen  als  allgemeinster  Theil  der  Mathematik  entstehen  konnte,  von 
welchem  aus  Arithmetisches,  Geometrisches  und  Mechanisches  sich  ent- 
wickeln liess,  alle  drei  als  Anwendung  derselben  Grandgedanken.  An  die 
Erfindung  der  analytischen  Geometrie  knüpft  sich  unmittelbar  die  Erfin- 
dung der  Infinitesimalrechnnng,  nnd  Leibnitz  wäre  nicht  zu  denken, 
wenn  nicht  Descartes  vorhergegangen  wäre.  Die  Fortschritte  der  Ma- 
thematik seit  jener  Zeit  waren  riesenhaft.  Noch  sind  es  keine  zwei  JaUr- 
'  hunderte,  dass  die  Differential-  und  Integralrechnung  existirt,  und  schon 
ist  es  so  weit  gekommen,  dass  die  Theile  der  Mathematik,  welche  damals 
als  höchste  betrachtet  wurden,  nur  noch  die  Fundamente  einer  ganz  neuen 
höheren  Mathematik  bilden.  Die  Giganten:  Euler,  Lag  ränge,  La  place, 
Monge,  Gauss,  Jacob  i,  Abel,  und  wie  sie  alle  heisseu,  haben  den  Ossa 
auf  den  Pelion  gethürmt,  und  ihre  Nachfolger  setzen  die  himmelstilrmende 
Arbeit  noch  immer  fort. 

Da,  am  Anfange  dieses  Jahrhunderts,  erinnerte  man  sich  auch  anter 
den  Männern  der  Erfindungen  wieder  an  die  alten  Methoden,  welche  so 
lange  alleinige  Geltung  gehabt  hatten,  und  denen  man  jetzt  eine  Seite  ab- 
zugewinnen suchte,  von  welcher  ans  sie  ähnliche  Allgemeinheit  darzubieten 
vermöchten,  wie  sie  den  analytischen  Methoden  znkam.  Carnot^sg^ 
m^trie  de  positionl803,  Lam^^s  examen  de  difiB^rentes  m^thodes  employ^es 
pour  resoudre  les  probl^mes  de  g^om^trie  1818,  Poncelet's  traitö  de  pro- 
pri^t^s  projectives  des  figures  1822,  Stein  er 's  systematische  Entwicklung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander  1832,  sind  neben 
vielen  einzelneu  Abhandlungen  die  Hauptschriften,  in  welchen  die  neaere 
Geometrie,  d.  h.  die  ausgebildete  and  auf  die  Höhe  der  Zeit  erhobene 
alte  Geometrie  auftrat,  eine  Geometrie,  welche  unter  den  Händen  der  noeh 
lebenden  Nacheiferer  jener  Männer  in  Frankreich,  in  Deutschland,  seit 
den  letzten  zehn  Jahren  anch  in  Italien,  der  analytischen  Geometrie  völlig 
ebenbürtig  geworden  ist. 

Schon  Poncelet  hatte  in  dem  genannten  Werke  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  das  17.  Jahrhundert,  wie  es  die  analytische  Geometrie  schnf, 
auch  die  Wiege  der  neueren  Geometrie  war,  dass  ein  Lyoner  Architekt  mit 
Namen  Desargues,  der  Freund  des  Descartes,  aber  in  seinen  Forsch- 
ungen weniger  als  dieser  von  dem  Beifall  der  Zeitgenossen  begleitet,  da- 
durch in  den  Schatten  gestellt  und  nachgrad^  vergessen,  schon  mit  den 
allgemeinen  Methoden  der  synthetischen  Geometrie  sich  beschäftigte ,  und 
dass  es  Zeit  sei,  die  ganze  Bedeutsamkeit  dieses  Monge  seines  Jahr- 
hunderts   Verdientermassen  anzuerkennen.      Chasles    hat  dieser  Aner- 
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kennang  hi  seinem  1837  erschienenen  „apper^u  historiqne  sar  Torgine  et  le 
d^veloppement  des  m^thodes  en  g^ometrie**  (Übersetzt  yon  Sohneke  1839 
nnter  dem  Titel :  Gesclitchte  der  Geometrie)  beredten  Aasdruck  rerliehen. 
Auf  S.  74  flgg.  und  S.  331  ügg.  des  Originals  (S.  71  —  85  and  8.  344  — 348 
der  deutschen  Uebersetzung)  hat  er  die  yielfältigen  Verdienste  des  Vaters 
der  neueren  Geometrie  ausführlich  geschildert,  und  nachdem  er  snletzt  aus 
der  histoire.  lit^raire  da  la  Tille  de  Lyon  von  Colonia  (1728)  die  8telle 
angeführt,  Riebe r,  Domherr  zu  Provins,  wolle  eine  yoHstftndige  Aasgabe 
der  Werke  von  DesaFgues  besorgen,  knüpft  er  daran  den  Wunsch: 
Liesse  doch  ein  glücklicher  Zafall  die  für  das  Unternehmen  von  Rieh  er 
gesammelten  Materialien  wiederfinden ! 

Dieser  Wunsch  ist  nun  allerdings  nicht  in  Erfüllung  gegangen,  allein 
die  AufkUrung  jener  noch  halbdnnkein  Stelle  in  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik hat  darunter  nicht  gelitten.  Chasles  selbst  war  so  glücklich, 
1845  bei  einem  pariser  Bücherhändler  ein  Manuscript  zu  entdecken,  welches 
das  vollständig  verschwundene  Hauptwerk  des  Desargues  in  zweifellos 
beglaubigter  Abschrift  enthielt,  and  seit  1800  hat  Herr  Pondra  in  dankens«- 
werther  Aufopferung  für  die  Wissenschaft  weder  Mühe  noch  Kosten  ge- 
scheut, um  alles  za  sammeln,  was  irgend  auf  Desargues,  sein  Leben 
und  seine  Schriften  Bezug  hat,  und  das  Ergebniss  dieser  rastlosen  Thätig- 
keit  ist  es,  welches  gegenwärtig  in  zwei  Bänden  von  zusammen  fast  ÜO 
Druckbogen  uns  vorliegt.  Wir  müssen  uns  damit  begnügen,  nur  kurze 
Andeutungen  des  reichen  Inhaltes  hier  zu  geben. 

Den  Anfang  bildet  eine  mit  grossem  Fleisse  zusammeugestellte  Bio- 
graphie des  15d3  in  Lyon  geborenen  Girard  Desargues;  der  Freund 
eines  Descart es,  der  Ingenieur  eines  Cardinais  Richelieu,  der  Unter- 
weiser eines  Pascal,  der  mittelbare  Lehrer  eines  Delahire  musste  in 
den  verschiedensten  Schriften  genannt  worden  sein,  und  Herr  Poudra 
hat  alle  diese  Spuren  seines  Lebens  zu  verfolgen  gewusst.  Ja  er  hat  so- 
gar die  Schmähschriften  der  boshaften  Gegner  des  Desargues,  der 
Dubrenil,  Tavernier,  Üurab eile  eines  Abdruckes  am  Schlüsse  des 
Ganzen  für  würdig  erachtet,  indem  er  sich  von  dem  ganz  richtigen  Ge- 
danken leiten  Hess,  dass  Neid  die  Augen  schärft,  und  dass  man  daher  die 
Vortrefflichkeit  eines  Mannes  zum  Theil  auch  daraus  schlicssen  kann,  wenn 
seine  Feinde  nicht  im  Stande  sind,  ihm  andere  als  nur  kleinliche  oder  gar 
in  sich  zerfallende  Vorwürfe  zu  machen.  Den  Hauptinhalt  der  vorlie- 
genden Bände  bilden  indessen  wie  billig  die  eigenen  Schriften  das  Desar- 
gues, und  da  dieselben  in  der  Originalabfassnng  ziemlich  schwierig  zu 
lesen  sind,  so  hat  Herr  Pondra  sich  die  nicht  genug  anzuerkennende  Mühe 
gegeben,  jeder  der  Schriften  eine  ausführliche  Analyse  nachzuschicken, 
in  welcher  die  Resultate  in  die  Sprache  moderner  Wissenschaft  übersetzt 
deutlicher  hervortreten.  Diese  Schriften  sind  zuerst  und  vor  Allen  eine 
1639  veröffentlichte  Theorie  der  Kegelschnitte  unter  dem  eigenthümlichen 
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Namen :  Brouillon  project  d^un  atteinte  aox  ^v^nemens  des  rencmtres  d'an 
cone  ayec  un  plan.  Dieses  Werk  ist  es,  wovon  alle  gedruckten  Exemplare 
spurlos  verschwunden  sind,  und  von  weichem  nur  ein  wunderbar  su  nen- 
nender Zufall  eine  Abschrift  erhalten  hat;  denn  wie  selten  kommt  es  über- 
haupt vor,  dass  man  ein  gedrucktes  Buch  abschreibt  und  nicht  mit  blossem 
Excerpten  etwa  sich  begnügt!  Schon  ein  Jahr  später,  1C40,  veröfifent lichte 
Desargnes  sein  zweites  Werk  über  Steinschnitt,  Perspective  nnd  Ver- 
fertigung von  Sonnenuhren,  welches  auch  hier  in  zweiter  Linie  abgedruckt 
ist.  Als  dritter  Theil  der  Schriften  folgt  eine  Atzahl  vermischter  Sätze 
und  Abhandlungen  der  Perspective  von  Bosse  (1648)  entnommen.  Daran 
knüpft  sich  ein  eben  diesem  Werke  seiner  Zeit  beigedrucktes,  aber  auch 
schon  1048  für  sich  erschienenes  Büchclchen  der  theoretischen  Perspective, 
und  endlich  die  Analyse  der  die  Perspective  und  den  Steinschnitt  betreffendem 
Arbeiten  von  Bosse,  welche  wenigstens  indirect  dem  Desargues  ange- 
schrieben werden  müssen,  wie  ihr  Verfasser  in  ehrlicher  Weise  selbst  aus- 
spricht.  Bosse  war  denn  auch  wie  der  wissenschaftliche  so  derthatsach- 
liche  Erbe  von  Desargues,  der  ihn  in  seinem  Testamente  vom  5.  No- 
vember 1658  seinen  gefälligen  und  guten  Freund  nennt  (son  obligeant  et 
bon  ami) ,  und  ihm  die  Summe  von  2000  Livres  vermacht.  Der  Tod  des 
Desargues  erfolgte  1661. 

lieber  die  Resultate,  welche  der  Leser  in  den  Werken  des  Desar- 
gues, insbesondere  in  dessen  Theorie  der  Kegelschnitte,  vorfindet,  lassen 
wir  Herrn  Poudra  selbst  reden  (Bd.  I,  S.  19): 

1.  Denkt  man  sich  eine  Grade  nach  beiden  Seiten  ins  unendliche  ver- 
längert, so  fallen  die  entgegengesetzten  Endpunkte  zusammen. 

2.  Parallele  Grade  schneiden  sich  im  Unendlichen. 

3.  Ein  Kreis  und  eine  Grade  können  mit  zu  Hülfe  Ziehung  des  Un- 
endlichen als  Linien  derselben  Art  betrachtet  werden. 

Diese  so  einfachen,  so  schönen  und  jetzt  so  landläufigen  Gedanken 
sind  Nichts  desto  weniger  von  grösster  Fruchtbarkeit,  und  würden  für  sich 
allein  gentigen,  eine  scharfe  Grenzscheide  zwischen  alterund  neuer  Geo- 
metrie zu  bezeichnen. 

Ohne  in  das  Detail  aller  in  dem  Werke  enthaltenen  Sätze  einzugehen, 
wollen  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  folgende  Punkte  lenken: 

1.  Die  schöne  Theorie  der  In  volution,  welche  in  den  Händen  von 
Herrn  Chasles  eine  der  Grundlagen  der  neueren  Geometrie  geworden  ist. 

2.  Die  Theorie  der  Transversalen  und  besonders  der  schöne  Satz,  dass 
ein  Kegelschnitt  und  die  4  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  0 
Punkten  geschnitten  werden,  welche  in  Involution  stehen. 

3.  Die  Theorie  der  Pole  und  Polaren  in  der  Ebene  wie  im  Räume, 
welche  Delahire  zugeschrieben  zu  werden  pflegt.  Man  weiss,  welchen  Vor- 
theil  daraus  General  Poncelet  für  seine  reciproken  Polaren  .gezogen  hat. 
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4.  Die  Bemerkung,  dass  alle  auf  Involution  bezüglicbeD  Eigonschaf- 
ten  projectivischer  Natur  sind,  dass  folglich  ans  Sätzen  über  den  Kreis, 
welcher  die  Basis  des  Kegels  ist,  entsprechende  Sätze  über  die  Schnitte 
des  Kegels  durch  andere  Ebenen  hervorgehen. 

5.  Die  Bestininmng  der  Natur  und  der  Eigenschaften  der  Curven 
welche  durch  beliebig  gerichtete  Ebenen  auf  dem  Mantel  eines  Kegels 
erzeugt  werden,  dessen  Basis  irgend  ein  Kegelschnitt  ist. 

6.  Die  daran  sich  knüpfende  Bestimmung  der  Punkte  und  Graden  in 
jener  Basis,  welche  Mittelpunkt,  Brennpunkt,  Durchmesser  und  Axen  der 
durch  den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  dem  Kegel  erzeugten  Cnrve  bilden  : 
ein  Satz  von  grosser  Bedeutung  und ,  wie  es  scheint ,  auch  heute  noch  neu 
in  einzelnen  Theilen. 

Mehrere  dieser  Sätze  waren  von  den  Alten  bemerkt  worden;  aHein 
der  Beweis  war  immer  nur  an  bestimmten  Figuren  geführt  worden  and 
konnten  deshalb  keine  weitzielenden  Folgerungen  nach  sich  ziehen.  Mit 
Hülfe  der  allgemeinen  Theorie  dagegen  knnn  die  neuere  Oeometrie  den 
Wettstreit  mit  Descartes^  Coordinatengeometrie  aufnehmen. 

Diese  Würdigung  der  neueren  Methoden  wird  sicherlich  Jeder  gern 

unterschreiben,  und   wir   haben  dieselbe  auch  bereits  an  einer  früheren 

Stelle  dieser  Kecension  ausgesprochen.    Wir  können  daher  um  so  leichter, 

daraus  den  Schluss  ziehen,  wie  wichtig  die  Kenntniss  der  AnfHnge  dieser 

Methoden  ist,  und  wie  demnach  das  Studium  des  vorliegenden  Werkes  gar 

sehr  empfohlen  werden  mnss. 

Cantob. 


Die  Prinzipien  der  Arithmetik  von  Dr.  Friedrich  Grelle,  Lehrer  an  der 
polytechn.  Schule  zu  Hannover.     Hannover,  Carl  Rümpler  1863. 

Diese  Schrift  ist  zunächst  bestimmt,  den  Vorlesungen  des  Verfassers 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Hannover  als  Grundlage  zu  dienen.  Mit 
Kücksicht  auf  die  Vorkenntnisse  seiner  Zuhörer  hat  er  deshalb  die  elemen- 
taren Theile  der  Arithmetik,  als  die  Lehre  von  den  vier  ersten  arithmetischen 
Operationen,  sowie  die  Fundamentalsätze  der  Potenzrechnung,  nicht  mit  ab 
gehandelt,  doch  ist  einiges  aus  diesem  Gebiete,  namentlich  „die  Bedeutung 
gewisser  Bezeichnungen,  die  von  verschiedenen  Schriftstellern  in  verschie- 
denem Sinne  erklärt  worden  sind,**  in  der  Einleitung  kurz  erörtert. 

In  dieser  Einleitung  geht  der  Verfasser  von  der  Vorstellung  der 
natürlichen  Zahlenreihe  aus,  die  er  durch  das  geometrische  Bild  einer 
gradlinigen,  nach  einer  Richtung  hin  unendlichen  Reihe  aequidistanter 
Punkte  versinnlicht.  Die  Möglichkeit  einer  Bewegung  in  doppelter  Rich- 
tung in  dieser  Reihe  führt  dann  auf  die  beiden  ersten  Operationen ,  die 
Addition  und  Subtraction ,  und  indem  er  das  Problem  der  letzteren  Opera- 
tion allgemein  auffasst,  gelangt  er  auf  die  übliche  Art  zu  der  Vorstellung 
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der  negativen  Zahlen.  So  ansführlich  nnd  klar  der  Verfasser  bei  der  Fest- 
stellung dieser  Begriffe  verfährt,  so  abgebrochen  nnd  dunkel  sind  seine 
Bemerkungen  über  die  Operation  des  Muitiplicirens,  während  die  Division 
nnd  die  daselbst  auftretende  Erweiterung  des  Zahlenbegriffes  gar  nicht 
erwähnt  werden.  Er  scheint  in  der  That  nur  beabsichtigt  zu  haben ,  das 
Gesetz  der  Vorzeichen  von  Producten  abzuleiten.  Zu  dem  Zwecke  stellt 
er  plötzlich  die  Behauptung  auf,  dass  +  a  =  a.  (+  l),  —  a  =  a.  ( —  l)  sei 
und  giebt  dann  das  folgende  ,, Grundprinzip'*  an:  „Das  Verbnndensein  des 
Factors  — 1  mit  einem  Zahlenausdrucke  deutet  an,  das  der  durch  diesen 
Ausdruck  repräsentirte  Punkt  in  einer  Richtung  Hegen  muss,  die  derjenigen 
entgegengesetzt  ist,  welcher  er  angehören  würde,  falls  jener  Ausdruck 
nicht  mit  dem  Factor  — 1  behaftet  wäre."  Da  man  nicht  weiss,  wie  der 
Verfasser  den  Begriff  des  Productes  auffasst,  so  bleibt  man  ganz  im  Un- 
klaren, wie  weit  die  im  Bezug  auf  die  Vorzeichen  eines  Productes  geltenden 
Kegeln  nothwendige  Folgen  der  vorhergehenden  arithmetischen  Entwicke- 
lungen  sind  und  wieweit  sie  nur  conventionelle  Geltung  haben.  Die  Anwen- 
dung des  erwähnten  Prinzipes  setzt  aber  jedenfalls  den  Satz  von  der  Ver- 
tauschbark^itdos  Multiplicatorsnnd  Multiplicanden  voraus,  der  sich  allgemein 
wohl  nicht  ohne  Weiteres  nachweisen  lässt.  Jedenfalls  glauben  wir,  es  wä- 
ren hier  einige  genauere  Feststellungen  am  Platze  gewesen.  Demnächst  ent- 
wickelt der  Verfasser  nun  noch  die  Fund  amental  regeln  für  die  Potens- 
rechnung,  wobei  er  von  dem  Begriffe  der  Potenz  mit  ganzem  positivem 
Exponenten  ausgeht,  bis  ihn  die  Aufgabe  der  Division  nöthigt,  auch  den 
Exponenten  Null,  sowie  negative  Exponenten  in  conventioneller  Weise 
einzuführen. 

Der  eigentliche  Inhalt  der  Schrift  zerfällt  nun  in  drei  Theile,  welche 
die  drei  in  der  Gleichung  a=zb*  enthaltenen  Probleme  behandeln ,  und 
demnach  1)  die  Potenzwerthe,  2)  die  Wurzelwerthe  und  3)  die  Exponential- 
werthe  zum  Gegenstande  haben. 

Der  erste  Theil  zerfällt  wieder  in  drei  Abschnitte,  deren  erster  sich 
mit  dem  binomischen  Lehrsatze  beschäftigt.  Da  der  Verfasser  die 
Entwickelung  von  (x  +  a)"  als  speziellen  Fall  der  Entwickelung  des 
Productes 

{x  +  a,)  Cx  +  a^)  ...  {x  +  an) 
auffasst,  so  bedarf  er  zur  Bestimmung  der  Binomial - Coef&cienten  einer 
Formel  aus  der  Combinationslehre;  dieser  Umstand  grebt  ihm  denn  Veran- 
lassung auf  14  Seiten  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  Combinationen,  sondern 
auch  das  Permutiren  und  Varliren,  was  im  ganzen  Buche  nicht  wieder  zur 
Anwendung  kommt,  vorzutragen.  Es  zeigt  sich  gleich  hier  die,  auch  weiter 
noch  vorkommende  Neigung  des  Verfassers,  allerhand  an  sich  interessante  Ge- 
genstände gelegentlich  abzuhandeln,  ganz  gleichgültig,  ob  sie  an  die 
betreffende  Stelle  gehören  oder  nicht  und  umbekümmert  um  die  dadurch 
herbeigeführte  Unterbrechung  im  Gange  der  Entwickelung.     Gleich  der* 
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«elbe  Abschnitt  bietet  nns  noch  ein  Beispiel  für  dieses  Verfahren.  In  der 
Lehre  von  den  Combinationen  werden  verschiedene  Sfttze  entwickelt,  die 
sieh  «nf  die  Combinationszahlen  beziehen,  darunter  auch  dieser: 

i  +  (Ä  +  i)+-Y      2.  +•••+    i:^  2."  ::.k= . i.  2.  ::7(k+iy 

Der  Umstand,  dass  die  Zahlen  anf  der  linken  Seite  figurirte  Zahlen 
sind,  giebt  zn  der  Bemerkung  Veranlassung,  dass  diese  Zahlen  bei  der 
Summation  arithmetischer  Eeilien  eine  nützliche  Verwendung  finden  und 
daher  werden  denn  auch  gleich  die  arithmetischen,  und  bei  dieser  Gelegen- 
heit auch  die  sonst  allerdings  gar  nicht  hierher  gehörigen  geometrischen 
Progressionen,  sowie  die  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung  bespro- 
chen. Nach  diesen  Abschweifungen  gelangt  der  Verfasser  endlich  zum 
binomischen  Lehrsatze.  Gewöhnlich  knüpfen  sich  sonst  an  diese  Ent- 
wickelung  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der  Binomialcoefficien- 
ten,  von  denen  wir  hier  aber  nur  weniges  antreffen,  eigentlich  nur  die 
Formel  fijg  =  w„«jt,  wozu  dann  noch  in  einer  Anwendung  die  Formeln  für 
die  Summe  und  für  die  Quadratsumme  aller  Coefficienten  einer  Potenz  tre- 
ten ,  sowie  die  frühere  in  der  Combinationslehre  entwickelte  Formel 

>»».=  («  —  l)m-i  +  («  —  1)« 
und  die  daraus  resultirende 

n*=  («  —  l)m-i  +  («  — 2)«_i  +...  +  (m  — l)«,_i, 
wogegen  z.  B.  die  wichtige  Formel 

(«  +  ß)m  =  «m  A  +  «m-l  ft  +  . . .  +  «o  /?«. 

fehlt.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerken  wir  noch,  dass  der  Verfasser  sich 
der  vorstehenden  Bezeichnungsweise  der  Binomialcoefficienten  nicht  be- 
dient, sondern  nur  die  combinatorischen  Zeichen  anwendet.  Ausführlich 
handelt  der  Schluss  dieses  Abschnittes  noch  von  der  Bestimmung  des  gross- 
ten  Gliedes  der  binomischen  Reihe. 

Der  zweite  Abschnitt  führt  die  Ueberschrift :  Zahl-  und  Ziffer- 
sjsteme;  Dekadische  Grundzahlen.  Das  dekadische  System  wird 
Eingangs  kurz  besprochen,  dann  folgt  die  Unterscheidung  der  Zahlen  in 
Primzahlen  und  zusammengesetzte  Zahlen.  Der  Verfasser  reproducirt  bei 
Erwähnung. der  ersteren  auch  den  von  Euklid  gegebenen  Beweis  für  die 
unendliche  Anzahl  der  Primzahlen,  leider  nicht  ganz  richtig.  Während 
nämlich  Euklid  von  dem  um  die  Einheit  vermehrten  Producte  der  Prim- 
zahlen 1,  2  u.  s.  w.  bis  zu  einer  beliebigen  Primzahl  p  nur  behauptet,  dass 
dasselbe  entweder  selbst  eine  Primzahl  sei,  oder  entgegengesetzten  Falleg 
durch  Primzahlen  theilbar  sein  müsse,  die  grösser  sind  als;?,  folgert  unser 
Verfasser  aus  dem  Umstände,  dass  (1.  2.  3  ...p)  +  1  bei  der  Division  mit 
1,  2,  3,  ...,  JE)  stets  den  Rest  1  lässt,  ohne  weiteres,  dass  diese  Zahl  selbst 
eine  Primzahl  ist.  Nachdem  hierauf  noch  das  sogenannte  Sieb  des  Era- 
tosthenes,  sowie  die  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
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zweier  Zahlen  besprochen  worden  ist,  wird  der  Gausa'scbe  Begriff  der 
Congrncnz  der  Zahlen  eingeführt,  es  werden  dann  die  in  der  Zahlentheorie 
unter  den  Namen  der  Fermat'schen  und  Wilson'schen  bekannten  Sfttse  auf 
die  gebräuchliche  Art  bewiesen,  worauf  dann  noch  die  in  der  Lehre  von 
den  Decimalbrüchen  zur  Anwendung  kommenden  ElementarsStze  über  die 
Potenzreste  entwickelt  werden. 

Die  Lehre  von  den  Decimalbrüchen  bildet  nnn  den  Inhalt  dea 
dritten  Abschnittes.  Der  Verfasser  hat  diese  Lehre  ausführlicher  vor^ge- 
tragen.  als  dieses  in  sehr  vielen  Büchern  der  Fall  ist;  als  einen  besonderen 
Vorzug  heben  wir  die  Erörterung  der  Fourier'schen  Diyisionsmethode 
hervor,  welche  jedenfalls  eine  weitere  Verbreitung  verdient,  als  sie  bis 
jetzt  gefunden  hat. 

Die  Kettenbrüche  endlich  bilden  den  Gegenstand  des  letzten  Ab- 
schnittes im  ersten  Theile.  Wie  kommen  die  Kettenbrüche  in  die  Lehre 
von  den  Fotenzwerthen?  wird  der  Leser  fragen.  Wir  gestehen  offen,  dass 
wir  keine  rechte  Erklärung  haben  finden  können.  Für  die  Stellung  der 
Decimalbrüche  ist  jedenfalls  der  Umst^d  entscheidend  gewesen,  dass  der 
Verfasser  bei  der  Untersuchung  derselben  einige  Sätze  über  Potenzreste 
anwendet  und  weil  nun  für  die  Kettenbrüche  sich  kein  recht  geeigneter 
Platz  hat  finden  lassen,  so  sind  dieselben  nach  den  Decimalbrüchen  unter- 
gebracht worden.  Der  Verfasser  behandelt  übrigens  nur  die  gemeinen 
Kettenbrüche,  deren  Zähler  sämmtlich  der  Einheit  gleibh  sind,  diese  aber 
in  der  nöthigen  Ausführlichkeit.  Zum  Schlnss  kann  er  es  sich  aach 
nicht  versagen,  die 'Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

mx  +  ny  =s:  a 

mittels  des  vorletzten  Näherungswerthes  von  —  oder  —  dem  Leser  vorza- 

n  tn 

führen. 

Der  zweite  Theil,  die  Lehre  von  den  Wurzel wcrthen,  zerfallt  in 
fünf  Abschnitte ,  deren  erster  kurz  und  klar  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Wurzelrechnung  entwickelt,  während  die  beiden  nächsten  Ab- 
schnitte speciell  die  zweite  und  dritte  Wurzel  behandeln.  Vorzugs- 
weise kommt  dann  die  Bestimmung  der  Quadrat-  und  Cubicwurzeln  aus 
dekadischen  Zahlen,  wobei  der  Verfasser  sowol  die  älteren  Methoden,  als 
auch  näherungsweise  Verfahrungsweisen,  sowie  die  Anwendung  der  Fourier- 
schen  Divisionsmethode  erläutert.  Bei  der  Berechnung  der  Quadratwurzeln 
wird  ausserdem  noch  die  Verwandlung  derselben  in  einen  unendlichen 
periodischen  Kettenbruch  gelehrt  und  in  diesem  Punkte  ist  die  Darstellung 
des  Verfassers  sorgföltiger  als  viele  Lehrbücher,  die  diese  Verwandlung 
kurz  andeuten,  ohne  den  Nachweis  der  Periodicität  zu  liefern.  Der  Ver- 
fasser giebt  nicht  nur  diesen  Nachweis,  sondern  er  zeigt  auch,  dass  für 

0  +  ... 
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die  Nenner  die  Periode  haben  a,6,c,  ••.,c,6,<i,2^,  weshalb  man  nnr 
nöthig  hat,  die  erste  Hälfte  dieser  Periode  zn  berechnen. 

Der  vierte  Abschnitt  betrachtet  die  imaginären  Zahlen.  Der 
Verfasser  geht  von  der  Annahme  aas,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene  durch 
das  Symbol  af  bestimmt  ist,  wo  a  den  Kadins  vector,  f  einen  von  der 
Anomalie  tp  abhängigen  Factor  bedeutet;  ans  dem  Umstände,  dass  f  (Qi)=s 
+  !,/'(»)  =  —  1,  f{(p)f(;^)=f{q>+fif)  ist,  ergiebt  sich  dann  auf  be- 
kannte Weise  f  (g>)  ^:=:  co8q>  +  t  sin  g>  und  damit  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  complexen  Zahlen.  Die  Addition,  Subtraction,  Mnltiplication 
und  Division  mit  solchen  Zahlen  wird  gleichfalls  geometrisch  gedeutet. 
Ausserdem  werden  die  nöthigen  Sätze  für  die  Kechnnng  mit  complexen 
Zahlen,  zum  Schluss  auch  die  verschiedenen  Werthe  der  n***"  Wurzel  der 
Einheit  entwickelt  und  damit  der  Uebergang  gewonnen  zu  dem 

Fünften  Abschnitte,  der  Lehre  von  den  Gleichungen.  An  der 
Spitze  dieses  Abschnittes  steht  der  Cauchy'sche  Beweis  für  den  Satz,  dass 
jede  algebaiscbe  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form  r  {cos  q>  +  isin  q>) 
hat,  woran  sich  weiter  der  Satz  schliesst,  dass  jede  Gleichung  vom  n^*''^  Grade 
n  Wurzeln  von  dieser  Form  hat.  Nachdem  dann  noch  die  Zusammen- 
setzung der  Coefficienten  der  Gleichung  aus  den  Wurzeln  derselben  dar- 
gethan  worden,  werden  der  Reihe  nach  die  quadratischen,  cubischen  und 
biquadratischen  Gleichungen  behandelt  Bei  den  ersteren  wird  nur  die  ge- 
wöhnliche algebraische,  nicht  die  goniometrische  Lösung  vorgetragen,  bei 
den  cubischen  Gleichungen  dagegen  wird  zunächst  die  Cardanische  Formel 
nach  der  Hndde'schen  Weise  entwickelt,  und  dann  werden  die  so  erhal- 
tenen Formeln  durch  Substitution  goniometrischer  Grössen  auf  die  für  die 
Kechnung  branchbaren  Formen  gebracht.  Bei  den  Gleichungen  vierten 
Grades  wird  die  Lösung  von  Descartes  vorgeführt.  In  sehr  grosse 
Weitläufigkeiten  verwickelt  den  Verfasser  hier  die  Frage,  ob  es  einen 
Unterschied  macht,  wenn  man  statt  der  einen  Wurzel  tv  der  cubischen 
Resolvente  eine  der  beiden  anderen,  w^  oder  w^  anwendet.  Die  Formeln, 
zu  denen  er  durch  wirkliche  Einsetzung  der  verschiedenen  Wurzeln  ge- 
langt, sind  von  so  abschreckender  Länge,  dass  wir  den  Nutzen  eines  derar- 
tigen Verfahrens  nicht  recht  wahrscheinlich  finden.  Schliesslich  zeigt  der 
Verfasser  ausserdem  noch,  dass  jede  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung 
durch  die  Formel 

x^\{±yw±yw,±yfv,) 

dargestellt  wird ,  wo  die  Vorzeichen  durch  eine  einfache  Regel  bestimmt 
sind.  Durch  diese  sehr  leicht  ausführbare  Transformation  ist,  was  im 
Buche  nicht  bevuerkt  worden  ist,  der  gewünschte  Nachweis  gleichfalls  und 
in  viel  einfacherer  Weise  geführt.  Die  Euler'sche  Lösung,  welche  sich 
so  als  eine  Transformation  der  Descartes* sehen'  herausstellt,  wird  dann 
auch  noch  direct  abgeleitet  und  damit  die  Lehre  von  den  Gleichungen 
geschlossen. 
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Der  dritte  Theil  behandelt  die  Tbeorie  und  Berechnung  der 
Logarithmen,  aber  ausfahrlich  nur  die  erstere,  denn  von  der  Berech- 
nung der  Logarithmen  wird  nur  die  alte  umständliche  Methode  angeführt, 
welche  nach  der  Formel 

lg}/^br=l  {Iga  +  lgb) 
stattfindet.     Den  Schlnss  bildet  eine  kurse  Bemerkung  über  die  Exponen- 
tialgleichungen. 

Ueberblicken  wir  nochmals  den  Oesammtinhalt  der  vorliegenden 
Schrift,  80  müssen  wir  zunächst  anerkennen,  dass  einzelne  Partien  der- 
selben weiter  ausgeführt  sind,  als  dieses  sonst  in  den  Lehrbüchern  der 
Arithmetik  der  Fall  zu  sein  pflegt.  Dagegen  vermissen  wir  auch  manches. 
Die  Lehre  von  den  Gleichungen  ersten  Grades  wird  allerdings  nach  An- 
gabe der  Vorrede  vorausgesetzt,  allein  die  Gleichungen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  hätten  wohl  eine  eingehende  Behandlung  verdient. 
Auch  verdienen  die  arithmetischen  und  geometrischen  Progressionen  wohl 
ein  besonderes  Capitel,  statt  in  den  Vorbereitungen  für  den  binomischen 
Satz  beiläufig  erwähnt  zu  werden;  die  verschiedenen  Umkehrungen  der 
beiden  Fundamentalformeln  für  Endglied  und  Summe  der  Progressionen 
finden  sich  gar  nicht  in  dem  Buche.  Grenzbetrachtungen  hat  der  Verfasser 
grundsätzlich  ausgeschlossen ,  weil  diese  nicht  in  das  Gebiet  der  Arithme- 
tik gehören  sollen,  die  es  nur  mit  diskreten  Grössen  zu  thun  hat,  während 
die  Behandlung  der  stetigen  Grössen,  also  auch  aller  Grenzwerthe,  Gegen- 
stand der  Analysis  ist.  Diesen  in  der  Vorrede  aufgestellten  Grundsatz  hat 
der  Verfasser  indessen  nur  soweit  festgehalten ,  als  es  ihm  aus  irgend  wel- 
chen anderen  Gründen  passend  erschienen  ist;  eigentlich  nämlich  müaste 
er  auch  die  Theorie  der  unendlichen  DecimalbrÜche  und  Kettenbrüche  in 
das  Gebiet  der  Analysis  verweisen,  denn  was  sind  die  sogenannten  Werthe 
dieser  Brüche  anderes  als  die  Grenzwerthe,  denen  sie  sich  bei  unendlicher 
Fortsetzung  nähern  ? 

Was  die  Anordnung  des.Ganzen  betrifft,  so  ist  die  Reihenfolge  der  Haupt- 
theile  als  richtig  längst  allgemein  anerkannt.  Die  Lehre  von  den  Deoimal* 
brüchen  und  Ketten brüchen  aber  gehört  nicht  in  die  Potenzrechnung,  son- 
dern hat  vorher,  in  der  Lehre  von  der  Diviston  ihren  Platz,  wohin  ancb  die 
Eintheilung  der  Zahlen  in  einfache  und  zusammengesetzte  sowie  die  Be- 
stimmung des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  ganz  unzweifelhaft  ge- 
hört. Wenn  der  Verfasser  in  der  Vorrede  geltend  zu  machen  sucht,  dass 
die  Lehre  von  den  Decimalbrüchen  einiger  zahlentheoretiseher  Sätze  über 
die  Potenzreste  bedürfe,  so  müssen  wir  dieses  in  Abrede  stellen,  sofern  die 
Theorie  der  DecimalbrÜche  nicht  weiter  fortgeführt  wird,  als  in  diesem 
Buche  geschieht.  Was  zunächst  eine  Potenz  ist,  lernt  der  Schüler  jeden- 
falls beim  Multipliciren  bereits  kennen;  weiss  er  dies,  so  wird  er  auch 
leicht  einsehen,  dass  ein  Bruch,  dessen  Nenner  die  Form  2"*.  5"  hat,  sich  in 
einen  endlichen  Decimalbruch  verwandeln  lässt,   dessen  Stellenzahl    der 
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grösseren  der  beiden  Zahlen  tn  nnd  n  gleichkommt.  Ebenso  bedarf  es  nicht 
des  Ferroat'schen  und  Wilson'schen  Satzes,  nm  einzusehen,  dass  die  Ver* 

Wandlung  von  -  in  einen  Decimalbmcb  für  den  Fall,  dass  b  weder  den 

Factor  2  noch  den  Factor  5  hat,  auf  eine  Periode  führt,  deren  Ziffernan- 
zahl entweder  b — 1  oder  ein  Theil  von  b — 1  ist.  Auf  diese  Satze  ist  im 
vorliegenden  Buche  die  Amy^^ndung  der  Sätze  über  Potenzreste  beschränkt. 

Die  Darstellung  endlich  ist  sehr  ausführlich,  an  manchen  Stellen  fast 
zu  .breit.     Die  Ausstattung  des  Buches  ist  vortrefflich. 

Leipzig.  Gretschel. 


Heilermann,   Dr.,  Director  der   Provinzial- Gewerbeschule   zu  Koblenz, 
Lehr-  und  Uebnngsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Ma- 
thematik an  Gymnasien,  Real-  und  Gewerbeschulen,  L  Theil: 
Geometrie  der  Ebene.   Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
in  Holzschnitt.     Koblenz,  Rudolph  Friedrich  Bergt.     1863. 
Der   gesammte  Inhalt   dieses  Lehrbuchs   der  Planimetrie  ist   in  fünf 
Abtheilungen  in  folgender  Weise  vertheilt:    1.  die  Winkel,  2.  die  Dreiecke 
und  Vierecke  (die  Fundamentaleigenschaften,  Congruenz  und  Vergleichung 
der  Flächen),  3.  der  Kreis  (gegenseitige  Lage  von  Punkten,  Geraden  und 
Kreisen,  Linien  und  Winkel  in  und  am  Kreise,  ein-  und  umgeschriebene 
Vielecke),  4.  die  Proportionen  an  geraden  Linien  und  Vielecken  (Eigen- 
schaften der  Maasszahlen,  Verhältnisse  und  Proportionen;  Proportionalität  • 
der  Seiten  eines  Trapezes  und  Anwendung  derselben;  ähnliche  und  Ahn- 
lich  liegende  Vielecke;    Doppelverhä^tnisse   und   harmonische  Theilung; 
Proportionalität  des  Inhaltes  der  Vielecke),   5.  Proportionen  an  Kreisen 
(Potenzlinien,  Aehnlichkeitspunkte,  Pole  und  Polaren;  Umfang  und  Inhalt 
regelmässiger  Vielecke;  Rectification  und  Quadratur  des  Kreises).     Allen 
einzelnen  Abschnitten  hat  der  Verfasser  eine  grosse  Auswahl  von  geome- 
trischen Oertern  und  Aufgaben  beigefügt,   um  dem  Schüler  hinlängliche 
Gelegenheit  zu  bieten,  auf  jeder  Stufe  des  Unterrichts  seine  Kenntnitsse 
anzuwenden  und  durch  selbständige  Thätigkeit  zu  erweitern.     Von  Ein- 
zelnheiten sei  noch  Folgendes  erwähnt. 

Der  Verfasser  hat  gleich  im  Anfange  den  Begriff  der  Symmetrie  in  die 
Geometrie  eingeführt  und   denselben  wiederholt   in   sehr   zweckmässiger  n 
Weise  im  weiteren  Verlaufe    der  Darstellung  angewandt,    ein   Verfahren 
das  nur  gebilligt  werden  kann  angesichts  der  Wichtigkeit,  die  diesem  Be- 
griffe bei  weiter  gehenden  geometrischen  Studien  zukommt. 

Den  Winkel  hat  der  Verfasser  in  der  von  Bertrand  herrührenden 
Weise  definirt  als  einen  Ausschnitt  der  Ebene.  Welche  Ausstellungen  man 
auch  gegen  diese  Definition  an  sich  machen  mag,  so  mnss  doch  der  vorlie- 
genden Darstellung  zum  Lobe  nachgesagt  werden,  dass  in  ihr  die  sonst  mit 
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dieser  Definition  verknüpften,  das  Unendliche  za  Hülfe  nehmenden  Be- 
trachtungen vermieden  sind,  welche  gar  zu  leicht  zu  allerlei  Fehlschlüssen 
(z.  B.  zu  dem  Satze,  dass  zwei  Nebenwinkel  immer  gleich  gross  sind  etc.) 
verleiten. 

Der  Verfasser  hat  mehrfach  die  einfachsten  Lehren  der  neueren  Geo- 
metrie in  den  Kreis  seiner  Darstellungen  gezogen,  wogegen  wohl  Nichts 
einzuwenden  sein  dürfte.  Befremdet  hat  es  uns  aber  dabei,  dass  bei 
Betrachtung  der  Schnittverhältnisse  etc.  nicht  auch  die  Richtung  der  in 
Betracht  kommenden  Strecken  und  Winkel  beachtet  und  das  Princip  der 
Vorzeichen  auf  dieselben  angewandt  worden  ist,  was  keinesfalls  mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  gewesen  wäre. 

Das  Buch  dürfte  hauptsHchlich  wegen  der  grossen  Auswahl  von 
Uebungsbeispielen  neben  klarer  Darstellung  der  Hauptsätze  zu  empfehlen 
sein  und  in  dieser  Hinsicht  auch  von  Manchem  willkommen  geheissen  wer- 
den, dem  die  Anordnung  des  Stoffes  nicht  nach  Wunsch  ist. 

Gbetschel. 


Lehrbnoh  der  Planimetrie.  Für  Schulen  und  zum  Privatgebrauch  von  M. 
Job,  Oberlehrer  an  der  Annenrealschule  zu  Dresden.  I.  Abth. 
Mit  120  in  den  Text  gedr.  Abbildungen.  Dresden,  Verlag  von 
Carl  Adler.     1864. 

Das  vorliegende  Buch  verdankt  seine  Entstehung  der  vieljährigen 
Lehrerthätigkeit  des  Verfassers,  welcher  es  zunächst  für  seine  Schüler  be- 
stimmt hat,  denen  es  zur  Repetition  dienen  solL  Die  Rücksicht  auf  diesen 
Hauptzweck  ist  bestimmend  gewesen  sowohl  auf  die  Auswahl  des  Stoffes, 
als  auch  auf  die  Form  der  Behandlung.  Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so 
behandelt  das  Werkchen  nach  Feststellung  der  nöthigen  Grundbegriffe, 
Grundsätze  und  Postulate,  die  Lehre  von  der  Geraden  und  dem  Winkel 
(mit  Hilfe  des  Kreises),  die  Faralleleutheorie,  das  Dreieck;  die  Lehre  von 
der  Congruenz  der  Dreiecke  nebst  Anwendungen,  einiges  über  geometrische 
Oerter,  die  Vier-  und  Vielecke  im  Allgemeinen,  die  Gleichheit  der  Paral- 
lelogramme und  Dreiecke  nebst  Anwendungen;  nach  einer  kurzen  arithme- 
tischen Auseinandersetzung  über  das  Maass  (commensurable  und  incom- 
mensnrable  Grössen)  und  das  Verhältniss  der  Grössen  wird  dann  die  Aus- 
messung der  geradlinigen  Figuren,  sodann  die  Proportionalität  gerader 
Linien,  die  Aehnlichkeit  der  Drei-  und  Vielecke  behandelt.  Den  Scbluss 
bilden  eine  Anzahl  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Transversalen.  Die  Form 
der  Darstellung  ist  die  dogmatische,  die  auch  änsserlich  durch  die  Ueber- 
schriften  überall  hervortritt.  Im  Uebrigen  ist  die  Darstellung  gehörig 
streng,  ausführlich  und  leicht  verstäYidlich. 

Leipzig.  GreTSCHEL. 
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Theoretisch -praktische  geometrische  Constmctionslehre  und  algebraische 
Oeometrie,  eothaltend  mehr  als  300  planimetrische,  mit  yollstäa- 
digen  geumetrischen  und  algebraischea  Auflösungeu  versehene 
Aufgaben.  Von  Wilhelm  Adam.  Mit  234  Figuren  in  Holzschnitt. 
Leipzig,  F.  A.  Brockhnus,  1863. 

Der  Verfasser  hat  bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden  Buches  vor- 
züglich das  Interesse  der  weniger  geübten  Schüler  und  der  Autoditakten  im 
Auge  gehabt;  er  hat  sich  deshalb  nicht  begnügt,  den  Aufgaben  ihre  Lösungen 
beigegeben ,  sondern  er  hat  auch  stets  den  Weg  angegeben,  der  zu  diesen 
Lösungen  führt.  Mit  Recht  räth  er  übrigens  dem  Lernenden  dringend  an, 
auch  da,  wo  das  Buch  nur  algebraische  Lösungen  enthält,  zu  eigner  Uebung 
noch  die  rein  geometrische  Lösung  zu  versuchen. 

Das  Werkchen  zerfHllt  in  eine  Einleitung  und  zehn  Abschnitte. 

In  der  Einleitung  werden zuniichst  die  beiden  zur  Lösung  der  Aufgaben* 
führenden  Methoden,  die  geometrische  Analyse  und  die  algebraische  Me-* 
thode  auseinandergesetzt;  es  werden  dann  die  Fundamentalformeln  ange- 
führt, welche  bei  der  letzten  Methode  schliesslich  zu  construiren  sind  und 
an  einigen  Beispielen  wird  gezeigt,  wie  sich  complicirtere  Formeln  auf 
diese  Fundamentalformeln  reduciren  lassen.  Wir  hätten  gewünscht,  dass 
gleich  hier  die  Constructionon  dieser  Fundamentalformeln  angegeben  wür- 
den, statt  dass  man  genöthigt  ist,  diese  aus  dem  Inhalte  des  ersten  Ab- 
schnittes sich  herauszusuchen. 

Der  Inhalt  der  zehn  Abschnitte  selbst  ist  folgender:  1.  Vorbereitende 
Aufgaben  der  geometrischen  Zeichenkunst;  wir  treffen  hier  die  gewöhnlich 
in  den  Lehrbüchern  angeführten  Constructionen  zur  Halbirung  von  Geraden 
und  Winkeln  und  dergl.  Bei  der  Construction  der  mittleren  Proportionalen 
vermissen  wir  ungern  die  elegante  von  Kunze  in  §.  155  seines  Lehrbuchs 
der  Qeometrie  angegebene  Methode,  welche  vor  der  hier  vorgetragenen 
den  Vorzag  der  Einfachheit  hat.  2.  Verwandlung  der  Figuren;  vermisst 
haben  wir  die  Verwandlung  eines  beliebigen  Dreieckes  in  ein  gleichseitiges. 
3.  Theilnng  der  Figuren.  4.  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  und  Linien 
in  Beziehung  auf  einander  oder  in  Winkelflächen.  5.  Von  der  Construction 
drei-  und  vierseitiger  Figuren  in  Dreiecken,  Vierecken,  Quadranten  etc., 
sowie  vom  Maximum  des  Flächeninhaltes  und  Umfanges.  6.  Geometrische 
Rectification  der  Kreislinie.  Vom  Kreise  und  von  den  regelmässigen  Figu- 
ren im  Kreise  und  um  denselben.  Zu  den  hier  gegebenen  näherungsweisen 
Kectificationen  der  Kreislinie  würde  die  von  Gngler  (Descriptive  Geome- 
trie, No.  200,  5)  angegebene  Rectification  eines  willkürlichen  Kreisbogens 
eine  hübsche  Beigabe  gewesen  sein.  7.  Construction  des  Quadrates  und  des 
regulären  Triangels,  suwie  die  rechtwinkeligen  und  gleichscbenkeligen 
Dreiecke  nach  gegebenen  Bedingungen.  8.  Geometrisch-algebraische  Ent- 
wickelungen  am  Triangel  überhaupt  und  rein  geometrische  Construction 
desselben  unter  Bedingungen. .  9.  Von  den  Vierecken.     10.  Von  einigen 
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mechanischen  Constructionen ,  die  nur  zum  Theil  auf  geometrischen  Wahr- 
heiten beruhen.  Unter  dieser  sonderbaren  Ueberschrift 'treffen  wir  ver- 
schiedene Constructionen  für  regelmässige  Vielecke,  Ellipsen ^  Ovalen, 
Wellenlinien  n.  a.  Neben  den  nHhernngsweisen  Constructionen  für  das 
regelmässige  Sieben-,  Neun-  und  Elfeckes,  die  wir  hier  finden,  hätte  jeden- 
falls die  elegante  Construction  für  ein  regelmässiges  Vieleck  von  beliebiger 
Seitenzahl  eine  Stelle  finden  sollen,  welche  Kunze  (Geometrie,  Anhang 
zum  9.  Cap.)  als  eine  Entdeckung  des  Herzogs  Carl  Bernhard  von  Sach- 
sen-Weimar anführt. 

Das  vorliegende  Buch  bietet  jedenfalls  eine  sehr  reichhaltige  Samm- 
lung interessanter  Uebnngsanfgaben  ^^^,T  und  wird  sich  neben  jedem  Com- 
pendium  als  ein  nützliches  Hilfsmittel  beim  Unterricht  verwenden  lassen. 

Leipzig.  Gretschel. 
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Recensionen. 

Starm,  Cours  d^analyse  de  Vecole  polylechnique,  Deuxieme  edition, 
revtie  et  corrigee  par  E.  Proühkt.  Paris  1803—1864. 
Am  18.  December  1855  starb  Karl  Sturm,  der  Wissenschaft  viel  zu 
früh  entrissen.  Herr  P  r  o  u  h  e  t  bat  die  Verdienste  des  grossen  Mathematikers 
in  einem  kurzen  Nachrufe  geschildert,  welcher  auch  in  dieser  Zeitschrift 
Bd.  II,  S.  93—103  seine  Stelle  gefunden  hat.  Derselbe  Freund  des  Ver- 
storbenen hatte  noch  bei  dessen  Lebzeiten  von  ihm  selbst  den  ehrenden 
Auftrag  erhalten ,  die  Vorlesungen  Über  Aualysis  und  Mechanik ,  welche 
den  Gegenstand  seines  Unterrichtes  an  der  polytechnischen  Schule  zu 
Paris  bildeten,  herauszugeben.  Der  Text  dieser  Vorlesungen  war  zu- 
nächst von  Schülern  niedergeschrieben  und  in  einer  kleinen  Anzahl  von 
autographirten  Exemplaren  dem  Gebrauche  an  der  Schule  unterbreitet 
worden.  Später  hatte  Sturm  den  Text  durchgesehen,  verbessert,  zum 
Theil  neu  redigirt  und  diese  Hefte  waren  es,  welche  von  1857  bis  1861  in 
4  annähernd  gleich  starken  Bänden  die  Presse  verliessen;  die  beiden  ersten 
Bände  enthielten  die  Analysis,  die  beiden  letzten  die  Mechanik.  Es  dauerte 
nicht  lange,  so  war  die  Analysis  vergrififen  und  Herr  Pro  übet  hat  durch 
die  Veranstaltung  und  Besorgung  einer  zweiten,  wie  es  in  der  Vorrede 
heisst,  an  vielen  Stellen  verbesserten'Ausgabe  einem  wirklichen  Bedürfnisse 
abgeholfen.  Welcher  Art  diese  Verbesserungen  sind,  ob  sie  sich  einzig 
auf  Druck-  oder  Kechnungsfehler  bezichen ,  welche  in  der  ersten  Auflage 
sich  eingeschlichen  hatten,  ob  Herr  Prouhet  sich  auch  anderweitige  Ver- 
änderungen erlaubt  hat,  darüber  zu  berichten  sieht  sich  Referent  ausser 
Stande ,  da  ihm  ein  Exemphir  der  ersten  Ausgabe  nicht  zur  Hand  ist.  Der 
vergleichende  Masstab  kann  daher  nicht  angelegt  werden,  wie  es  sonst  bei 
Recensionen  zweiter  Auflagen  mit  Recht  Gebrauch  zu  sein  pflegt.  Da  in- 
dessen die  erste  Auflage  des  Stürmischen  Werkes  in  dieser  Zeitschrift 
nicht  besprochen  wurde ,  so  dürften  Bemerkungen  über  die  heute  uns  vor- 
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liegenden   beiden  Bände  auch  ohne  solche  Vergleichnng  unseren  Lesern 
nicht  unwillkommen  sein. 

Mau  möge  uns  zuerst  gestatten,  ohne  Rücksicht  auf  ein  bestimmtes 
Werk,  unsere  Ansichten  über  den  unterschied  auszuspreehen  ^  welcher 
zwischen  einem  Handbuche;  einem  Lehrbuche  und  einem  Vorlesnngshefte 
stattfinden  darf  und  soll.  Darnach  wird  die  Feststellung  unseres  Drtheils 
über  ein  specielles  Werk  der  einen  oder  anderen  Gattung  um  so  leichter 
sein.  Unter  einem  Handbuche  verstehen  wir  nicht  etwa  ein  handliches 
Buch,  sondern  vielmehr  ein  solches,  welches  allein  zur  Hand  zn  haben  in 
allen  Fällen  genügen  soll.  Das  Handbuch  wird  deshalb  in  der  Regel  ein 
ziemlich  dickleibiges,  bändereiehes  Opus  sein  mttsMn.  Sein  Hauptver- 
dienst  besteht  in  Vollständigkeit,  neben  welcher  Eleganz  und  Einheit  der 
Darstellung  zurücktreten.  Ja,  es  wird  fast  zu  den  Vorzügen  eines  Hand- 
buchs in  diesem  Sinne  gerechnet  werden  müssen ,  wenn  -es  die  Einheit  so 
weit  verleugnet,  dass  es  bei  der  Auseinandersetzung  der  wichtigsten 
Lehren  imd  Methoden  sich  so  viel  als  möglich  an  die  Darstellangsweise 
der  Erfinder  anlehnt.  In  der  Mathematik  sind  derartige  Handbücher  über- 
aus selten  und  für  Differential-  und  Integralrechnung  ist  wohl  seit  dem  so- 
genannten grossen  Lacroix  kein  eigentliches  Handbuch  erschienen,  so 
wünschenswerth  es  auch  wäre,  ein  ähnliches  Buch  zu  besitzen,  welches  die 
vielen  Errungenschaften  vereinigte ,  durch  welche  die  Mathematik  in  diesem 
Jahrhunderte  ihr  Gebiet  erweiterte.  Vielleicht  dass  das  Bertrand 'sehe 
Werk,  wenn  es  erst  vollendet  sein  wird,  diesem  Ziele  nahe  kommt.  So 
selten  die  Handbücher  sind ,  eben  so  häufig  wuchern  die  Lehrbücher  auf 
dem  Büchermarkte  und  jede  Messe  vermehrt  die  Zahl  derselben.  Ein  Lehr ' 
buch  soll,  möchten  wir  sagen,  etwa  die  Inhaltsanzeige  eines  Handbuches 
sein.  Auch  von  dem  Lehrbuche  verlangen  wir  eine  gewisse  Vollständig- 
keit, aber  in  gedrängter  Form.  Kein  irgend  wesentliches  Capitel  aus  dem 
Bereiche  der  behandelten  Disciplin  soll  ganz  fehlen ,  aber  es  ist  nicht  noth- 
wendig,  dass  die  Auseinandersetzung  in  solcher  Ausführlichkeit  geschehe, 
diiss  jeder  Leser  an  dem  Lehrbuche  selbst  genug  habe.  Der  Leser  mass 
dazu  entweder  schon  selbst  wissenschaftliche  Reife  mitbringen ,  oder  neben 
dem  Lehrbuehe  den  Lehrer  besitzen ,  welcher  als  lebender  Commentar  ihm 
über  die  Schwierigkeiten  hinaushilf^,  die  das  Lehrbuch,  vermöge  seiner 
Kürze,  dem  Anfänger  darbietet.  Weil  das  Lehrbuch  aber  auch  dem  reifen 
Leser  in  der  genannten  Weise  als  compendiöse  Zusammenstellung  des 
Wichtigsten  dienen  soll ,  so  verlangen  wir  von  demselben  vor  Allem  einen 
einheitlichen  Plan ,  eine  logische  Ordnung  und  Aufeinanderfolge  nach  den 
Gegenständen ,  nicht  etwa  nach  der  geringeren  oder  grösseren  Schwierig- 
keit. Man  muss  im  Stande  sein,  sich  rasch  und  leicht  zurechtzufinden. 
Endlich  drittens  giebt  es  Vorlesungshefte  über  einzelne  Disciplinen  and 
deren  rein  didaktischen  Zwecke  zufolge  werden  die  Anforderungen  an  die- 
selben ganz  anderer  Natur  sein,  als  an  die  vorgenannten  Schriften.    Was 
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kann  wohl  der  Lehrer  in  einein  einjährigen  oder  gar,  wie  es  an  vielen 
Universitäten  der  Fall  ist,  in  einem  halbjährigen  Cursus  von  4  bis  5  Stun- 
den wöchentlich  dem  grossen  Lehrgebtete  der  Differential-  nnd  Litegral- 
reebnung  gegenüber  leisten,  samal  wenn  er  Anfänger  vor  sich  hat?  Es 
bleiben  ihm  nur  zwei  Möglichkeiten,  entweder  Vielerlei  vorautragen,  aber 
jede«  Einaelae  nur  gana  kurv  zu  behandeln  oder  sich  auf  verhältnissmässig 
Weniges  zn  beschränken  und  dieses  Wenige  den  Zuhörern  in  immer  nener 
Form ,  mit  neuen  Beweisgründen  versehen ,  an  Beispielen  mannigfacher  Art 
erläutert  wieder  und  wieder  vorzuführen ,  sodass  der  Schüler  nicht  blos 
das  Wissen,  sondern  die  Ueberzeugung  dea  ihm  Vorgetragenen  erhält  und 
im  Stande  ist,  mit  dem  erworbenen  geistigen  Eigenthum  frei  schalten  zu 
können.  Bei  dieser  Alternative  scheint  uns  die  Entscheidung  für  die  zweite 
Lehrmethode  die  naturnoth wendige.  AUetdings  wird  alsdann ,  um  bei  dem 
Beispiele  der  Differential-  und  Integralrechnung  stehen  zu  bleiben,  der 
Sehüier ,  welcher  eine  in  unserem  Sinnen  gesprochen  gute  Vorlesung  gehört 
hat,  nicht  Herr  des  ganzen  Stoffes  sein.  Er  wird  bei  einem  zweiten  guten 
Lehrer,  ja  bei  demselben  Lehrer  in  einem  anderen  Semester  die  Vor- 
leaung  repetiren  können  und  ganz  neue  Themata  behandelt  finden«  Aber 
jedesmal  wird  er  wirklichen  Nutzen  von  der  Vorlesung  erlangt  haben;  er 
wird ,  gefesselt  von  der  Eleganz  der  Darstellung ,  nicht  übermässig  ermüdet 
durch  geistige  Riesensprünge,  dem  Lehrer  gern  und  muthig  folgen,  er  wird 
das  Zeug  gewonnen  haben,  um  die  übergangenen  Dinge  ganz  allein  stu- 
diren  zu  können.  Damit  haben  wir  denn  auch  die  Anforderungen  ange- 
geben ,  welche  wir  an  das  Vorlesungsheft  stellen  zu  müssen  glauben.  Der 
'  Form  nach  soll  es  die  höchste  Eleganz  erstreben ,  dem  Inhalte  nach  soll  es 
dABfnuhunty  non  mullo  zur  Richtschnur  nehmen. 

Das  Werk,  welches  uns  in  diesem  Augenblicke  als  cours  d*änatyse  de 
täcole  potytechnique  in  zwei  Bänden  vorliegt,  ist  aber  in  der  That  ein  solches 
Vorlesungsheft  über  Differential-  und  Integralrechnong  von  seltener  Vor- 
trefflichkeit und  seine  Bestimmung  zur  Benutzung  an  einer  polytechnischen 
Schule,  welche  für  diese  Vorlesungen  einen  längeren  Zeitraum  gestatten 
darf  als  die  Universität,  hat  es  zugleich  möglich  gemacht,  auch  dem  Um- 
fange des  behandelten  Stoffes  weniger  enge  Schranken  zu  ziehen.  Aller- 
dings vermisst  man  da  und  dort  Gegenstände,  deren  Betrachtung  man 
vielleicht  wünschen  würde.  Wir  bemerken  beispielsweise  von  solchen 
Untersuchungen ,  welche  im  ersten  Bande  ihre  rechtmässige  Stelle  gefun- 
den hätten:  die  Lag  ränge  Whe  Reihe,  ebenso  die  Reihe  von  Bernoulli, 
die  Lehre  von  den  Doppeltangenten ,  von  den  Asymptoten,  diejenigen 
Integralformen ,  welche  unter  dem  Namen  Integralsinus  und  Integraleosinus 
sieh  wenigstens  in  deutsche  Schriften  eingebürgert  haben;  wir  nennen  als 
ein  Capitel,  nach  welchem  man  im  zweiten  Bande  vergebens  sucht,  die 
ganze  Lehre  von  den  F  o  u  r  i  e  r  'sehen  Reihen  und  Integralen ,  ohne  welche 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  immer  nur  in  mangel- 

9» 
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hafter  Weise  behandelt  werden  kann;  wir  nennen  ferner  bei  der  sonst 
ziemlich  vollständigen  Darstellnng  der  Methoden  zur  Anffindnng  des  Wer- 
.  thes  bestimmter  Integrale  die  Methode  von  Dirichlet,  welche  im  Wesent- 
lichen darin  besteht,  dass  man  mit  einem  Factor  mnltiplicirt,  der  ausser- 
halb der  Integrationsgrenzen  Nnll  wird. 

Aber  dafür  ist  es  auch  kein  Lehrbuch ,  welches  uns  dargeboten  wird, 
sondern  ein  Vorlesungsheft.  Nicht  darüber  dürfen  wir  mit  dem  Verfasser 
rechten ,  was  er  wohl  aus  Maugel  an  Zeit  wegliess ,  sondern  das ,  was  er 
giebt,  ist  der  Beurtheilung  zu  unterziehen  und  diese,  selbst  streng  geführt, 
braucht  Sturm 's  Werk  nicht  zu  fürchten.  Klarheit  der  Auffassung,  Dar- 
stellung eines  und  desselben  Gegenstandes  von  verschiedenen  Gesichts- 
punkten  aus,  Combination  analytischer  und  geometrischer  Beweisfühning, 
ein  dem  Lehrer  nicht  genug  anzuempfehlendes  Unterrichtsmittel,  finden 
sich  fast  in  allen  Capiteln.  Wir  können  es  gleichfalls  nur  lobend  aner- 
kennen und  als  Zeichen  didaktischer  Gewandtheit  hervorheben,  wenn  der 
Verfasser  es  nicht  verschmäht,  einen  dem  Anfänger  fremdartigen  Gegen- 
stand zuerst  durch  einen  ungenügenden  aber  Reichten  Beweis  plausibel  %n 
machen ,  alsdann  die  Mängel  der  Beweisführung  hervorzuheben  und  .einen 
strengen  Beweis  folgen  zu  lassen.  Aber  freilich  liegt  darin  wieder  die  Be- 
stätigung dessen ,  was  wiederholt  gesagt  wurde ,  dass  wir  es  nicht  mit  einem 
Lehrbuche  zu  thun  haben,  denn  in  einem  solchen  wäre  diese  allmälige 
Steigerung  der  Gewissheit  übel  angebracht.   Als  Beispiel  möge  die  £nt- 

wickelung  von  /im  (l  +  —  j  =e  Bd.  1,  8.  50  flgg.  angeführt  werden,  und 

im  zweiten  Bande  die  Lehre  von  den  homogenen ,  sowie  von  den  linearen 
Differentialgleichungen.  Es  würde  zu  weit  führen,  wenn  wir  alle  die 
Partien  bezeichnen  wollten,  in  denen  die  Darstellung  besonders  gewandt 
und  überzeugend  ist.  Wir  wollen  nur  aus  dem  ersten  Bande  den  Satz 
nennen,  wornach,  wenn  f  {x)  in  eine  nach  den  ganzen  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  con^v^rgente  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
diese  Reihe  von  der  Maclaur  in 'sehen  nicht  verschieden  ist  (S.  105);  den 
Beweis ,  dass  es  eine  Bogenlänge  irgend  einer  Cujve  giebt ,  dadurch  dass 

man  eine  Curve  7=7/  l  +  (  v^j  annimmt,  deren  Fläche. mit  der  Bogen- 
länge übereinstimmt  (8.  197),  eine  Betrachtungsweise,  der  man  heute  nur 
selten  begegnet,  von  der  aber,  beiläufig  bemerkt,  schon  der  Holländer 
Van  Heuraet  am  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  Gebrauch  machte.  Wir 
erwähnen  aus  dem  zweiten  Bande  den  geometrischen  Nachweis ,  dass  jede 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  ein  Integral  besitzt  (8.  57)  und  dio 
daran  sich  anknüpfende  Lehre  vom  integrirenden  Factor;  ferner  die 
Capitel  54,  55,  56,  welche  der  Krümmung  der  Oberflächen  gewidmet  sind. 
Wir  wollen  endlich  wieder  aus  dem  ersten  Bande  (S.  306)  eine  kurze  Be- 
merkung hier  anführen,  welche  wohl  verdient,  allgemein  berücksichtigt  sQ 
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werden.  Sturm  sagt  nämlicb  dort  mit  Recht,  das  Wort  integraiion  par 
parUes  (theilweise  Integration)  lasse  den  Scbüler  eher  alles  Andere  ver* 
mathen,  als  was  diese  Methode,  wirklich  ausmacht.  Man  solle  aie  integraiion 
par  facteurs  nennen,  das  Wort  sei  dem  Begriffe  wenigstens  einigermassen 
entsprechend.  * 

An  den  zweiten  Band  schliessen  sich  unter  dem  Namen  von  Noten 
noch  6  recht  dankenswerthe  kleine  Aufsätze  von  verschiedenen  Verfassern 
an.  Der  erste  von  Catalan  untersucht  den  Werth  der  Binomialreihe 
(!+«)'"  für  a:  =  +  1.  Die  zweite  Note  von  Despeyrous  lehrt  das 
Additionstheorem  elliptischer  Functionen.  In  der  dritten  Note  zeigt  Herr 
E.  Brassinne  die  Analogie  linearer  Differentialgleichungen  mit  algebra- 
ischen Gleichungen,  insofern  es  sich  um  verschiedene  Gleichungen  bandelt, 
welchen  eine  Anzahl  von  Integralen,  respective  von  Wurzelwertben  ge- 
meinsam ist.  Die  vierte,  fünfte  und  sechste  Note  haben  Herren  Pro  übet 
zum  Verfasser.  Sie  behandeln  1)  Eigenschaften  zweier  Curven  P=0, 
0  =  0  soweit  sie  ans  der  combinirten  Gleichung  P+  Q  "/^l  =  0  abgeleitet 
werden  können;  3)  die  Rectification  von  Curven,  deren  Fusspunktscurve 
gegeben  ist;  3)  die  Summation  von  Functionen,  deren  Argumente  in  arith- 
metischer Reihe  fortschreiten ,  mit  Hülfe  des  Integrals  der  Summe  der  ab- 
geleiteten Functionen. 

Beiden  Bänden  hat  der  Herausgeber  eine  nach  den  Paragraphen  des 
Werkes  fortschreitend  ausführliche  Analyse  beigefügt,  welche  dem  Schüler 
zum  Zwecke  der  Repetition  recht  gute  Dienste  leisten  mag ,  vorausgesetzt 
dass  er  früher  des  Inhaltes  sich  genügend  bemächtigt  hatte. 

Was .  die  Ausstattung  des  Werkes  betrifft ,  so  hat  man  alle  Ursache 
damit  zufrieden  zu  sein.  Druckfehler  sind  natürlich  bei  solcher  Menge  von 
Formeln  nicht  zu  vermeiden  und  eine  Anzahl  derselben  ist  auch  bereits  in 

P* 

einem  Verzeichnisse  angegeben.    Andere,  wie  Bd.  I  S.  222  Z.  12 ^ statt 

tr 

—  ^,;  Bd.  II,  S.  80,  Z.  3  e«'*  statt  c«"*;  S.  102,  Z.  18  Constants  statt  on- 
stants;  S.  107,  Z.  9  c^. .  .  c«,  statt  C4. . .  C«.;  S.  328,  Z.  10  I dy}/l — a^  statt 

j dxyi—üc^   wird    der    aufmerksame    Leser    leicht    selbst    verbessern. 

Dringend  ist  nur  etwa  in  einer  späteren  Auflage  die  Correctur  der  Figur  77 
auf  S.  374  des  ersten  Bandes,  bei  welcher  die  Stücke  OA  und  OB  der  Ab- 
scissen*  und  Ordinatenaxe  einander  gleich  sein  müssen. 

Cantok. 
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unverzagt,  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  räum- 
licher Gebilde.  Festschrift  des  HerzogL  Realgymnasiums  zar 
25jfthrigen  Jubelfeier  der  Regierung  des  Heraogs  Adolf  zu  Nassau* 
Wiesbaden  1864. 
Der  Gedanke,  von  welchem  der  Hefr  Verfasser  in  seiner  nur  14  Quart- 
Seiten  grossen ,  aber  äusserst  interessanten  Abhandlung  Gebranch  macht, 
ist  in  Kürze  folgender.  Seit  M  o  e  b  i  u  s  und  P 1  ü  c  k  e  r  Punkt-  und  Ebenen- 
coordinaten  in  die  analytische  Geometrie  eingeftthrt  haben,  ist  die  Auf- 
stellung dualistisch  zusammenhängender  Sfitze  überaus  leicht  geworden, 
indem  jede  homogene  Gleichung  zwischen  4  Variabein  or,  y,  z,  u  ein  solches 
Sätzepaar  liefern  muss,  je  nach  der  Bedeutung,  welche  man  diesen  Co- 
ordinaten beilegt.  Mit  anderen  Worten:  die  Methode  doppelter  Inter- 
pretation einer  und  derselben  Gleichung  liefert  zwei  Sätze  statt  eines  ein- 
zigen und  zwar  einander  entsprechende  Sätze,  welche  man  deshalb  reci- 
prok  oder  dualistisch  zusammenhängend  nennt.  Herr  unverzagt  stellte 
sich  nun  die  Aufgabe,  diesen  Gedanken  in  die  Projectionslehre  zu  über- 
tragen ;  er  suchte  projectivische  Elemente,  welche  als  Projectionen  nm  ver- 
schiedenen Gebilden,  also  etwa  gleichzeitig  als  Projectionen  eines  Punktes, 
einer  Geraden  und  einer  Ebene  betrachtet  werden  können.  Er  fand  diese 
Elemente  in  drei  in  gerader  Linie  in  der  Bildebene  liegenden  Punkten: 
dem  Spurpunkte ,  dem  Fusspunkte  und  dem  Hdhenpunkte.  Greht  nämlich 
die  Gerade  a  durch  den  Punkt  Oq  der  Bildebene,  so  heisst  dieser  Punkt  der 
Spurpunkt  Wird  der  Punkt  a  der  Geraden  durch  Parallel-  oder  Central- 
projection  nach  dem  Punkte  ai  der  Bildebene  projicirt,  so  heisst  Q|  derFuss- 
punkt.  Wird  endlich  die  Länge  a  ai  in  die  Richtung  der  o«  ai  aiif  die  Bild- 
ebene umgeklappt,  als  o,  Ot,  so  heisst  at  der  Höhepunkt,  welcher  jenseits 
Oq  tt]  oder  zwischen  beide  Punkte  fällt,  je  nachdem  a  über  oder  unter  der 
Bildebene  liegt.  Die  drei  Punkte  bestimmen  also  I)  die  Gerade  a,  2)  den 
Punkt  a,  3)  die  Ebene  A^  welche  durch  a  gelegt  mit  der  Bildebene  den  Neig- 
ungswinkel a  Oq  ct|  einschliesst.  Folglich  können  die  Punkte  Oq,  tti ,  a^  als 
Projectionen  der  drei  genannten  Raumgebilde  aufgefasst  werden  und  von 
Eigenschaften  solcher  Projectionspnnkte  kann  man  Rückschlüsse  dreierlei 
Gattung  machen;  man  wird  nicht  blos  dual,  sondern  ternär  zusammen- 
hängende Sätze  erhalten.  Wie  dieser  Gedanke  zur  Durchführung  kommt, 
dafür  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen,  deren  an  sich  sehr 
concise  Darstellung  kaum  einen  noch  kürzeren  Auszug  gestattet.  Der  Herr 
Verfasser  wird  sich  gewiss  keiner  undankbaren  Mühe  unterziehen ,  wenn 
er  den  Gegenstand  noch  weiter  bearbeitet  und  die  Veröffentlichung  alsdann 
in  einer  dem  mathematischen  Publikum  leichter  zugänglichen  Weise,  als 
eines  immerhin  wenig  verbreiteten  Programms  veranstaltet. 

Cantor. 
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Baally   Ueber  Galilei  als  Begründer  der  oieehanischen  Physik 
nnd  über  die  Methode  desselben.    Gratnlationeschrift  zum 
fünfzigjährigen  DoctorjnbiUam  des  Geh.  Hofrath  Goettling. 
Jena  1864. 
Dieses  18  Quartseiten  starke  Programm   beschäftigt  sich  auf  den  12 
ersten  Seiten  mit  der  Frage,  inwiefern  die  mechanische  Physik  als  Er- 
fahruQgswissenschaft  betrachtet  werden  kann ,  und  prüft  die  darüber  aus- 
gesprochene Meinung  an  den  Beispielen  grosser  Physiker,  wie  Hnghens, 
Newton,  Fresnel.    Herr  Snell  ist  nttmlich  der  Ansicht,  der  Weg  mecha<^ 
nisch-physikalischer  Forschung  sei  folgender  (S.  12  u.  13):  Zuerst  kommen 
vorläufige  Versuche  und  Beobachtungen ,  welche  die  Natur  und  Art  einer 
Olasse  von  Erscheinungen  im  Allgemeinen  feststellen,  welche  auf  diejenige 
Region  unseres  apriorischen  Wissens  hinweisen ,  in  welcher  muthmasslich 
die  Gesetze  dieser  Classe  von  Erscheinungen  liegen.    Der  zweite  Act  ist 
der  mathematischen  Bearbeitung   dieser  Region  gewidmet  und  hier  sieht 
man  Ton  allem  Thatsäehliohen  ab.    Endlich  drittens  treten  die  auf  genaue 
Maassbestimmungen  aller  Art  gerichteten  exacten  Experimente  ein,  welche 
nun.  zeigen  müssen  erstens,  ob  die  vermuthete  Region  unsere»  apriorischen 
Wissens  die  richtige  war  und  die  entwickelten  Gesetze  in  dem  zu  erfor- 
sclaenden  Erfahrungsgebiet  angetroffen  werden  und  zweitens,  wie  gross  die 
in    dem  Gesetz  nothwendig  vorkommenden  und  für  das  Gesetz  als  solches 
zufälligen  empirischen  Constanten  sind.    Diese  dreifache  Thätigkeit,  deren 
Reihenfolge  wir  yollstäadig  als  die  richtige  anerkennen,  kann  man  wohl 
kürzer  bezeichnen,  als  vorläufige  Indnction,  daran  anknüpfende  Deduction 
und  experimentelle  Prüfung.     Um  so  weniger  können  wir  damit  überein- 
stimmen ,   wenn  der  Herr  Verfasser   unmittelbar  nachher  (S.  14)  dagegen 
polemisirt,    dass  die   naturwissenschaftliche  Methode  eine  indnctive  sei. 
Denn  eine  Methode,  welche  mit  Induction  beginnt,  ist  eben  eine  inductive 
und   die  richtige  Deduction   hängt  zwar  nicht  davon  ab,   hat  aber  ihren 
praktischen  Werth  doch  nur,  wenn  jene  Indnction  richtig  war.    Die  6  letzten 
Seiten  enthalten  eine  Darstellung  von  Galilei's  Ableitung  der  Fallgesetxe, 
wobei  wir  leider  jedes  Citat  vermissen,   welches  dem  Laien  im  Gebiete 
historischer  Forschung  die  Controle  des  behaupteten  Entwickelungsganges 
ermöglichte.    Der  Fachmann  weiss  allerdings,  dass  diese  Untersuchungen 
in  den  Discorsi  e  dmosUrazioni  maiemaiiche  iniomo  a  äue  nuove  seieme  aUenenti 
aila  Mecanica  et  ai  Monimenii  locaU  sich  finden,  wo  sie  den  Gegenstand  der 
Unterredung  vonSalviati,  Sag  rede  und  Simplicius  bilden,  derselben 
Personen,  welche  auch  die  Redner  in  den  für  Galilei*s  Geschicke  so  ver- 
hängnissvollen Dialogen  über  das  Weltsystem  sind.    Allein  für  den  Fach- 
mann ist  überhaupt  das  ganze  Programm  offenbar  nicht  bestimmt,  wie  aus 
der  fast  breit  zu  nennenden  populären  Schreibweise  hervorgeht. 

Cantor. 
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Die  Elemente  der  Planimetrie.  Für  den  Sclmlgebrauch  bearbeitet  von 
Dr.  Hermann  Weissenbobn  ,  Lehrer  am  Realgymnasium  xu 
Eisenacb.  Nebst  8  FignrenUfeln.  Halle,  H.  W.  Schmidt.  1864. 
Der  Verfasser  hat  sich  zur  Herausgabe  des  vorliegenden  Bnchea  ent- 
schlossen, weil  er  unter  den  ihm  bekannten  Lehrbüchern  der  Planimetrie 
keins  finden  konnte,  welches  er  glaubte  mit  wirklichem  Nutzen  seinem 
Unterrichte  zu  Grunde  legen  zu  können.  Entweder  u&mlich  haben  diese 
Bücher  eine  unwissenschaftliche,  nur  auf  Strenge  der  Beweisführung  Ge- 
wicht legende  Anordnung,  oder,  wenn  sie  diesen  Fehler  vermeiden,  so  siud 
sie  nach  der  genetisch-heuristischen  Methode  verfasst.  Diese  aber  hält  der 
Verfasser  nach  seinen  Erfahrungen  beim  Unterrichte  von  Anfängern  für 
unzweckmässig.  Entweder  nämlich,  so  argumentirt  er,  ist  die  ganze  Me- 
thode nur  Schein ,  der  Lehrer  leitet  durch  seine  Fragen  und  BemerkuDgen 
den  Schüler  zu  dem  gewünschten  Ziele  hin,  das  wird  der  Schüler  bald 
merken  und  wünschen,  man  möge  ihm  lieber  gleich  das  Resultat  mittheilen, 
da  es  jedenfalls  leichter  sei,  die  Richtigkeit  eines  Satzes  zu  beweisen,  als 
den  beschwerlichen  Weg  zur  Entdeckung  desselben  zurückzulegen.  Oder 
man  lässt  wirklich  den  Schüler  selbstständig  die  verffchiedenen  Sätze  finden. 
Dieses  kann  auf  drei  Arten  geschehen.  Man  könnte  den  Schüler  jeden  nur 
möglichen  Weg  verfolgen  lassen,  damit  er  entweder  ein  brauchbares  Re- 
sultat finde ,  oder  zu  der  Erkenntniss  gelange ,  dass  auf  diesem  Wege  kein 
solches  zu  erreichen  sei.  Dieses  würde  jedenfalls  eine  arge  Zeitvergeudung 
sein.  Man  wird  deshalb  in  der  Regel  den  Schüler  von  unfruchtbaren  Unter- 
suchungen abhalten.  Zu  dem  Zwecke  kann  man  ihm  nun  deutlich  machen, 
warum  ein  bestimmter  Weg  zu  keinem  Ziele  führt,  ein  Verfahren,  das 
wohl  gleichfalls  zu  zeitraubend  ist;  daher  wird  man  sich  meist  mit  dem 
blosen  Abmahnen  von  der  Betretung  unfruchtbarer  Wege  begnügen,  wobei 
aber  wieder  ein  grosser  Theil  des  beabsichtigten  Nutzens  der  Methode  ver- 
loren geht.  Die  genetisch  -  heuristische  Methode  hat  aber  auch  noch  die 
Nachthoile,  dass  sie  dem  Hange  der  Jugend  zu  planlosem  Reden  Vorschub 
leistet  und  in  dem  Schüler  den  Dünkel  erzeugt,  als  könne  er  bereits  durch 
Entdeckungen  die  Wissenschaft  bereichern. 

Diese  Bemerkungen  haben  uns  überrascht;  wir  haben  es  für  eine  ab- 
gethane  Sache  gehalten,  dass  der  Unterricht  in  der  Geometrie  nach  der 
genetischen  Methode  erfolgen  solle,  damit  der  Schüler  die  Freude  des  Auf- 
finden» der  einzelnen  Sätze  mit  geniesse  und  einsehe,  warum  gerade  diese 
Sätze  und  Probleme  an  jeder  bestimmten  Stelle  zur  Sprache  kommen. 
Heuristisch  in  dem  Sinne,  dass  man  den  Schüler  jeden  Weg ,  auch  wenn 
es  ein  Irrweg  wäre,  gehen  lässt,  ohne  durch  eine  berichtigende  Bemerkung 
einzugreifen  in  seinen  Gedankengang,  soll  natürlich  das  Verfahren  nicht 
sein.  Die  Gedanken  der  Schüler  auf  der  richtigen  Fährte  zu  erhalten,  sie 
nicht  von  dem  vorgesetzten  Ziele  abschweifen  zu  lassen ,  das  ist  eben  die 
Pflicht  des  Lehrers.   Planlosem  Geschwätz  dürfte  übrigens  der  geometrische 
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Unterricht  bei  weitem  weniger  Vorschub  leisten ,  als  jeder  andere  Zweig 
des  Unterrichts,  bei  welchem  der  Lehrer  die  Selbstthätigkeit  der  Schüler 
au  wecken  weiss ;  der  Gegenstand  selbst ,  die  Sicherheit  nnd  Strenge  des 
geometrischen  Gedankenganges ,  sind  dem  entgegen.  Dass  ans  der  Star* 
knng  der  eigenen  geistigen  Kraft  und  ans  dem  wachsenden  Vertrauen  anf 
dieselbe  eine  so  arge  Selbstttberhebung  des  Schülers  die  Folge  sein  müsse, 
wie  der  Verfasser  meint,  darf  wohl  billig  bezweifelt  werden;  w&re  dies 
wahr,  so  bliebe  Nichts  weiter  übrig,  als  die  Schüler  soweit  als  nur  möglich 
durch  die  Unterrichtsmethode  unfähig  zu  selbstständigem  Denken  zu 
machen.  Vereinzelte  Erscheinungen  dürfen  hier  nicht  als  allgemeine  Norm 
genommen  werden.  Wir  wollen  uns  mit  diesen  Gegenbemerkungen  begnü- 
gen ,  da  wir  es  ja  nicht  mit  der  Discussion  über  die  beste  Art  des  geo- 
metrischen Unterrichts,  sondern  nur  mit  der  Form  zu  thun  haben,  in  der 
das  vorliegende  Lehrbuch  verfasst  ist.  Und  wir  glauben ,  dass  auch  bei 
einem  genetischen  Gange  des  mündlichen  Unterrichts  ein  Lehrbuch  in  dog- 
matischer Form,  wenn  es  nur  sonst  entsprechend  ist,  recht  gute  Dienste 
leisten  kann.  Mit  einem  solchen  in  dogmatischer  Form  verfassten  Lehr- 
buche haben  wir  es  aber,  nach  der  Absicht  des  Verfassers,  hier  zu  thun. 

Die  ganze  Schrift  zerfällt  in  eine  Einleitung,  zwei  Bücher  und  einen 
Anhang. 

In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  Reihe  von  Er- 
klärungen über  die  Aufgabe  und  die  Objecte  der  Geometrie,  ferner  über 
die  Form  der  geometrischen  Definitionen,  Lehrsätze,  Beweise,  Aufgaben 
und  Forderuiigssätze,  die  etwas  breiter  sind,  als  man  bei  dogmatischer 
Darstellung  sonst  gewohnt  ist.  Die  Zahl  der  Postulate  oder  Forderungs- 
sätze, wie  der  Verfasser  überall  verdeutscht,  beträgt  neun,  während  Euklid 
sich  mit  dreien  begnügt.  Als  ein  methodischer  Verstoss  ist  es  zu  bezeich- 
nen, dass  einige  der  Postulate  sich  auf  den  Kreis  beziehen,  der  erst  später 
bei  Erwähnung  des  Zirkels  als  des  zu  seiner  Construction  dienenden  In- 
strumentes seine  Erklärung  findet.  Nicht  zu  billigen  ist  es  femer,  dass 
ausser  den  beiden  Instrumenten,  deren  sich  die  Alten  bedienten,  Lineal 
und  Zirkel ,  auch  noch  das  rechtwinklige  Dreieck  erwähnt  wird ;  mit  dem- 
selben Fug  und  Recht  hätten  auch  Parallellineal  und  Transporteur  mit 
aufgeführt  werden  können. 

Das  erste  Buch  behandelt  die  Lehre  von  der  Geraden  und 
von  den  geradlinigen  Figuren;  dasselbe  zerfällt  wieder  in  drei  Ab- 
schnitte,  deren  erster  die  Lehre  von  der  Geraden  zum  Gegenstande 
hat.  An  der  Spitze  dieses  Abschnittes,  welcher  in  besonderen  Kapiteln  der 
Reihe  nach  eine,  zwei,  drei,  vier  oder  mehr  Gerade  betrachtet,  steht  son- 
derbarer Weise  eine  genetische  Erklärung  der  geraden  Linie,  dann 
folgen  einige  „Grundsätze*^  von  denen  die  zwei  ersten  identisch  sind  mit 
den  beiden  ersten  Postulaten  Euklid^s;  diese  beiden  Sätze  sind  aber  auch 
in  der  That  „Postulate*S  denn  sie  drücken  die  Möglichkeit  einer  Con- 
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struction  ans.  Anch  der  Satz  in  §.  16:  „Die  gerade  Linie  ist  der  ktirseate 
Weg.  zwischen  zwei  Pankten^^  hat  eine  falsche  Bezeichnung;  er  ist  kein 
Grundsatz,  wie  d&i  Verfasser  schreibt,  sondern  ein  Lehrsatz,  der  aU 
solcher  freilich  erst  nach  der  Behandlung  des  gleichschenkligen  Dreieckes 
bewieseir  werden  kann.  Im  weiteren  Verlaufe  der  DarsteUnng  tritt  dasB 
der  Begriff  der  Richtung  als  ein  fundamentaler  auf,  ohne  dass  dieser 
früher  als  solcher  Erwähnnog  gefunden  hätte.  Der  Winkel  wird  als  der 
Rtchtungsunterschied  zweier  Geraden  definirt  und  weiterhin  in  der  Paral* 
lelentheorie  wird  eine  Richtung  von  der  andern  subtrahirt  und  dadurch  die 
Gleichheit  der  Gegenwinkel  bewiesen.  Ist  es  aber  wohl  wissenschaftlich 
statthaft,  mit  einem  Etwas  zu  rechnen,  von  dem  nicht  einmal  dai^gethan 
worden  ist,  dass  man  es  überhaupt  als  eine  Quantität  auffassen  darf?  Msss 
nicht,  bevor  man  rechnet,  wenigstens  die  theoretische  Möglichkeit  einer 
Messung,  eine  theoretische  Einheit  festgestellt  .werden  ?  Sicher  kann  man 
sich  Nichts  denken  unter  den  Worten:  „Eine  Richtung  ist  doppelt  so  gross 
als  eine  andere/^  Daraus  geht  aber  hervor,  dass  die  Richtung  gar  keine 
Quantität  ist;  sonach  darf  man  auch  nicht  mit  Richtungen  rechnen.  Wohl 
aber  ist  der  sogenannte  Richtungsunterschied  eine  Quantität. 

Der  zweite  Abschnitt  entliält  die  Lehre  von  den  geradlinigen 
Figuren  rücksichtlich  ihrer  Gestalt  und  zerfällt  in  zwei  Kapitel, 
welche  vom  Dreieck  und  vom  Vier-  und  Vieleck  handeln.  Zunächst  wird 
das  Dreieck  „nach  seinen  Bestandtheilen^'  abgehandelt,  d.  h.  es  werden  die 
Sätze ,  welche  sich  auf  die  Seiten  und  Winkel  eines  Dreieckes  bezidiien, 
durchgenommen.  Wir  begegnen  hier  mehrmals  einer  eigenthümlichen,  und 
wir  können  nicht  gerade  sagen  sehr  glücklichea. Verwendung  der  gee* 
metrischen  Terminologie.  §.63  enthält  die  angebliche  „Erklär ung**:  Das 
Dreieck  ist  die  einfachste  geradlinige  Figur,  welche  einen  Theil  der  Ebene 
vollständig  begrenzt.  Es  ist  daher  von  allen  geradlinigen  Figuren  zuerst 
zu  betrachten.  §.64  giebt  die  folgende  „Erklärnng^^ :  An  jedem  Dreiecke 
sind  sechs  Stücke  zu  unterscheiden,  nämlich :  drei  Seiten  und  drei  Winkel. 
Noch  sonderbarer  nimmt  es  sich  aber  aus ,  wenn  in  §.  65  die  Bemerkung : 
„In  den  folgenden  drei  Paragraphen  sollen  die  Eigei\schaften  eines  Drei- 
eckes rücksichtlich  seiner  Seiten  betrachtet  werden*'  auch  als  eine  „Er- 
klärnng'*  aufgeführt  wird.  —  Sodann  wird  die  Gongruenz  der  Dreiecke 
besprochen,  welche  in  einen  Abschnitt^  der  die  Lehre  von  den  geradlinigen 
Figuren  „rücksichtlicfa  ihrer  Gestalt^'  zum  Gegenstande  hat,  unbedingt 
nicht  gehört.  Beim  Beweise  der  Congruenzsätze,  welche  übrigens  sehr 
sorgfältig  abgehandelt  sind,  wird  (§.  87)  auch  von  dem  Satze  Gebranch  ge- 
macht, dass  eine  Gerade  einen  Kreis  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten 
schneiden  kann,  ein  Satz,  dessen  Beweis  erst  der  §.  210  enthält.  Nach  den 
Congruenzsätzen  folgt  eine  Reihe  von  Sätzen  und  Aufgaben,  die  sich  durch 
die  Oongruenzsätze  beweisen,  beziehentlich  auflösen  lassen.  Endlich  ent- 
hält dasselbe  Kapitel  auch  noch  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
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ecke.  An  der  Spitse  steht  eine  Dednetion,  bestimmt,  den  Begriff  der  Aehn- 
lichkeit  abzuleiten,  der  dann  in  der  Form  aasgesprochen  wird:  Von  zwei 
breiecken  ÄffC^ABC  (oder  Figaren  A B^C V Ef,  ÄBCDE),  in  welchen 
jede  zwei  Seiten  djss-  einen  dasselbe  Yerfaältniss  zn  einander  haben ,  wie 
zwei  Seiten  des  andern,  nnd  in  welchen  die  Winkel  in  derselben  Reihen* 
folge  einander  gleich  sind ,  sagt  man :  „die  Dreiecke  (oder  Fignren)  sind 
einander  ähnlich."  Das  ist  ftneilich  in  etwas  weitlllafigerer  Form  dieselbe 
Definition ,  die  der  Altmeister  Enklid  an  die  Spitze  des  sechsten  Bnches 
seiner  Elemente  gestellt  hat,  aber  unzählige  Male  ist  darauf  aufmerksam 
gemacht  worden,  'dass  diese  Definition  utistatthafl  ist,  weil  sie  mehr  Be- 
stimmungen enthält,  als  nöthig  sind  und  Folge  dessen  einen  Lehrsatz  In 
sieh  schliesst* 

Das  aweite  Kapitel  behandelt  nur  die  Hauptsätze  über  Winkel,  Seiten 
nnd  Diagonalen  der  Vierecke,  deren  Eintheilung  und  Terminologie,  ferner 
die  Diagonalenanzahl  nnd  Winkelsumme  der  Polygone  und  gedenkt  noch 
in  einem ,  etwa  eine  halbe  Seite  in  Anspruch  nehmenden  Paragraphen  der 
Congrnenz  und  Aehnlichkeit  der  Vielecke.  Als  „Grundsätze'^  werden  hier 
folgende  zwei  Sätze  aufgeführt:  zwei  Vielecke  sind  oongruent,  wenn  die 
Dreiecke,  in  welche  sie  sich  durch  Diagonalen  zerlegen  lassen,  in  beiden 
in  derselben  Reihenfolge  congruent  sind,  und  zwei  Vielecke  sind  ähnlich, 
wenn  die  Dreiecke ,  in.  welche  sie  sich  durch  Diagonalen  zerlegen  lassen, 
Sn  beiden  in  derselben  Reihenfolge  congruent  sind,  und  zwei  Vielecke  sind 
ähnlich ,  wenn  die  Dreiecke ,  in  welche  sie  sich  durch  Disgonalen  zerlegen 
lassen,  in  beiden  in  derselben  Reihenfolge  ähnlich  sind.  Ausser  einigen 
Beispielen  findet  sich  sonst  hier  Nichts  weiter  über  Congrnenz  und  Adin* 
lichkeit  der  Polygone. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  die  Lehre  von  den  geradlinigen 
Figuren  rücksichtlich  ihrer  Grösse  abgehandelt.  Zunächst  wird 
die  Vergleichung  und  Ausmessung  der  Flächen  geradliniger  Figuren  ge- 
lehrt; wir  wollen  dabei  anführen,  dass  die  Regel  für  die  Flächenberech- 
nung der  Rechtecke  durch  Zerlegung  in  Quadrate  abgeleitet  wird,  ein  Ver- 
fahren, gegen  das  wir  übrigens  Nichts  zu  erinnern  haben.  Bei  einer 
strengen  Ableitung  muss  dann  die  Regel  für  den  Fall,  dass  die  Seiten 
incommensurabel  sind ,  durch  die  Reductio  ad  absurdum  verificirt  werden. 
Der  Verfasser  hat  indessen  die  Betrachtung  incommensurabler  Grössen  aus 
seinem  Buche  ausgeschlossen ,  weil  —  und  er  hat  darin  wohl  nicht  unrecht 
—  dieser  .Gegenstand  fUr  den  Anfänger  zu  schwierig  ist.  Demnächst  folgt 
der  Pythagorische  Lehrsatz  und  verscbiedene  Anwendungen  derselben.' 

Das  zweite  Buch  behandelt  die  Lehre  von^  Kreis  und  zerfällt 
in  zwei  Abschnitte,  welche  die  Ueberschriften  führen:  der  Kreis  nach 
Lage  und  Gestalt  nnd  der  Kreis  nach  Grösse.  Im  ersten  Ab- 
schnitte werden  der  Reihe  nach  1)  der  Kreis  für  sich  (fast  nur  Definitionen) ; 
2)  Kreis,  Gerade  nnd  Winkel  (Sehnen  und  Tangenten,  Peripherie-  und 
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Centriwinkel) ,  3)  Kreis  und  Vieleck  in  besonderen  Kapiteln  betrachtet.  Im 
letzten  Kapitel  wird  anch  die  Berechnung  der  Seiten  der  ein-  and  nmge- 
scbriebenen  Vielecke  von  doppelter  Seitenssahl  aus  denen  von  einfacher 
Seitenzahl  gelehrt,  was  als  Vorbereitung  zum  zweiten  Abschnitte  dient« 
welcher  in  zwei  Kapiteln  die  Rectification  und  Quadratur  des  Kreises  aus- 
einandersetzt. 

Der  Anhang  enthält  noch  eine  grosse  Anzahl  Aufgaben  und  zwar: 
1)  Lehrsätze  zu  beweisen;  2)  Constructionsaufgaben  nebst  Angabe  der 
Parthien  des  Buches,  mit  denen  sie  im  Zusammenhange  stehen. 

Die  Darstellung  ist  sehr  ausführlich,  weitläufiger  als  im  Allgemeinen 
nöthig  war.  Nicht  selten  treffen  wir  auf  Deductionen,  die  in  ejnem  dogma- 
tisch abgefassten  Lehrbuche  ^ich  fremdartig  ausnehmen;  Bemerkungen,  die 
beim  mündlichen  Unterrichte  ganz  gut  sind ,  die  man  aber  deshalb  noch 
nicht  drucken  lässt.  Lobenswerth  ist  die  Consequenz  in  der  Beziehung: 
Punkte  werden  mit  grossen,  Strecken  mit  kleinen  lateinischen,  Winkel  mit 
kleinen  griechischen  Buchstaben  bezeichnet.  Das  Handwerkszeug  der 
dogmatischen  Methode  hat  der  Verfasser  möglichst  pedantisch  zur  Schau 
gestellt;  keine  Bemerkung  ohne*die  U^berschrift  „Grundsatz'^  oder  „Er- 
klärung^* u.  s.  w.  Wie  der  Verfasser  diese  Termini  anwendet,  dayon  haben 
wir  einige  Beispiele  schon  angeführt.  Was  ein  solches  Verfahren  für 
Nutzen  stiften  soll,  vermögen  wir  nicht  einzusehen. 

Nach  unserer  Meinung  hat  der  Verfasser  ein  Buch  geliefert,  wie  er 
es  für  seine  Zwecke  mit  Rücksicht  auf  seine  eigene  Individualität  eben 
braucht;  es  mag  da  auch  ganz  gute  Dienste  leisten.     Vorzüge,  die  es  für  . 
Andere  empfehlenswerth  machten,  oder  die  für  die  mancherlei  Mängel  in 
demselben  entschädigen  könnten  ,  haben  wir  nicht  darin  entdecken  können* 
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